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Forord av Jean-Pierre Petit (Frankrike)

Aret ar 2024. Gor matematiken. Jag foddes 1937. Nir jag skriver dessa rader kommer jag att
vara 87 ar gammal. Tiden gar sa fort att nar du laser detta kanske jag inte langre finns bland
oss. Jag skriver dessa sidor, och jag tror att Hicham kidnner likadant, som att kasta en flaska i
havet som innehaller ett vidjande budskap.

Nar jag skriver dessa rader ar Janus-teamet nere pa tre man. Férutom Hicham, fédd 1979,
finns det en ung matematiker, David, fodd 1985, och det ar allt. Ar 2022 var jag den enda
som hade varit ansvarig for detta Janusprojekt i fyrtio ar. Dessa tva anslot sig till mig efter
att ha lyssnat pa en foreldsning som jag holl i januari 2023 i Paris.

Jag kdnner for att sdga: Vad hdander i den vetenskapliga varlden?

For 6ver hundra ar sedan vdndes, som ni vet, den vetenskapliga varlden upp och ned av
den plotsliga uppkomsten av tva nya discipliner: kvantmekanik och kosmologi. S& under
sjuttio ar avloste de vetenskapliga framstegen varandra i en fantastisk takt. Antingen gav
teoretikerna en forklaring till ett sedan ldnge kdnt faktum, t.ex. att Merkurius perihelium
rorde sig framat, ett fenomen som Newtons mekanik hade visat sig oférmogen att forklara.
Eller sa handlade det om nya observationer, som upptackten av universums expansion, som
ryssen Alexander Friedman var snabb att forklara genom att ta fram den forsta instabila
l6sningen pa den ekvation som Einstein introducerade 1915 och som nu utgér grunden for
denna nya vision av varlden, den allménna relativitetsteorin.

Ibland kommer teoretiker med en ny vision och foreslar markliga objekt som de anvander



for att gora sina berdkningar mer balanserade. Ett exempel dr antimateria, vars existens
forutspaddes av engelsmannen Paul Dirac 1928.

Lat oss som en anekdot citera dansken Niels Bohrs reaktion efter att ha last denna artikel:

"Den hdr teorin verkar idealisk for att fanga elefanter i Afrika. Vi hdnger Diracs artikel pd ett
trdd. En elefant kommer forbi och Idser Diracs artikel. Den blir sd férvdnad att den dr ldtt att

fdnga.

Men naturen visade sig vara en god van till Dirac och 1931 bekraftade den férekomsten av
antielektroner i kosmisk strdlning. Vid den tidpunkten kunde vi inte adterskapa detta
antimateria i partikelkollisioner. Det var darféor gammafotoner fran djupet av kosmos som
omvandlades till ett elektron-antielektronpar, ett objekt som kallas positron.

Denna revolution, som beskrivs som ett paradigmskifte, inleddes 1895 med Conrad
Rontgens, Henri Becquerels och ]J.J. Thomsons upptdckter, som blev startskottet for det
dramatiska intdget av partiklar och atomdra fenomen pa den vetenskapliga scenen. Under
artionden liknade teoretikerna pa ena sidan och experterna och observatérerna pa den
andra tva grupper av fullblod som galopperade sida vid sida, vissa en kort bit fére andra.

Allt detta fortsatte under nagra fa artionden efter andra varldskriget. Bland dessa stora
upptackter fanns den oavsiktliga upptackten 1967 av den kosmiska mikrovagsbakgrunden,
en population av fotoner med lag energi som bevisade att en fantastisk forintelse av
materia-antimateria-par hade dgt rum i borjan av universum.

[ slutet av 1960-talet var det som vi nu kallar kosmologer helt enkelt intresserade av att
bestaimma vardet pa den genomsnittliga densiteten i universum. Om den var storre dn
10722 gram per kubikcentimeter, d4 utvecklas universum cykliskt. Efter en expansionsfas
kollapsar det in i sig sjalvt, vilket ger upphov till en Big Crunch. Om denna densitet ar lagre
kommer galaxerna i universums avlidgsna framtid att rora sig bort fran varandra i all
odandlighet, med hastigheter som blir konstanta. Och om denna densitet ar lika med detta
varde, 1at oss da sdga att evolutionen ligger mellan dessa tva ytterligheter.

Jag minns det perfekt: det var vid den har tiden som jag inledde min forskarkarriar, i slutet
av 1960-talet.

Vad hander nu?

Mycket snabbt gick mekaniken i baklds och allt gick fran daligt till varre.
Teoretikerna inom partikelfysiken, som vaxte fram under arhundradet tack vare de 6kade



energierna i acceleratorerna, forutspadde uppkomsten av nya objekt, som de kallade
superpartiklar.

Men ingenting hiande.

[ borjan av 1980-talet foreslog man att det fanns moérk materia, som stod for fyra
femtedelar av universums totala massa, for att forklara den hastighet med vilken stjarnor
roterar i galaxer och varfor centrifugalkraften inte far dem att explodera.

1989 avslojade observationer gjorda av COBE-satelliten att det tidiga universum var
extremt homogent. For att rattfirdiga detta foreslog en ung ryss, Andrei Linde, sin
inflationsteori, enligt vilken universum, nir det bara var ndgra sekunder gammalt,
genomgick en plotslig expansion med en faktor pd en. 10733 sekunder, genomgick en
plétslig expansion med en faktor 10%°Detta orsakades av ett nytt filt bestdende av nya
partiklar, sa kallade inflatoner. Idag finns det lika manga modeller av inflatoner som det
finns forskare som specialiserat sig pa detta omrade.

Ar 2011 tilldelades Nobelpriset for en annan upptickt: accelerationen av den kosmiska
expansionen, som tillskrivs mork energi. Genom att 6versatta dess betydelse med hjalp av
Einsteins uttryck E = mc?den hir gangen undgdr 75 % av det kosmiska innehdllet
observation.

Ar 2024, nir jag skriver dessa rader, finns det ingen trovirdig modell for mork energi.
Om man raknar pa det sa utgor vanlig materia som ar mojlig att observera nu bara 4 % av
den kosmiska soppan.

Olika kandidater har foreslagits for mork materia, den viktigaste ar neutrino, en
representant for den hypotetiska familjen av superpartiklar. Men férutom att det ar
omojligt att fa fram den i kraftfulla kolliderare, undgar den alla férsok att upptackas i dyra
experiment som utfors i tunnlar och gruvor, skyddade fran kosmisk strdlning av ett tjockt
lager sten.

Och pa den teoretiska fronten?

[ borjan av 1970-talet, nar bristen pa resultat fran experiment inom hoégenergifysik ledde
till ett nytt paradigmskifte, foreslog en grupp forskare att bade materiella partiklar och
partiklar som associeras med stralning skulle representeras av en ny modell bestdende av
vibrerande strangar, antingen 6ppna eller slutna. Majoriteten av teoretikerna omfamnade
vad de sag som en ny och lovande riktning. Forsknings- och larartjanster inrattades i alla
lander. Grupper bildades. De som stod i centrum for denna roérelse gick till och med sa langt



att de dromde om att konstruera en teori om allting. Denna tankestromning gav upphov till
mangder av artiklar och doktorsavhandlingar.

Hur ser situationen ut i borjan av det tredje artusendet?

Ingenting: Berget foder en mus.

Den nuvarande situationen paminner om Hans Christian Andersens novell "Kejsarens nya
kldder". Ndr ett barn i slutet av ber<dttelsen skriver: "Han dr naken!"

Hichams bok ar berattelsen om ett paradigmskifte som kan sammanfattas i en mening:
Universum bestdr av positiva och negativa massor.

Varfor inte, nar allt kommer omkring?

Men denna idé ar som en trad som sticker ut. Du drar i traden: ett snore foljer. Du drar i
snoret och ett rep faster. Du drar i repet och det som féljer ar en tung kabel, vars drag
skakar byggnaden.

Vilken byggnad?

Albert Einsteins heliga allmdnna relativitetsteori, vars ekvation finns inristad i sten pa
fysikinstituten varlden over.

Betyder detta att teorin ar felaktig?

Nej, det ar bara en sida av myntet. Den maste integreras i ett system av tva kopplade
faltekvationer. Pa sidorna i den har boken hittar du allt som har kommit ur denna hadiska
idé.

[ januari 2023, efter att ha varit den enda personen som genomfort detta stora projekt
under fyrtio ar, holl jag en konferens i Paris dar David och Hicham deltog.

David ar en ung matematiker. Trots att han har en doktorsavhandling lockas han inte av
forskningsarbetet utan foredrar att undervisa i matematik pa universitetet.

Ibland sdgs det att det ar forskarna som tar 6ver idéerna. I sjdlva verket ar det tviartom. Det
ar idéerna som griper tag i forskarna. Idén om en annan topologi fér universum, grunden
for min Janusmodell, har gripit tag i David. Under de senaste tio manaderna har han kampat
for att publicera den matematiska grunden fér denna modell i tidskrifter for matematisk



fysik. Nar du laser dessa rader kanske publiceringen av detta arbete antligen har hittat sin
vag till dessa tidskrifter pa toppniva. I sa fall kommer fillan att vara pa plats, i hopp om att
andra matematiker kommer att bli 6verraskade.

Nya idéer dr som de fallor som anvands i Afrika for att fanga sma apor. Ett ihaligt skal med
ett hal i placeras inom rackhall fér dem. Inuti skalet finns en fruktbit, som de tycker mycket
om, men vars diameter ar exakt densamma som halet. Nar apan skjuter in handen i halet ar
det omojligt for den att dra ut bade handen och frukten. Jag foll sjalv offer for en liknande
falla for fyrtio ar sedan. En idé passerade forbi som grep tag i mig och tog mina neuroner i
besittning. Nar en idé ar logisk, funktionell och fruktbar ar det mycket svart att bli av med
den. Och slutligen, om idén staimmer 6verens med observationer blir det helt enkelt
omojligt att forkasta den, vilket komplicerar ditt liv en hel del genom att gora dig till en
slags mutant, en outsider inom ditt vetenskapliga samfund. Savida du inte bestimmer dig
for att stanna kvar i labyrinten.

Ar 1959 skrev engelsmannen Arthur Koestler en bok med titeln Les somnambules
(Somngangare). Han beskrev vetenskapsmian som manniskor som i somnen gar med slutna
ogon och bada hianderna utstrackta framfor sig for att forsoka hitta vagen. Utan att veta om
det gar de genom en labyrint. Omedvetna om hur den ar uppbyggd gar de ibland forbi en
dorr som ar vidoppen, utan att kunna se den, medan de ger sig in pa en viag som visar sig
vara en atervandsgrand. Denna idé ar inte ny. En liknande, mer statisk idé finns i Platons
myt om grottan.

Jag skulle nu vilja tala om vad som hande med Hicham Zejli. I januari 2023, nar han
arbetade som dataingenjor pa ett franskt foretag, blev han fascinerad av innehdllet i den
konferens jag holl i Paris om min kosmologiska Janus-modell. Han tittade sedan pa de cirka
trettio videor som jag hade skapat 2017 och laste alla bocker i dmnet for att presentera
huvuddragen i denna modell. Han gér om alla berdkningar som han hittar i de pdf-filer som
jag lagt ut pa Internet och som atféljer mina videor. Och sedan slar fallan igen.

Om du laser hans bok, var forsiktig! Du kan sjalv falla offer for den. Dessa sidor kan leda dig

till att klattra uppfor en av labyrintens vaggar, genom att 6ppna dina 6gon. Vetenskapens
varld kommer da att se annorlunda ut fér dig. Som fallet var med Hicham kommer du
plotsligt att se manniskor, ibland vinnare av de mest prestigefyllda utmarkelserna, vandra
som sOmngangare, ga runt och runt i en slinga av labyrinten.
Modeller som har accepterats av dem som utgor det sa kallade vetenskapliga samfundet
kommer sedan att framstd for er som den uppenbara konsekvensen av uppenbara
felberdkningar. Du kommer att se hur dessa somnambulister om och om igen passerar nya
vagar som ar vidoppna, magnifikt i linje med en massa observationer, oférmdgna att se
dem, klamrar sig fast vid idéer som inte ar mer dn plankor, ruttna, feberaktigt spikade pa de
brott som den harda verklighetens rev har orsakat i en standardmodell som lacker pa alla
sidor.



Och du kommer att vilja ropa, som Andersen-karaktiaren, "Kungen dr naken!

Det arbete som Hicham har utfért pa mindre dn ett ar ar betydande, och detta trots att han
har gjort allt utanfor sin yrkesverksamhet, pa vad som skulle kunna beskrivas som hans
fritid. Pa tolv manader har han forstatt och tagit till sig pa djupet, snarare an ytligt, en
hdapnadsviackande mangd saker som ror de olika omraden som paverkas av min Janus-
modell. Jag har aldrig sett ndgon svélja och smalta sa mycket, s komplicerat, pa sa kort tid.

Han har blivit den forsta kronikéren av detta fantastiska dventyr som Janusmodellen och
allt som hor till den ar, och han vittnar om det i denna bok, som var tvungen att skrivas. Han
har redan varit aktivt involverad i att skriva artiklar i flera manader och vill inte missa
nagot av detta aventyr. Mer dn bara ett vittne, han vill vara en av spelarna, och vi vill att han
ska bli det, genom att bidra med sina idéer och personliga bidrag till byggnaden.
For att sdkerstdlla storsta moéjliga spridning finns den bok han har skrivit tillgdnglig som en
gratis nedladdningsbar pdf pa alla sprak, och bor fortsatta att utvecklas i denna anda. Det ar
nagot speciellt med kunskap: nar man val har gett bort den kan man inte ta tillbaka den, och
i viss man ar det svart att gora den till sin egen.

Bilden forestaller tre mdn som sitter pa en provisorisk flotte och stoppar meddelanden pa
olika sprdk i flaskor och lamnar 6ver dem en efter en till havets slumpmassiga strommar.
Jag kanske inte langre ar vid liv nar ni laser dessa rader. Tiden gar sa fort. Vad kommer det
att bli av allt detta? Jag vet det inte.

Jag har en vag kansla av att manskligheten i dag har ett mote med sitt 6de, att bortom
denna kosmologiska modell hdller en annan, &nnu mer vidstrackt vision av universum pa
att ta form. For att illustrera detta kommer jag att citera slutet av Andréi Sakharovs
tacktal for Nobels fredspris 1975. Ord som jag gor till mina egna:

"For tusentals dr sedan drabbades mdnskliga stammar av stora svdrigheter i sin kamp fér
tillvaron. Da var det viktigt att inte bara kunna svinga en batong, utan att ha formdgan att
tdnka intelligent, att ta hdnsyn till den kunskap och erfarenhet som stammen samlat pa sig
och att utveckla de band som skulle ldgga grunden for samarbete med andra stammar. Idag
stdr mdnskligheten infér ett liknande test. Flera civilisationer kan existera i den odndliga
rymden, inklusive samhdllen som kan vara klokare och mer "effektiva” dn vdrt eget. Jag stoder
den kosmologiska hypotesen att universums utveckling upprepar sig ett odndligt antal
gdnger, i enlighet med vdsentliga egenskaper. Andra civilisationer, inklusive ndgra av de mest
"framgdngsrika”, finns inskrivna ett odndligt antal gdnger pd "ndsta"” eller "féregdende” sida i
Universums bok. Trots detta bér vi inte minimera vdra heliga anstrdngningar i denna vdrld,
ddr vi likt svaga ljus i mérkret for ett 6gonblick har trdtt fram ur det dunkla medvetsloshetens
intet och in i den materiella tillvaron. Vi mdste respektera férnuftets krav och skapa ett liv
som dr vdrdigt oss sjilva och de syften som vi knappt uppfattar.”

Jean-Pierre Petit, vdrldsmedborgare - jean-pierre.petit@manaty.net
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1 Inledning

1.1 Presentation av bakgrunden till och syftet med boken

[ det nuvarande landskapet av kosmologi och teoretisk fysik ar utforskandet av nya
modeller for att forklara de fenomen som observeras i vart universum fortfarande ett livligt
och kontroversiellt forskningsomrade. Den har boken utforskar och presenterar en
innovativ och revolutionerande kosmologisk modell, Janus Cosmological Model (JCM), som
utvecklats av fysikern Dr. Jean-Pierre Petit.

Som ingenjor med en avancerad bakgrund inom matematik och fysik har jag i studien av
Janus kosmologiska modell identifierat en innovativ och intellektuellt givande metod for att
utforska och tolka ndgra av de mest gatfulla fenomenen i universum. Detta tillvigagangssatt
banar ocksa vag for utvecklingen av manga praktiska tillampningar pa lokal niva, baserade
pa de grundlaggande principer som harror fran denna modell.

Denna bok har tva huvudsyften:

For det forsta att ge en detaljerad forklaring av Janus kosmologiska modell, dess grunder
och dess konsekvenser genom vissa studier, tillgdngliga for forskare med en bakgrund som
liknar min, dvs. en avancerad niva inom matematik och teoretisk fysik.

For det andra vill jag, trots det intensiva, givande och mangsidiga samarbetet inom vart
team, lyfta fram den tydliga kontrast som orsakades av bristen pa kommunikation med de
granskare som konsulterades av de stora vetenskapliga tidskrifterna med
referentgranskning. Denna situation belyser de utmaningar som innovativa idéer kan mota
nar de vaxer fram och utvecklas utan en meningsfull och konstruktiv dialog mellan
forskare.

1.2 En kort introduktion till den kosmologiska Janus-modellen och dess
betydelse

Janus kosmologiska modell sticker ut i den teoretiska fysikens landskap med sitt djarva
forslag: att beskriva universum som en Riemannsk varietet med tva metriker. Denna
konstruktion bygger pa Einsteins allmdnna relativitetsteori och innehaller element fran
partikelfysik och symplektisk geometri. Modellen har sina rétter i Andrei Sakharovs och
Jean-Marie Souriaus arbete, diar de etablerade en koppling mellan inverteringen av tid,
inverteringen av energi och, féljaktligen, inverteringen av massa.

Ett av modellens viktigaste bidrag ar dess formaga att 16sa problemet med universums
baryonsymmetri. Denna fraga, som star i centrum for de aktuella debatterna inom
kosmologin, galler den observerade dominansen av materia 6éver antimateria, vilket strider
mot forutsdgelserna i Big Bang-modellen. Den kosmologiska Janus-modellen erbjuder ett
nytt perspektiv pa detta problem genom att postulera existensen av ett tvddimensionellt
universum som hdrstammar fran samma singularitet, dominerat av materia och
antimateria.

Modellens originalitet ligger ocksa i dess bimetriska syn pa universum, dar tva "lager"” av
rumtid interagerar genom gravitationseffekter, vilket ger alternativa forklaringar till
fenomen som mork energi och mérk materia, och potentiellt 6ppnar upp for nya forstaelser



av interstellara resor.

Kort sagt syftar denna bok till att presentera denna modell som ett innovativt
tillvidgagangssatt som utmanar nuvarande perspektiv inom kosmologi och teoretisk fysik
och inbjuder till djup reflektion 6ver outforskade mojligheter for var forstaelse av
universum.



2 Teoretiska grunder

2.1 Newtons lag om gravitation

Newtons lag, formulerad i den euklidiska rymden, sdger att ndr en massa m utsatts for
paverkan av gravitationskraften G som alstras av en annan massa Mar denna kraft F ar
omvant proportionell mot kvadraten pa avstandet d som skiljer de tva massorna at. Den
kan uttryckas med f6ljande ekvation:

G- m-M
d2

Ju storre massa, desto storre kraft, men denna kraft minskar snabbt nar avstandet 6kar pa
grund av termen d? i nAimnaren. Denna lag 4r avgérande for forstielsen av gravitation och
himlakroppars rorelser.

Inom fysiken har denna gravitationslag varit grundlaggande for att forsta
gravitationsinteraktionerna mellan himlakroppar, fran jorden till planeterna och
stjdarnorna. Den ar fortfarande en grundldaggande lag inom den klassiska mekaniken och har
spelat en avgorande roll for utvecklingen av astronomi och astrofysik. Den har ocksa
bekraftats av manga observationer och experiment under arhundradenas lopp, vilket har
starkt dess giltighet i var forstdelse av universum.

Men dven om Newtons gravitationslag visade sig vara extremt kraftfull och korrekt i manga
scenarier, borjade den visa sina begransningar nar den tilldmpades pa situationer som
involverade hastigheter som narmade sig ljusets eller fenomen pa en astronomisk skala.
Detta var startpunkten for Albert Einsteins speciella relativitetsteori, som innebar ett
paradigmskifte i var forstaelse av de grundlaggande begreppen rum, tid och gravitation. I
nasta avsnitt kommer vi att gora en djupdykning i de grundldggande principerna for
speciell relativitetsteori, vilket kommer att lagga grunden for var efterfoéljande utforskning
av allman relativitetsteori. Detta kommer att leda oss till en djupare forstaelse av
komplexiteten i kosmos.

F =

2.2 Introduktion till speciell relativitetsteori

[ borjan av 1900-taletéme genomgick fysiken en begreppsmassig revolution som utmanade
de grunder som lades av Sir Isaac Newton pa 17¢me drhundradet. I takt med att
observationer och experiment blev alltmer exakta borjade anomalier dyka upp nar man
studerade hastigheter nara ljusets hastighet och i extrema kosmiska miljoer. I detta
sammanhang kom Albert Einsteins speciella relativitetsteori in i bilden och omkullkastade
var traditionella forstdelse av rum, tid och gravitation.

2.2.1 Minkowskis tidsrymd och egen tid

Den speciella relativitetsteorin uppmanar oss att 6verge tanken att universum utspelar sig i
en tredimensionell euklidisk rymd dar tiden ar en separat enhet. Istdllet foreslds en modell
dar vi befinner oss i en fyrdimensionell hypersurface, dar de tre rumsdimensionerna ar
vinkelrata mot en tidsdimension. Denna sammansmaltning av rum och tid bildar vad som
kallas Minkowskis rumtid, med en metrisk signatur (— + + +)Med andra ord ar den
metriska signaturen en viktig egenskap hos rumtiden som anger hur tids- och



rumsintervallen kombineras i den speciella relativitetsteorins ekvationer. [ denna signatur
(— + + +)motsvarar den forsta termen tidsintervallet, som subtraheras fran de tre foljande
termerna som motsvarar rumsintervallen. Detta innebar att tiden har ett negativt tecken i
metriken, medan de tre rumsdimensionerna har positiva tecken. Denna specifika signatur
ar avgorande for att forsta hur avstand och tidsintervall mats i den speciella
relativitetsteorin.

For att battre forsta detta koncept kan du forestdlla dig en punkt M som ror sig i denna
rumtid som beskrivs av tva koordinater: tid (t) och rumslig position (x). Nar denna punkt
ror sig kommer en nirliggande punkt M’ motsvarar ndgot modifierade varden: (t + dt, x +
dx), dar dt och dx representerar sma steg i tid och rum. Om vi tdnker oss att detta steg sker
langs en bana som beskrivs av x = ct (dar c ar ljusets hastighet), da dx = cdt.

Har introducerar vi begreppet ren tid. Den kvantitet ssom kallas egentid, ar ett tidsmatt
som styr livet for ett objekt som ror sig med hastigheten v. For att berdkna sanvander vi
foljande ekvation:

ds? = c?dt? — dx?

Denna ekvation visar hur den korrekta tiden (s) ar kopplad till férdandringar i tid (dt) och
rymden (dx) nar ett foremal ror sig med hastigheten v. Den visar ocksa att den korrekta
tiden kan variera som en funktion av objektets hastighet och bana, vilket leder till fenomen
som tidsdilatation.

[ Einsteins speciella relativitetsteori ar tiden inte absolut utan beror pa observatorens
relativa hastighet. Féljande matematiska utveckling beskriver férhallandet mellan egentid
tsom ar den tid som mats av den rorliga klockan (ombord pa rymdfarkosten), och
koordinerad tid tsom ar den tid som mats av klockan pa marken (i vila i forhallande till
observatoren):

s=ct =ds=cdt = c?dt? = c?dt? — dx?
s —d Lg%y 1<dx)2
v c? x dt2 c2 \dt
dt? v?

5>—=1
dt? c?

Detta innebar att i ett scenario dar t representerar den tid som mats av en stationar
observator utrustad med en klocka pa marken, och v ar hastigheten for ett objekt utrustat
med en inbyggd klocka som ror sig med denna hastighet i forhallande till denna antagna
ororlighet, dd kommer den korrekta tiden 7 i detta objekt paverkas av den tidsdilatation

2
som beskrivs av ’1 — 1;—2 kdnd som Lorentzfaktorn.

2.2.2 Ljusets hastighet som en grdns

Det dr viktigt att notera att i denna rumtid begransas ljusets hastighet av egenskaperna hos
den rumtid (och dess innehall) i vilken det utbreder sig.



Om vi antar att x ar den rumsliga koordinaten ¢t ar tidskoordinaten, och c ar ljusets
. o C oy e . d
hastighet, da kan vi definiera en hastighet v med hjalp av uttrycket v = d—:.

Om man antar att variationen i egentiden alltid ar storre an eller lika med 0, dvs, ds? =
c?dt? — dx? = 0foljer att ljushastigheten i vakuum &r den ultimata hastighetsgrinsen for
rorliga foremal med positiv vilomassa, eftersom v < c. Fotoner, a andra sidan, f6ljer banor
for vilka v = cvilket leder till unika egenskaper forknippade med ljus.

Speciell relativitetsteori ar en teori som dr begransad till studier av troghetsreferensramar,
sarskilt sddana som ror sig likformigt ratlinjigt (i utrymmen utan krékning, ror sig i en rak
linje med konstant hastighet).

2.2.3 Fundamentala begrepp
Den speciella relativitetsteorin bygger huvudsakligen pa tre begrepp:

* Postulat om ljushastighetens invarians: Detta postulat sager att ljushastigheten i
ett vakuum ar en universell konstant och forblir densamma for alla observatorer,
oavsett deras relativa rorelse. Med andra ord kan ljusets hastighet inte adderas till
eller subtraheras fran en observators hastighet. Denna grundlaggande idé
bekraftades av det beromda Michelson-Morley-experimentet (Michelson och Morley
1887).

« Kosmologiska principen: Den kosmologiska principen postulerar att universum ar
homogent och isotropiskt. Detta innebar att dess egenskaper ar enhetliga och
identiska i alla riktningar och pa alla skalor. Denna princip gor att vi kan utvidga
tillampningen av den speciella relativitetsteorins lagar till den kosmiska skalan,
genom att betrakta universum som en helhet.

e Principen om speciell relativitet: Den speciella relativitetsprincipen innebar att
fysikens lagar ar konsekventa i alla inertiella referensramar. Inertiella
referensramar ar sddana som ror sig med konstant hastighet i forhallande till
varandra. Denna princip generaliserar Galileos relativitetskoncept och ifragasatter
idén om en absolut referensram. Den visar att fysikens lagar forblir
sammanhadngande och invarianta, oavsett observatorernas relativa hastigheter.

2.2.4 Ekvivalens mellan massa och energi

En av de mest symboliska ekvationerna inom fysiken ar Albert Einsteins ekvation for
ekvivalens mellan massa och energi. Denna ekvation innebar ett djupgaende samband
mellan massa (m) och energi (E) och avslojar att de ar utbytbara i universum.

Albert Einsteins revolutionerande intuition, som ledde till formuleringen av denna
ekvivalens, harror fran hans teori om speciell relativitet. I denna teori postulerade Einstein
att energi och massa ar intimt forknippade med varandra, och ekvationen fungerar som
hérnstenen i denna forening.



Det centrala konceptet i ekvationen ar enkelt: det sager att energin (E) hos ett objekt ar
direkt proportionell mot dess massa (m), med ljusets hastighet i vakuum (c¢) som
proportionalitetskonstant. Matematiskt kan detta uttryckas pa féljande satt:

E = mc?

Lat oss utforska denna ekvation mer i detalj med hjalp av ett enkelt exempel. Antag att vi
har ett litet foremal med en massa pa 1 gram (0,001 kilogram). Genom att tillampa
Einsteins ekvation kan vi berdkna energiekvivalenten for denna massa:

E = (0.001kg) x (3 x 108m/s)? =9 x 1013 Joules

Denna hdpnadsvackande stora mangd energi understryker den djupgdende effekten av
ekvation (1) . Den visar att en liten massa kan producera en enorm mangd energi nar den
omvandlas med hjalp av denna ekvation. Ekvationen spelar en avgérande roll for
forstaelsen av kiarnreaktioner, t.ex. de som sker i stjdrnor och kdrnkraftverk, dar sma
forandringar i massan resulterar i stora energifléden.

Einsteins ekvation, med dess formaga att koppla samman massa och energi, ar fortfarande
en hornsten i modern fysik och har pa ett genomgripande satt paverkat var forstaelse av
hur universum fungerar.

Aven om den speciella relativitetsteorin har gjort det méjligt for oss att utforska
fascinerande aspekter av kosmos genom att guida oss pa resor i hastigheter nara ljusets
hastighet och avsl6ja hur rumtiden bojs som svar pa var rorelse, ar den begransad till ett
specifikt ramverk, ndmligen inertiella referensramar och likformig ratlinjig rorelse. Men
vad hander ndr gravitationen kommer in i bilden? Hur utvecklas rumtidens struktur i
ndrvaro av massiva objekt eller betydande krokning? Det ar har Albert Einsteins allmanna
relativitetsteori kommer in i bilden, i ndsta avsnitt.

2.3 Introduktion till allman relativitetsteori

2.3.1 A Revolution inom fysiken

Newtons lag ar en teori som fungerar bra i manga situationer, vilket forklaras i avsnitt 2.1,
men den kan inte forklara vissa fenomen som observeras vid hastigheter nara ljusets
hastighet eller i ndarvaro av intensiva gravitationsfalt. Albert Einsteins allmdnna
relativitetsteori (GR) ar en mer komplett teori som omfattar dessa gravitationseffekter. Den
allmanna relativitetsteorin ar en hérnsten i den moderna fysiken och har revolutionerat var
forstaelse av gravitationen och universum. Teorin lades fram av Albert Einstein 1915 och
bygger pa principen att gravitationen dr en manifestation av rumtidens krokning, som
orsakas av narvaron av massa och energi. Einsteins faltekvation, som dr kdrnan i denna
teori, beskriver hur materia och energi paverkar rumtidens geometri och, i sin tur, hur
denna krokta geometri styr materiens och energins rorelser.

Einsteins faltekvation, som forst publicerades den 25 november 1915, ar den viktigaste
partiella differentialekvationen i den allmadnna relativitetsteorin:

1 8nG
Guv = R;w - Eg;wR = C_4T;w



Denna krokning av geometrin runt en materiekalla tolkas sedan som kallans
gravitationsfalt. Objektens rorelse i detta falt beskrivs mycket exakt av deras geodetiska
ekvation. Den metriska g, producerar en familj av geodesier. Observera att partiklar med
positiv eller negativ gravitationsmassa skulle bete sig pa samma sitt genom att félja samma
geodesier nar de avbojs av den gravitationella potential som skapas av en betydande massa
Mtill exempel i jord- eller solgravitation. Ett massivt objekt, t.ex. en stjarna, paverkar alltsa
rumtiden inte bara genom sin massa utan aven genom den energi som den avger, t.ex.
stralning. I den allmanna relativitetsteorin ar ett objekts energi - inklusive dess vilomassa
som representeras av mc? och alla ytterligare former av energi sdsom stralning - bidrar till
det gravitationsfalt som det producerar. Detta kombinerade bidrag av energi och massa ar
det som kroker rumtiden runt objektet. Dess andra term tar hansyn till universums innehall
vid varje punkt i rumtiden:

e Om den ar skild fran noll kommer den geometriska lI6sning som uppstar ur denna
ekvation att beskriva det inre av en massa.

e  Om den dr noll kommer l6sningen som framkallas av denna ekvation att referera
till en helt tom del av universum runt denna massa.

2.3.2 Observerbara effekter och experimentell bekraftelse

Bland de fenomen som forklaras av GR finns avvikelsen i planeten Merkurius rotationsplan
nar den dr som narmast solen, kind som periheliumprecession. Detta fenomen uppmattes
med en noggrannhet pa 45 bagsekunder per arhundrade, ett varde som inte kunde
forklaras med Newtons lag.

N Mercury at
. )/ perihelion

Figur 2.1 - Kvicksilvers periheliumprecession

Ett annat observerat fenomen ar ljusets skenbara krokning runt solen. Under
solformorkelsen 1919 lade Sir Arthur Eddington marke till att ljusstralarna sag ut att boja
sig runt solen. I verkligheten foljer dessa ljusstralar de kortaste viagarna i den krokta



rumtiden, sa kallade geodesier. Denna skenbara krokning av ljuset beror pa den
deformation av rumtiden som orsakas av narvaron av massa, en effekt som GR har forklarat
exakt ((Dyson, Eddington, and Davidson 1920)).

Figur 2.2 - Bekrdftelse av Einsteins The ory med stjdrnljusets krokning under solformorkelsen

Dessa fenomen betraktas som icke-linjara eftersom de endast kan férklaras med GR-teorin.
Under forhallanden dar relativistiska effekter ar forsumbara kan dock Newtons lag ge
giltiga approximationer. GR har darmed utokat var forstaelse av gravitationen bortom
granserna for Newtons lag, vilket banar vag for en battre forstaelse av
gravitationsinteraktioner pa stora skalor och vid héga hastigheter.

2.3.3 Geometri i tidsrymden och geodetiska ekvationer
Minns Einsteins ekvivalensprincip for ett inertialsystem i fritt fall:

"l ett gravitationsfilt dr det alltid méjligt att vid varje punkt i rumtiden vdlja ett
lokalt inertiellt koordinatsystem sd att, i en tillrdckligt liten region, fysikens lagar dr
identiska med dem i franvaro av gravitation”.

[ denna referensram for fritt fall upphaver den troghetskraft som en kropp i fritt fall kinner
av gravitationskraften, vilket innebar att objektet inte utsatts for nagon kraft (viktlost
tillstdnd). Foljaktligen ar troghetsramen den grundlaggande ramen for att studera
interagerande objekt (kdnd som den speciella relativitetsramen) innan de analyseras i en
andra Galileisk ram som kallas “"laboratorieramen”, dar dessa objekt utsatts for
gravitationens effekter. Den senare ramen ar i sjdlva verket accelererad uppat (a = —g)
jamfort med den naturliga troghetsramen (tank dig att "marken pd jorden accelererar dig

uppdt").

[ den speciella relativitetsteorin beskrivs en inertiell ram av Minkowski-metriken, som ar
en matematisk representation av platt rumtid. Denna metrik galler i regioner dar
gravitationen ar franvarande. I ett sddant sammanhang bestdms objektens banor av
rorelseekvationerna som harror fran den speciella relativitetsteorins principer. Medan



termen "geodetisk” anvands i den allmadnna relativitetsteorin for rumtid som kroks av
gravitationen, beskrivs dessa banor i den speciella relativitetsteorins Minkowski-metrik
battre som raka linjer som representerar rorelse med konstant hastighet. I detta ramverk
ror sig objekt i inertiella ramar i raka linjer med konstant hastighet, ett specialfall av en
geodetisk i platt rumtid.

Troghetsram och koordinater

Lat oss forst placera oss i detta troghetsramverk och definiera koordinaterna for en
punktmassa i detta ramverk: Vi betraktar koordinaterna £§* med &% = ct, 1 = x, &2 =y,
&3 = z for var analys. Eftersom denna kropp inte utsatts for ndgon kraft (konstant
hastighet) kan vi dra slutsatsen att :

dZEa
dt?z
dt? = cdt? — dx? — dy? — dz?

Dar T motsvarar metriken eller intervallet i denna rymd, som vi ocksa kan beteckna soch
det ar viktigt att notera att denna metrik ar invariant oavsett referensram.

Omvandling av koordinater till en accelererad referensram for laboratorier

Lat oss nu tilldmpa en koordinattransformation i en ny Galileisk laboratoriereferensram
som "“accelererats uppdt" i forhallande till den tidigare troghetsreferensramen:

xH(x0, x1, x2%,x3)

Varje koordinat i den nya Galileiska ramen beror dock pa koordinaterna i troghetsramen
och vice versa:

x#(80,€%,82,8%), & (x%x, %% x7)
Och kom ihag att £ beror pat:
() (x® xt, %%, x%)

Varje parameter i ¢ i den nya referensramen beror ocksa pa 7. Vi kan darfor dra slutsatsen
att:

dg® _dx00§° dx'9g’ dx?9g’  dx’ 0’
dt = dt 9x°  dt dx'  dt 9x? dt 9x3

Detta kan uttryckas med hjalp av summeringsnotation for upprepade index :

3
d&“ 0&%* dxH
dr oxH dt
©=0
NB: Inom matematiken ar summeringsnotation ett kompakt satt att representera
summeringen av en serie termer. Nar ett index forekommer bade som ett lagre och ett

hogre index i ett uttryck innebar detta i allmanhet att man summerar 6ver indexet, vilket



innebar att alla mojliga varden for indexet adderas. Denna notation anvands ofta inom olika
omraden av matematik och fysik for att forenkla representationen av ekvationer som
innehaller upprepade index.

Nu vill vi harleda detta uttryck igen for att harleda den geodetiska ekvationen (2), da:

d <d€“> _d (af"‘) dx* N (65“) d’x* 0
dt\dt/  dr\ox#) dr ox#) dt?2
dx¥ 02§* dx* 09§ d*x*
dt dxtdxY dr = dxH dt?

For att utféra summeringen pa de upprepade indexen enligt féljande :

&« oxF

. 2 95% oxP
axk " gEa

ok 9ge

a=

Vi maste utféra denna operation:

OxB\dx¥ 0%“ dx“_kafadzx“ dxh _ 0
0é% ) dt dxHoxV dt = OxH dt? \9&v)

For  # pdr de partiella derivatorna av en koordinat med avseende pa en annan koordinat i
samma koordinatsystem noll (t.ex, a—; = 0), och for f = par den partiella derivatan lika med

1. Detta motsvarar Kroneckersymbolen (55 ):

08« oxP  oxF g
X = =6
oxH  9&x  gxk H

NB: Nar 8 och u representerar olika koordinater i samma koordinatsystem, ar den partiella
derivatan av f med avseende pa u noll, eftersom detta innebar att dessa koordinater ar
oberoende av varandra i systemet. Nar diremot 8 och u representerar samma koordinat ar
den partiella derivatan lika med 1, vilket indikerar att koordinaten dndras med sig sjalv,

vilket representeras av symbolen Sf .

Detta ger oss:

0xP\dx¥ 0%€% dx* = pd*xH
0% ) dt dxH dxV dt K odr?

d?xt  d2xP
dt2  dr?

Men om vi ersitter u med § (8 = u), da 55 = 55 = 1da . Detta ger:

0— 0xP\dx’ 0%&“ dx”_kdzxﬁ
~\o&a) dr ax+oxv dr = drt?

Genom att infora Christoffel-symbolerna enligt foljande:



, 00 o
KV 9&x gxH dxV

Vi kan harleda foljande geodetiska ekvation:

d?xF pdxtdx?
dt? Wodr dt

Detta representerar ett allmant uttryck for Christoffel-symboler I;ﬁ, i termer av derivatan av

koordinattransformationsfunktioner. Christoffelsymboler, som vi ska se senare, anvands
inom matematiken for allman relativitet och differentialgeometri fér att beskriva hur
koordinatsystem forandras lokalt.

Vad kan vi ldra oss av den geodetiska ekvationen?

Den andra derivatan av koordinaterna i den "accelererade” Galileiska referensramen
ar inte langre noll utan ar lika med ekvivalenten av de troghetskrafter som tillimpas
i den allmdnna relativitetsteorin (i detta fall gravitationen). Fran (3) kan vi harleda :

d?xF p dx* dx”
—_rB =
dt? ®odr drt

Om p och v ar rumskoordinater, sa motsvarar deras derivata med avseende pa ©
motsvara en hastighet.

Varje objekt som ror sig i laboratoriets "accelererade” Galileiska referensram
kommer att félja denna ekvation nar det utsatts for jordens gravitationskraft.

Formen pa denna ekvation ger oss information om de kortaste eller langsta vagarna
(extrema) pa en krokt yta (variation). Mer exakt motsvarar geodetik stationdra
banor vars fysiska egenskaper forblir konstanta 6éver tiden (franvaro av yttre
krafter).

Vi kan beskriva gravitationen som en rent geometrisk effekt som ar kopplad till de
geodesier som objekt fardas i krokt rumtid (hur rumtiden ar krokt beskrivs av
Christoffelsymbolerna). En analogi skulle vara att betrakta tva objekt som fardas
parallella och identiska banor med samma hastighet fran en punkt pa jorden mot
norr; de kommer att korsa varandra vid nordpolen pa grund av jordens krokning.
Denna korsning kan analyseras antingen genom att en kraft har attraherat dem
(analogi med Newtons mekanik) eller genom en rent geometrisk effekt som ar
kopplad till jordens krokning (analogi med relativistisk mekanik). Enligt den
allménna relativitetsteorin ar gravitationen alltsd en krokning av rumtiden som far
objekt i lokal ratlinjig rérelse att folja dessa geodetiker. Den allmédnna
relativitetsteorin gor det mojligt att bestimma rumtidens krékning som en funktion
av dess komponenter (materia, energi) och sedan beskriva banorna for partiklar
som ror sig i denna rumtid.



e  Christoffelsymboler berdknas fran metriken och dess partiella derivata, och fangar
information om rumtidens krékning. De gor det mojligt for oss att berdkna hur
geodetikerna paverkas av rumtidens krékning.

2.3.4 Metriska tensorer

Vi ska nu titta pa metriska tensorer och hur de relaterar till Christoffel-symbolerna som
faststalldes tidigare.

Betrakta Minkowski-metriken som beskrivs med hjalp av rumtidskoordinaterna for ett
rorligt objekt i en troghetsreferensram, som visas i ekvation (4) och uttrycks pa foljande
satt:

dt? = (d§°)? — (d§')? — (d§?)? — (d§®)?
Den kan ocksa skrivas pa detta satt, dar den kan uttryckas som en summering éver indexen
aochf:
dt? = ngpdE*déF

Denna ekvation anvander den metriska tensorn 145 i Minkowski-rymden (som beskriver
den plana rumtiden i den speciella relativitetsteorin) fér att berdkna rumtidsintervallet dz?
i termer av koordinatdifferentialerna dé® och d&#. Minkowskis metriska tensor Nap har
komponenter som ar -1 for tidslika intervall och +1 for rymdlika intervall pa diagonalen,
och 0 utanfoér diagonalen enligt féljande :

1 0 0 0
_[0o -1 0 o
Mg =09 o0 -1 o0

0O 0 0 -1

Kom ihag att féljande uttryck representerar reglerna for differentiell transformation mellan
tva koordinatsystem. De visar hur en liten forandring av koordinaterna x# och xV leder till
en liten férandring i en annan uppsattning koordinater €% och &¥.

a —
d§® = o dat
13
d§f = o dx”

Om vi nu substituerar dessa tva differentialformer i uttryck (5) kan vi harleda foljande
uttryck:

0&x 9&P

2 -2 2
dT” = Tap OxH dxv

dxPdxV

Fran detta kan vi extrahera féljande metriska tensor:



0&x 9&P
Iuv = Nap 5ok 5oy

Den metriska tensorn spelar en fundamental roll i den allmdnna relativitetsteorin eftersom
den bestammer rumtidens geometri och hur gravitationen verkar mellan tva objekt som
befinner sig vid koordinaterna x* och x" i samma referensram. Den gor det mojligt att
omvandla koordinaterna for dessa objekt till avstandet mellan dem, samtidigt som man tar
hansyn till den lokala krokningen av rumtiden, som kan variera beroende pa férdelningen
av materia och energi. I motsats till konventionell intuition beror avstandet mellan tva
punkter i krokt rumtid pa denna krokning och kan variera avsevart. Den metriska tensorn
ar darfor ett viktigt matematiskt verktyg for att berdkna intervallet mellan tva handelser,
vilket dven inkluderar att méata tiden som forflutit mellan dem i narvaro av ett
gravitationsfalt.

Eftersom indexen p och v dr stumma och upprepade, omfattas de av Einsteins
summeringskonvention och kan darfor bytas ut i uttrycket fér den metriska tensorn. Detta
innebér att den metriska tensorn g,,,, ar symmetrisk, dvs. g, = gy,

NB: Fran och med nu tar vi g*¥ som inversen till g,, som uttrycks genom féljande relation

med summering 6ver det upprepade indexet avilket ger Kroneckersymbolen :
9" 9oy = 8

dar 55 ar Kroneckersymbolen, som, vilket vi sag tidigare, ar lika med 1 nar u = v och 0
annars. Denna relation definierar karaktaren hos inversen av den metriska tensorn i
differentialgeometri och allman relativitetsteori.

2.3.5 Christoffel-symboler

Christoffel-symbolerna, betecknade I;f,ér harledda fran den metriska tensorn och ger viktig

information om rumtidens geometri. De ar inte sjdlva tensorer utan harleds fran den
metriska tensorn, som ar en verklig tensor.

For att berdkna Christoffelsymboler tar vi de partiella derivatorna av komponenterna i den
metriska tensorn och tillampar sedan en specifik kombination av dessa derivator. Formeln
for Christoffelsymboler av det andra slaget ges av :

B 1 <agav + agau _ aguv)

Ll ==gk
e Zg dx* = 0xV  0x“

Varje term innehaller en partiell derivata av den metriska tensorn med avseende pa
koordinaterna, och gﬁ'“ ar inversen av den metriska tensorn, vilket siakerstaller att vi
summerar over ldmpliga index. Som vi kommer att se senare spelar Christoffel-symboler en
central roll i bestimningen av geodesier, som beskriver banan for partiklar och ljus i krokt
rumtid och som anvands i rorelseekvationerna i den allmanna relativitetsteorin.

Bevis. Vi kommer nu att uttrycka Christoffel-symbolerna i termer av den metriska tensorn
Juv- FOr att gora detta betraktar vi den partiella derivatan av g, med avseende pa
koordinaterna x*. Denna operation introducerar andraderivatan av
koordinattransformationsfunktionerna {“*som sedan kan integreras i uttrycket for



Christoffelsymbolerna (6).
Innan vi borjar vara berakningar kommer har nagra prelimindra tips for att forenkla dem:

e  Den metriska tensorn dr symmetrisk, s g,, = gy,
e Attersatta v med amaste vi forst ersatta det befintliga tysta indexet « med o.

Vi erhdller den metriska tensorn enligt féljande:

0&° 9&h
Jan =108 Gk g

Genom att tilldimpa produktregeln for hirledning och komma ihég att 1,4 ar en konstant,
farvi:

09au _ O 0% 9P
ox”  9x” \'I°F Gxk gx

De forvantade andra partiella derivatorna visas pa hoger sida av ekvationen (tva ganger):

09ay 02¢° 9&p 0E° 02%¢F
oxv Nop 0xV OxH* 0x“ Nop OxH 0x® 0xV

For att integrera Christoffelsymbolens uttryck (6) i detta samband, maste vi tillampa
foljande transformation pa bada sidor for att isolera den partiella derivatan och inféra en
summa Over det upprepade indexet 5 :

087 5 0xP o2t (65")

OxB M 9EA dxH dxV \OxB
Vivet dock att:
oxB a&° _ 987 _ 5
Er axB — 9EA T A

och enligt (7) ar denna Kroneckersymbol lika med 1 ndr ¢ = Ada:

AT
dxP *  OxHoxV

Vi kan sedan ersatta det i uttryck (8) och se till att omformulera motsvarande index i det
nya uttrycket pa ett liknande satt:

6250 _ afa 0
dxV dx#  oxP Y
9%xFP o0&k

OxV dx*  OxP lva

OBS: Vi placerar inte f pa Christoffel-symbolen eftersom det ar ett tyst summeringsindex i
den term dar vi vill tilldela det, sa vi kommer att valja en annan bokstav, p :



09ay 0%¢° 6{3 0&° 0%¢k
oxv Nop dxV Ox* 0x® +op 5om OxH 0x® 0xV

Slutligen kan vi dra slutsatsen fran (8) :

agau 4 14 0¢° agﬁ'
oxv 9B gxp lwv 3 ax® ' 1B Gkt op va

Differentieringen av den metriska tensorn kan sdledes uttryckas pa 3 olika satt (de 2 sista
innebdr nya index genom att byta ut v och u och ersatta y med a) :

0Gap p
axV gpal:w t Guplva
agav p p
OxH = gpar + gvpr
09y

Ix = Gpula +g1/p

Dessa tre satt att uttrycka denna differentiering gor att vi kan fa ett forenklat resultat
genom att addera de tva forsta och subtrahera det sista: (9a) + (9b) - (9¢) :

oxV OxH Ox«

re = 1(09ua  0gva  OGuv
Jar'wr =5\ 5 T oxr T ox@
_1/dg ag ag
p ua va _ nv ﬁ'a
9 “Gaapluy ~2 < oxv " oxt  ox« )9
6515 = 1<agua L 09va _ ag,w> gh

S4, antligen :

1 ag ag ag
B —_ Ba na va nwv
l 9 (6x” + OxH Ox®

Detta uttryck for Christoffelsymbolen gor att vi kan uppratta ett samband mellan
krokningen av rumtiden som orsakas av gravitationskraften och de rumsliga derivaten av
den metriska tensorn. Det ar nodvandigt for att formulera de ekvationer som styr
geodetikerna i den allmdnna relativitetsteorin. O

Exempel pa berdkning av Christoffelsymboler for en sfdrisk metrik :

I sfariska koordinater uttrycks linjeelementet ds? for ett tredimensionellt utrymme
uttryckas pa féljande satt

ds®* = g,,dx*dx’
ds? = g,(dx?)? + 2g1,dxtdx? + 2g,3dx dx3 + g,,(dx?)? + 2g,3dx?dx® + g33(dx3)?
ds? =dr?+r2df? + r2sin?(8)d¢?



dar dr, df och d¢ ar differentialerna for den radiella koordinaten rden polédra vinkeln 6 och
azimutvinkeln ¢respektive. Den motsvarande metriska tensorn g,,,, i sfariska koordinater

ar diagonal och ges av :

911 912 Y13 1 0 0
Guv = [921 G2z YG23| = 0 7?2 0
931 Y932 Y33 0 0 7r3sin?(9)

Bevis. Sambandet mellan kartesiska och sfariska koordinater kan utldsas ur figur 2.3 :

0

,
P(x,y.z)

P(p, 6, d)

P'(x,y,0)

Figur 2.3 - Punktens position on P definieras av avstdndet p och vinklarna 6 (kolatitud) och ¢
(longitud)

Om vi betraktar trianglarna OPQ och OPP' har vi: z = pcos¢, r = psin¢dar x = rcosé och
y = rsinf. Darfor galler :

X = psingcosO
y = psin¢gsinf
Z = pcoso

Med hjalp av de fysikaliska beteckningarna i figur 2.6 ges 6vergangen till kartesiska
koordinater av :

x = rsin¢gcosd
y = rsingsinf
Z =r71cosop

Metriken i kartesiska koordinater ges dock av :
ds? = dx? + dy? + dz*

For att uttrycka detta i sfariska koordinater ersatter vi x, y och z med deras motsvarigheter
i sfariska koordinater, vilket ger (11). O

For att berdkna Christoffel-symbolerna I;ﬁ,finner vi forst inversen av den metriska tensorn,
som for en diagonal metrik helt enkelt ar :



1 0 0
1
g0 7 0
0 O 1
r2sin2(6)

For den givna metriska tensorn berdknar vi de partiella derivator som kravs for Christoffel-
symbolerna:

0906

or =2,

0

99¢9 = 2rsin?(6),

or

d

% = 2r?sin(0)cos(6).

Genom att satta in dessa partiella derivator i Christoffels symbolformel (10), beraknar vi
dem genom att summera 6ver det upprepade indexet a. For den givna metriska tensorn
kommer de flesta Christoffel-symbolerna att vara noll eftersom den ar diagonal och endast
beror pa r och 6. Christoffel-symbolerna som inte ar noll ar :

Fgre = —r
Iy, = —rsin®*(0)
1
6 _ b _
Lo =Tor ==
F¢0¢ = —sin(@)cos(0)
1
¢ _rd _
Frd) - Fd)r - ;
Fe?p = Fd)d; = cot(0)

NB:
e  Christoffel-symbolen I, berdknas enligt foljande:

1 0900
=397 (- %)

eftersom den enda derivatan icke-noll for gyg ar med avseende pa r. Genom att
substituera vardena far vi :

1/ 9(?)
' =—[| — = —
['99 = 2( ar > T.

e Ettannat exempel ar Christoffel-symbolen l}%som berdknas enligt féljande:

1 0 (agre N 0900 ang)

——
o =297 5x8 * oxr ~ 90



) a o . 0
dar den enda termen som dr skild fran noll ar %. Detta ger oss :

1 6g99 1/1 1
Lo () < e =L
o 2g or 2 \r2 (2r) T

Berdkning av Riemann Tensor, Ricci Tensor och Ricci Scalar

[ denna sfariska rymd ar alla komponenter i Riemann- och Ricci-tensorerna, liksom Ricci-
skaldren, noll, vilket illustrerar geometrin hos en platt rymd.

Bevis. Riemanns krokningstensor definieras av uttrycket :

Rou = 0ulyy — Oyl + DO — T

Ta till exempel Christoffel-symbolerna som ges av (12):

I"¢,9¢ = —sin(@)cos(0),
1
6 _ b _
Lo =Tor ==

Vi kan nu berikna komponenterna i Riemann-tensorn. Till exempel kan vi berdkna R,
0 _ 0 0 0 - 0 A
RrGr - aerrr - arrer + FG/lrrr - I}/lrer
For att berdkna komponenten i Riemann-tensorn RY; har vi :
e Den forsta termen 9,42 ar noll eftersom L2 ar noll.

« Den andratermen d,I}. innebir den partiella derivatan av ). med avseende pa
. . 1
rvilket ar — .
r

e Dentredje termen dr summan av 4 av [ G%E’}men eftersom LA dr noll for A # rar
denna term noll.

. . [ I . _ 1 1\
e Den fjarde termen dr summan over A av I} I ;. vilket for A = 6 ger (;) (;) ==.

Summan av de tva termerna som inte ar noll (termerna 2 och 4) ar:

1 1

“ptE=l

Saledes ar RY,. for Riemann-tensorn noll.

Ricci-tensorn, som erhalls genom att kontrahera Riemann-tensorn pa dess forsta och tredje
index, ges av :

—_ pi
Ruv - Ru/lv

Slutligen berdknas Ricci-skaldren, som ar sparet av Ricci-tensorn, enligt féljande:



R = g""Ryy
Eftersom Riemann-tensorn ar noll foljer att Ricci-tensorn och dess skaldr ocksa ar noll. O

Berdakningskod for Mathematica :

(*Importera paket*)

Needs["OGRe™ "]
(*Definition av koordinater*)
TNewCoordinates["Sfarisk", {r, \[Theta], \[Phi]}]
(*Definition av den metriska tensorn*)TShow@
TNewMetric["SfariskMetriskTensor", "Sfarisk",

DiagonalMatrix[{1, r”*2, r~2 Sin[\[Theta]]”2}]]
(*LineElement*)
TLineElement[ "SfariskMetriskTensor"]]
(*Berdkning av Christoffel-symboler*)
TList@TCalcChristoffel["SfariskMetriskTensor"]]
(*Berdkning av Riemann-tensorn*)
TList@TCalcRiemannTensor["SfariskMetriskTensor"]] (*Berdkning av Riemanns
tensor*)
(*Berdkning av Ricci Tensor¥*)
TList@TCalcRicciTensor["SfariskMetriskTensor"]
(*Ricci berdkning av skaldr*)
TList@TCalcRicciScalar["SfariskMetriskTensor™] (*Ricci Scalar-berdkning*)

2.3.6 Tillampning av den geodetiska ekvationen i det svaga faltets grans

Vi skriver ner uttrycket for Christoffelsymbolen och den geodetiska ekvationen enligt
foljande (om v = 0 tidskoordinat, annars en rymdkoordinat x, y, z) :

1
I—;'L)}/ = Egla(g;w,v + Gvou — guv,a)

d?x? 5 dx*dx?
+ _— =
ds? ® ds ds

dar

09us
dxV - gua,v

NB:

e Denna ekvation representerar den partiella derivatan av komponenten i den
metriska tensorn g,, med avseende pa koordinaten x"och skrivs ofta med ett

kommatecken foljt av differentieringsindexet, som i detta fall ar v. Kommanotation
9usv kommanotation ar en vanlig férkortning inom allmén relativitetsteori for

partiella derivator av tensorkomponenter.



e I samband med speciell relativitetsteori ar det vanligt att anvanda ett enhetssystem
dar ljushastigheten c definieras som lika med 1 (¢ = 1). Detta férenklar
ekvationerna och gor det lattare att uttrycka vissa storheter. I detta enhetssystem
uttrycks avstand i tidsenheter (t.ex. ljusar i stallet for meter) pa grund av
ekvivalensen ¢ = 1. For att gora detta maste tiden uttryckas i sekunder, och
langdenheterna blir den stracka som ljuset fardas pa en sekund, vilket uttrycks i
ljussekunder (motsvarande "ljusdr"). Vi kan alltsa uttrycka metriken pa foljande satt:

ds* = dt* = g, dxtdx?

Vi kommer dock nu att anse att den tid tsom uttryckts hittills, kommer att vara den
korrekta tiden 7 i uttrycket av det metriska, for att ut