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TiLL LASAREN

Detta dar varken en larobok eller en kurs.
Det dr helt enkelt historien om Anselm Vetqgirig
och en av hans resor, till geometriens land.

Lds den helst med tillgang till:

%  Gott om Aspirin

% Massor av snore

# Ensax
*  Tejp
¥  Vinkelskiva

¥  Ochen ballong,

rund och fin...




Firma Euklides & Co. grundades i Alexandria pd@ 200-talet fore vér tid.
I tvatusen dr gick affdrerna utmdrkt. Produkterna uppskattades,
och kunderna var stammisar.
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Men gradvis fordandrades kundernas smak.
Vissa, som tidigare varit varumdrket trogna, bor jade fraga
sig. dr detta sanningen, hela sanningen, och inget annat

an sanningen?

Detta ar historien om en av dem.




PROLOG

En dag forsckte Anselm Vetgirig spdanna
ett snore mellan tva pdlar.

)

.

Kdanner du Iar'domen9

Snoret fol jer
det kortaste avstandet mellan
tva punkter A och B.

Pa facksprdk kallar
vi det for en GEODET.



Med tre spdnda snéren,
alltsa tre geodeter...

... gjorde Anselm en triangel.

A A
Med sin vinkelskiva matte han vinklarna A, B och ¢ S
i triangelns horn och berdknade deras summa.

Enligt en vacker
sats fran firma Euklides och Co.

mdste summan vara 180°.

Aobs? —180° EukAOED




Anselms vdrld var tdckt av en infernalisk dimma.
Men kunde knappt se handen framfor sig.

M\F({\)’L Jag undrar hur det ser ut

«0() pd annat hdll. Vad doljer dimman?
En geodetisk linje dr alldeles rak.
Om jag bara gdr pa i samma riktning
sa langt som majligt, vad hittar jag da?

Strdckt skall
geodeten vara...

Anselm vandrade ldnge, ldnge...
Bakom honom rullades snoret upp och
markerade hans vidg genom dimman.
Det strdckta snoret dr en
forkroppsligad GEODET.




Men som alla vet finns det vissa dagar ndr inget
verkar gd som det skall.

|

. (=
min pale!

Anselm, som hade gott om snore,
bestamde sig ~— for att reda upp saken. sin rad och g& RAKT FRAMAT,
o

Oradd fortsatte han att spanna

% full av nyfikenhet.
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KLc°1‘r 0SS prova en av Euklideﬁ

satser. Jag spdnner upp tre

GEODETER av samma léngd.

De ger mig en TRINGEL vars
vinklar ska vara 60°, sa att
summan blir 180°. Sd star

RATIO OMNIA
VINCIT

Hoppsan!
Vinklarna ar
forvisso lika, men de
ar storre dn 60°.

det i manualen.

Vi skall se
hur det gdr.

Har dr B, det andra
hornet. Nu skall jag
stracka tva sidor till
och finna det

N M tredje hornet.

Deras summa kommer
att overstiga 180°
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[ S .
Och dnda har jag lagt mattbandet helt platt

Qgs marken, sa att linjerna verkligen dr rdta.

e FEuKlipes

Halla, Euklides och Co.?
Horni, jag har problem
med era produkter.

Mmm, jag kopplar dig vidare
till tekniska avdelningen.

Problem med trianglarna?
T @ Mdrkligt. Varfor inte prova vara cirklar?
\ Vara kunder dr néjda med dem.
... en cirkel ar orten av punkter
pa avstand € fran en fix punkt.

Dess OMKRETS dr 2m€ och dess AREA dar @ 2.
/{(\ Uppfattat!




For mdtning av areor, anvdnd euklidiska plattor.
For omkretsen finns inget battre dn euklidiskt stdngsel.
Néjda kunder ar var bdsta reklam.
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Det borjar bra,
jag far plattor over.

Allt dr skonhet pd denna kust,
lyx, harmoni och rofull lust

Nu mdter jag
omkretsen med det
har stdngslet.
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Halla, Euklides och Co.? Ja, det dr jag igen.
Jag vill klaga pd ert stdngsel OCH era plattor. Uttrycken € ?
och 21 stammer inte! Vad tdnker ni gora at det?

=S Skrik inte sédér. XU
SIS ) ) 9
?:\»u = Jag dr bara sekreterare har. "“
::3::{’“’33“ ’s"\ Jag kopplar dig till tekniska avdelingen. “’0’
ST .
AR RS

AR ;
B RRRL R RERGATK

Nej, nej, plattorna ligger kant i kant,
radien dr konstant och stdangslet
‘ foljer omkretsen.

.

- Min herre, det ar forsta

gangen det nagonsin hant.
Forsok igen och hall huvudet kallt,

ni vet att vara satser har kundgaranti.

Anselm byggde vidare,

SIS

{
f > - .
AV ‘{‘; — % med allt storre radier 2.
RS SRRIN E .
{:’:’;“:‘:&;ﬁ“@i@i =4 Och felen blev allt storre.
PRI s =
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Nu har jag 36% for mycket
stangsel och 19% for mycket plattor.
Och cirkeln verkar ha blivit...

en linjel (

Linjalen ar
det inget fel pd,

‘ i alla fall.
AN \\»’i Drdmmer;

T

AN e (7

NI &
QN e
NN = |
VIR

W=
WY ==
~-~' Anselm okade radien
§~'~' ytterligare, och nu...

e

Min cirkels krokning
gdr at andra hallet. Och nu, ndr jag OKAR ¢,
blir omkretsen MINDRE.

Det dr galet!




Efter dannu ett forsok:

Jag mdste
ha tabbat mig...

Anselm insdg plotsligt att han forsokt tillimpa
lagarna for PLAN GEOMETRI pd en sfdr.

13



ﬁ Men hur kunde Anselm dra rdta linjer pa en sfar?
< Det dr orimligt!

N A
Men vad ar egenligen en linje?
%QE/‘— Om det ar den kortaste strackan

mellan tva punkter finns det
= forstas linjer pa sfdren.

\___—___

Geodetiska linjer finns
inte bara i planet utan pa
' andra ytor ocksa.
P/.,q/v /

Strdack gummibandet
mellan tva punkter
pd sfdren...

O L&ter som
en kuggfrdgal

Nu har du fatt
en GEODET.



Behagar du skdmta? Den ddr prylen
ar inte rak for fem ore!

/I oho, tag dem

I|nJa|en och mat

Kallar du det
hdr en linjal? Visst. Det dr en linjal for YTOR.
Pa planet far du lov att anvdnda

den har i stdllet.

Jaha, och var je gdng Anselm gjorde en geodet, slot den sig.
Betyder det att sfdrens geodeter helt enkelt ar cirklar?

Var je kortaste avstand pd en sfdr
ar ett segment av en sluten geodet, som dr en cirkel.
}i Men inte vilken cirkel som helst duger!

15



Jag trodde att jag forstod, men nu ar ﬁ
jag lika forvirrad som nagonsin forut... P

Men vad dr detta? Driver du med mig?
Skulle det finnas olika sorters cirklar pa sfaren?
(\/OQ

. En cirkel dr orten av punker
pa ett fixt avstand € frdn en given punkt N,
K som kallas cirkelns mittpunkt.

Har ar en skara
av cirklar med
gemensam
. medelpunkt N.

.

Vi kallar dem
paralleller.

en punkterna

pd dessa S Bland alla dessa cirklar dr en storst,
parallella cirklar ~—F och den dr en ekvator pd sfdren.

har ocksa konstant

avstand till “sydpolen” S,

antipoden till N. : Nu forstar jag dntligen varfor
. en cirkel pd en sfar har TVA
mittpunkter, N och S!

=

-~

A

AT

Dessa “ekvatorlinjer” kallas storcirklar
; :

- och de utgor precis sfdrens geodeter

%’%
~7 Jag har aldrig sett en sluten geodet forut.
( Mycket imponerande!

16



MADRID Pa JORDEN dr polcirklarna
A kriftans vindkrets  0Ch vdndkretsarna paralleller.
%( Madrid och New York ligger pé

74
Z
O
3
3
o .
pe]
o
o
=
=
o
5

samma parallell. Men alla vet

& att den kortaste vdagen dem
Q emellan inte ar parallellen
utan ett segment av
~ Xstenbockore en STORCIRKEL. J
vindkrets K
Sddra polcirkeln

P& min tid
genade vi som
mest over diken.

Triangelns tre sidor mdste
vara segment av storcirklar.

Sfariska trianglar kan man
studera handgripligen genom
att fdsta tejp eller gummiband
pd en boll och sedan mdta
vinklarna med en gradskiva.

Sa vad blir
virlkeIAsumlA'nan
A+B+C?

Det beror
pd triangeln. Mellan -
180° och 900°!

Over korta distanser dr sfdren ndstan plan.
Sa vinkelsumman...

< ar mycket nara 180°.

17



Forsok att bygga dig en sadan har triangel,
med tre rdta vinklar.

& B
3o° \%
Det dr ett specnalfall

- den tar upp precis en attondel
av sfdrens yta.

Den dr liksidig
‘och “trippelt rat"
pd samma gang!

Och vmkelsumman
drnud+B+C=z270°

Och an har du
inte sett allt!

Forestdll dig en elastisk triangel vars horn avlagsnar
sig fran varandra. Vinklarna blir stérre och storre,
sa dven deras summa.

Vid en viss punkt ligger hornen
pd en storcirkel, sfdrens ekvator.
Varje vinkel dr nu en rdt linje,
alltsa 180°. Summan dr nu 540°!

18



Hornen vandrar in pé sodra halvklotet och méts
till slut i punkten S, antipoden till N.

Om vi fortfarande betraktar N som cirkelns
medelpunkt sd dr vinklarna storre dn 180°l
Ndrmare bestamt dar de 360°- 60° = 300°.

g’j
' ” 36060200 Et+t helt varv ar 360°.
Summa: 3606 x3 = 900"

fﬁ?ﬁ%

rE;ig‘r en sats av GAUSS dr vinkelsumman,

)

31416 R?

Alltsd kan en sfdrisk -
triangels vinkelsumma

ligga mellan 180°
och 900°!

o]

A+/€+a :180(4+

ddr R dr sfdarens radie och A

L ar triangelns area.

Ndr triangelns area dr liten relativt
sfdrens, overgar formeln till den

/‘\euklidiska (A+B+C = 180°).

AB

C

Om triangelns area tvdrtom ndrmar
sig sfarens, 4 x 3,1416 x R?, far vi 900°.

......

19



Memorandum:

Tva punkter pd en sfdr kan alltid forbindas av minst

en storcirkel. Men om punkterna N och S dr antipodala,
finns det odndligt manga storcirklar genom dem bdda.
Tva sadana linjer bildar en DIGON (tvahorning),

vars tva hornvinklar dr lika.

g
/7

A

N
o Lat oss nu forsska forsta varfor
— Anselm fick plattor och stdngsel over.

L ) nz—f,
=

Ledningen

/yt~

(C) dr cirkeln han ritade, och (v) ar cirkeln han trodde sig rita.
Han berdknade arean med en formel fran plan trigonometri,
€ ? (m = 3,1416...). Den rdtta arean var halften av sfdrens area, alltsé 2nR 2.
Radien € dr en f jardedel av sfarens ekvators ldngd: $mR. Areorna forhdller
sig som w?/ 8 = 1,233. Omkretsarna forhadller sig som 2n¢/2nR = /2 = 1,57.
Den som inte vill tro det kan forsoka sla in sfdren i papper klippt

till som en skival
/sm

\_/addcci skiva?

Tusan! Det
blir veck!




Sd ldnge Vetgirig holl sig inom en halvsfdr var cirkeln
krokt i den forvdntade riktningen:

Hans cirkel var

en parallell, och hans
linjal var en GEODET -
alltsd en STORCIRKEL
pa sfaren.

P& ekvatorn, alltsa

nar € = /2R, blev hans
parallell en storcirkel,
och ddrmed en

rat linje.

Ddrefter
borjade den krokas
at andra hdllet.

Var dr jag?

Sa pa sfdren kan man komma ut ur en cirkel utan att korsa den.
Man far tdnka sig att cirkeln dr elastisk, sd att den kan foras
runt sfdren som ett gummiband runt ett bil jardklot

OHSTA

e
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Sfarisk

geomertri Anselm behovde lite tid pa sig for att smalta

dessa idéer, forknippade med matematikern
Gauss (1777-1855). Han beslot att bekanta
sig med YTORNAS varld.

-

Fint, jag har allt jag behaver:
linjal, vinkelskiva, sndre och en
hammare. Nu bdr det av... .

Efter ankomsten till en ny vdrld rullade Anselm dnyo ut en GEODET,
men den hdr gangen:

Rackarns,
pd den hdr ytan

kommer man
ingen vart!

Geodeten sluter sig inte.

Jaha, ndgot nytt
dr pa tok.
/i @A
\1

Med tre strdckta trddar gjorde
Anselm en triangel - men den har
gangen blev vinkelsumman mindre dn 180°!

22



Som vanligt betyder "cirkel"

[] . [=)
e s . orten av punker pa fixt avstand
< [, orten av punker pl fixt v
(R ran en given punkt. Med den

o definitionen fann Vetgirig att

hans cirkels omkrets var storre
an 2m€, och arean storre dn € 2.

Lat dimman latta:

Ytan har samma form som
ett bergspass eller hdastsadel.
Mdnga vardagliga ob jekt har
denna form: ett jakthorn,
vissa typer av pallar:

e g
I e e NGNS

o Dy
N e T

‘ For att
se historiens upplosning,
vand sida.

23



KROKNING:

En krokt yta dr en for vilken euklides satser inte gdller. Krokningen
kan vara antingen positiv eller negativ.

PG en yta med POSITIV KROKNING, ar en triangels vinkelsumma
storre dn 180°. En cirkel av radie € har en area mindre dn €2 och en
omkrets kortare dn 2m?.

PG en yta med NEGATIV KROKNING, dr en triangels vinkelsumma
mindre dn 180°. En cirkel av radie € har en area stérre dn 2 och en
omkrets langre dn 2n¢.

For ett tag sedan upptdckte Anselm att ndar man forsoker sld in en
yta med positiv krokning i papper, uppstar veck. Att sla in en yta
med negativ krokning ar inte heller mgjligt: pappret rivs sonder.

Som vi sdg pa foregaende sida kan en yta ha positiv kroking i vissa
punkter och negativ krokning i andra.

—

Jag undrar om CYLINDRAR
och KONER ar krokta?

Lt



Cylindern och konen
later sig slds in i plant

papper!

Ingen panik nu. Jag klistrar fast tre
strdckta gummisnoddar, alltsd tre geodeter,
pd cylinderns yta.

Jag markerar
geodeterna pd ytan...

Enligt vdr definition har cylindrar
och koner euklidisk geometri,
och ar alltsa plana ytor!

25



Tidigare forhindrade molnen Anselm frdn att se mycket
ldngre @n ndsan racker. Hade det in‘rg varit for dem,
hade han sett sitt sfdriska rums KROKNING.

Det finns ett annat satt att forhindra Vetgirig att
uppfatta krokningen visuellt: lat honom leva pd ytan,
snarare dan utanfor den.

16



Denna nya situation har inget inflytande pa...

langdmatt

Aven den som bannlysts fran den tredje dimensionen kan mdta
rummets krokning, bdde till tecken och storhet, utan att behova
se den. Om en triangels vinkelsumma dr 180°, dr ytan plan.

Om summan overskrider tva rdta, dr krokningen positiv och den
lokala krokningsradien R kan berdknas ur formeln

ddr A dr triangelns area.
Om summan underskrider tva rdta, kan vi definiera krokningsradien
ur formeln

A\+/B\+C/\= 1(?0 (/’ - _A
3¢ R®
men dess fysiska tolkning blir en annan.
Mark, att vi kan betrakta planet som en yta med odndlig
krokningsradie. I den grdnsen aterfinner vi de euklidiska satserna.




DIMENSIONSBEGRIEZES

Ett rums dimension dar antalet storheter - eller koordinater - som
maste anges for att adressera dess punkter.

YTOR dr rum med tva dimensioner. Storheterna vi anvander som
koordinater kan vara avstand, vinklar eller andra harledda storheter.

l ] { I [
1 | |
yp ] |
M
HET
JI —j%—’L Springare pa q4
ol T B I ’ /\'%
=3 ; g =6 (elcp)

Longitud, latitud

Det ar brukligt att sdga att det rum vi lever i har tre dimensioner,
tiden ordknad.

Du lever i ett
tredimensionellt
rum.

Anselm betraktar flugan.

R




- Azimuter

ﬁ" Parallax (ﬁ—ﬁz)

Anselm kan lagesbestamma ob jekt genom att anvanda huvudet:

en punkts ldge kan berdknas ur tre vinklar: hsjdvinkeln a och

de tva azimuterna pl och p2.

Skillnaden p1 - p2 kallas parallax.

En berdkning utford pa insidan av Anselms kranium ger avstandet.

INBRDDNINGAR:
|

(@)

<, Men flugan ror sig pa lampans tvddimensionella yta, och
dar rdcker tva koordinater till for att ange en position,
till exempel de tva vinklarna © och ¢ (longitud och
latitud).

Vi sdger att detta tvadimensionella rum dr inbdaddat
i vart vanliga, askadliga rum.

ST
N0 «, g B
/|

|
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Lat oss anta att flugan foljer en kurva (C) pa sfdren.
Vi kan ange dess ldge med hjdlp av en enda koordinat,
till exempel avstandet frdn dess ursprungspunkt
(kurvan har en riktning).

En kurva ar ett ENDIMENSIONELLT rum.

Detta endimensionella rum dr inbaddat i sfdrens
tvadimensionella, som i sin tur dr inbaddat i vart

tredimensionella.
Det rum vi lever i skulle kunna vara inbaddat i ett rum

av hdgre dimension, om vilket vi inte dr medvetna.

etafysik nu,
tack!

Inser ni, mina vanner, att vi just nu befinner oss i ett )

_\OD ( (@% \\‘%@ ~_ endimensionellt rum? g m

Mark vdal!
Ett universum kan
doljas i ett annat!

W

@ ar sjdlv inte sa fortjust i endimensionella rum, arligt talat.

e

—— @AC ar en@
4 s
B ligger mellan o= “%&
A och C. .
C X~z

30



N

Aven om snoret rullas upp forblir B mellan
A och C, och avstandet AC ldngs snoret

3 ar fortfarande en meter.
K -
\A Q(\é} i \_/\'k
Detta antyder att vissa egenskaper ar oberoende av hur
inbaddningen gjorts.

Har ser vi olika satt att

J bddda in en sluten kurva
C% A = i det askadliga rummet (*).

b Egenskapen att vara SLUTEN
A ar oberoende av inbdddningen.

Men vi mdste akta oss for att t6ja snoret, sd att vi inte dndra avstanden
mellan dess punkter. Harndst ska vi badda in YTOR i det tredimensionella
rummet.

Om vi baddar in ett PLAN i dskddliga rummet,
kan vi b ja det utan att dndra dess inre geometri.

Ask
TRER AD‘-IGA RUMMET,
OIMENSIONELLT

(*) Var Lebenswelt, som matematiskt objekt betraktad. 31



Vi har sett att ett plan later
sig rullas ihop till en cylinder
utan att geodeter eller vinklar
andras.

I den meningen ar en korrugerad
plat fortfarande PLAN och EUKLIDISK.
Ett sadant rums invdnare skulle vara
ovetande om alla yttre deformationer, som bara dr ovdsentliga variationer

i hur ytan inbdaddats.
Vart eget askadliga rum skulle kunna W

vara inbdddat i ett rum med ett hogre antal
dimensioner, utan att vi kunde erfara det.
Det enda vi kan mdta dr geodeter i vart

% g eget rum: sa lange dessa dr ofordndrade

skulle vi inte mdrka nagon skillnad.

Vi kan pd sd vis forestdlla oss en
. o .
vdag mellan tva punkter, kortare dn
den vdg som |juset tar.

Vad gor
du dar inne?

LAZ )
(o)
(Uffor‘skar skalets dnde. )

Jag vet nog vad du forsoker
goral Du forsoker smussla in
science fiction i berdttelsen.

32



Tag en bit av planet och vik det:

Vecket andrar inte
min geodet det minstal

<

Rita, med hjdlp av linjal, ett antal linjer pa ett ark papper. Vik sedan
pappret flera gdnger.
Ddr ser du geodeterna, med eller utan veck.

T
Men denna var resas forsta del var en barnlek %
jamfort med vad som kommer hdrndst: /

R e e

P

(7

iy - o CQ' 7 . O
~aw=~" SKROKTA I
" LTREDIMENSIONELLA
kliva av! 2 RUM ‘ g
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Herr Vetgirig? ) @
PR,
f Jag representerar ér:-((:%

firma Euklides och Co.

Ni skall ha haft problem T
med vissa av vara %{ﬂﬁ
produkter. :
. 2

Jag har med
mig nya artiklar

som helt sakert
kommer att vara
till belatenhet.

(e )

dimensioner
ar framtiden.
Ni forstdr, den
tvadimensionell
Lf) a geometrin

!

dr nagot...
/ forlegad.
Sista skriket i geodesi, en matstav... d R T
Mrd av stela komponenter

med perfekt passform.

KOSMISK VAT SKA \

RUMSTEST

Med var nya matstav later
Er inte avvika till vanster eller hoger,
upp eller ner - den gdr RAKT FRAM.




For matning av areor,
anvaind denna fdrg. Hundra gram For volymer, anvdnd gas.
s per kvadratmeter, exakt. Rumsinnehdllet kan avldsas direkt

- Qﬁ 7 fran mataren vid ventilen.
ia:%‘ P

Och kom ihdg: sfdrens area dr 4n€?,
dess volym 4/3m¢>. ~

@v‘;sg?/@@

N

YIS\,
>

D

(1//A

l

| ) |

i

(T:In’gmnade i ett tredimensionellt rum.

/E/ Vi féljer honom allt jamt i sparen.
DS ~—



Prima vara.
Och matstycket ar
en meter jamnt.

Men efter att ha satt samman ett stort antal stavar...
@h nej, nu bor jas det igeD/

Min geodetiska linje
sluter sig

CE’H"SIuTeT tredimensionellt r'umD

\ -~ ' : Nu har jag en vdlbehavlig
- A se'l'

lunchrast pd en asteroid

Il beslot Anselm a1"r aterga till
il / vinkelmdtningar.
A\

Som vanligt
mdter jag upp tre
geodeter for att
fa en triangel.



Geodeterna dar dragna,
hornen fixerade och vinkelskivorna
kalibrerade, men vinkelsumman
ar storre dn 180° /

Jag gor mig en sfar
och sedan madter jag
dess volym och area.

¥
Fsc et

25—
q sfar av radie € drﬁ

av punkter pa avstand ¢
fran en given punkt,

J
L som jag kallar N. J

Och arean ar

mindre an 4me?2...

Nu bor jar
jag fa nog.

Volymen ar mindre
an 4/3me 3|

3%



Anselm okade sfdrens radie ¢...

v = /\
FSSS . X —/ :
o .
Jisses Amalia, min sfar
har blivit ett plan!

Nu buk
tar ytan &t
fel halll

-

Men... vdggarna
ndrmar sig!
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Genom att blasa upp en ballong i ett
tredimensionellt rum, hamnade Anselm -
pd dess insidal

Om han inte stdngt av gasen i tid, hade han blivit
krossad, i likhet med hur han fdngades av sin egen
inhdgnad pa sida 13.

Man kan med basta vilja i vdrlden inte visualisera detta
tredimensionellt rums krokning. Dess geodeter sluter sig och dess
volym ar ANDLIG, pd samma sdtt som var planets yta dr en sluten
yta med dndlig area.

En triangels vinkelsumma i detta rum @r storre an 180°. For att SE
krokningen i strikt bemdrkelse maste man kunna visualisera en f jarde
dimension.

a@

Man kan utan logisk motsdgelse tdnka sig att vdrt UNIVERSUM dr
en tredimensionell HYPERYTA i ett fyrdimensionellt rum, som ar en
hyperyta i ett femdimensionellt rum, osv. Men att diskutera detta
hor inte till god ton.

Vad kan komma av sddana
idéer? Jag bara undrar...

Allt annat ér bara 1
metafysik och griller.

Det som
finns dr vad jag
kan SE!

(o
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Pé sfdren ledde Anselms
forsok med okande radier
till att han fann sig pd

sydpolen S, antipoden till
cirklarnas mittpunkt N,
och han fangades i sin egen
inhdgnad.

I ett tredimensionellt rum av konstant positiv krokning hdnder detsamma.
Den tvadimensionella sfdren har en ekvator som delar rummet i tvd lika stora
delar. Den tredimensionella hypersfdren har ocksa en ekvator; ndr ballongen
sammanfoll med ekvatorn uppfyllde den halva rummet. Pa sfdren ser ekvatorn
ut som en rdt linje; i hypersfdren ser ekvatorn ut som ett plan.

Efter att ballongen passerat ekvatorn dandrade dess kraokning tecken och
den borjade krympa ihop kring den ursprungliga mittpunktens antipod.

Det gdller dven tredimensionella hypersfdrer - aven om det dr
lite svart att forestdlla sig till att borja med.

=

2| ==
UL AR | £
Oy |2 | 2
.

NNl S

Var je punkt pa en sfdr har en antipod. j

Jag fattar
ingenting ldngre.
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7R adstirpd T
e
S

Jag heter Sofie.
Kurvor av alla slag ar mitt gebit.

Att navigera i en hypersfar
kdnns alltid lite ovant i bor jan.
Man fdr ta det lite i sdnder sa
att man inte blir konfys.

e 5?9@
C Jag har liksom tappat Tr&de% /@
/=




Men hypersfdrens

MITTPUNKT var dr den? Om jag ritar
en cirkel i planet, ser du

klart och tydligt att vi har
ett endimensionellt rum,
slutet och inbdddat i
ett tvadimensionellt -
ndmligen planet.

Och cirkelns mittpunkt
ligger inte PA cirkeln.

—

En sfdr dr en sluten
tvadimensionell yta,
inbdddad i en tredimensionell
rymd. Sfdarens mittpunkt ligger

inte heller PA sfdren.

_ J

Den tredimensionella hypersfarens mi’erunm

kan tankas ligga utanfor hypersfdren,
i ett fyrdimensionellt rum, savida vi

6 8 har bdddat in hypersfdren i ett
Z_ sadant. En fyrdimensionell
- hypersfdr kan inbdddas i ett

‘femdimensionellt rum,
QQ och sa vidare... J
X —



Har ar du, i din
X tvadimensionella varld,
g platt som ett klistermarke.
Y .
ch du borjar blasa u In cirkel,
Och du bérjar bl pp din cirkel
\_ som dar en endimensionell sfdr...

AT

I det tvddimensionella rummet
avgrdnsar ballongen en yta.

Ddr passerar ballongen sfdrens ekvator. D
?q% I ett fyrdimensionellt rum skulle
A 5 ballongen vara tredimensionell och utgora randen
av en fyrdimensionell hypervolym.

Se, hdr ar din cirkel, den endimensionella
ballongen. Den upptar nu mer a@n hdlften
av sfdarens area - och har borjat sluta

sig kring dig, som fdngas
vid antipoden S.

Nu bor jas
det igen!
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Samma sak hdnde i mitt krokta tredimensionella rum: nar
TN jag fyllt mer a@n halva volymen bor jade ballongen valva sig
M kring mig och jag blev instdngd vid antipoden.

_

=

TN

Sfdren, i detta krokta
tredimensionella rum,
har forstds tva mittpunkter,
som dr varandras antipoder.

S

Vilken

‘ 7//?2—% o besvikelse.

il

Jag dr inte riktigt
hundra pd vad jag forstatt,
men jag har en stark

kdnsla av forstaelse.

——

/N

Visst inte, Anselm. I mer dn tre dimensioner
dr forstaelse att extrapolera.

RN~/ Tag extrapolerar
5 9 for fuql‘r! : , .
Teckningen far

- du std for sjalv,
% i andanom.




tvadimensionella sfdrer i det, ett multiversum i miniatyr.

) 7 j
7 .
: Dessa universa kan motas.
Deras skdrningspunkter ar

cirklar - endimensionella ob jekt.

Hdrndst tar jag ett tredimensionellt rum och placerar en massa D

P& samma sdtt kan cirklar, som dr endimensionella,
ndr de ritas pd ett pappersark (tvd dimensioner),
skdra varandra i punkter (som sdgs ha dimension noll).

Sd en sfdr kan ses som skdrningen
‘av tva 3-dimensionella "sfdrer"
i ett fyrdimensionellt rum.

Och 5@ vidare: ett tredimensionellt krokt rum,
en hypersfar, kan ses som skdrningen av tva
fyrdimensionella sfdrer i ett femdimensionellt rum.

5



Efter dessa svindelframkallande 6verviganden
dtergdr Anselm och Sofie till studiet av nya

tredimensionella vdrldar.
Matematiken ar
inte vad den varit. o

B O: |

Hdr har jag

tredimensionell tejp,
for att gora geodeter.
Klistret dr pa
undersidan...
saklart.

Kolla, i det har rummet
sluter sig inte geodeterna.
Och ndr jag blaser upp ballongen
ar dess volym storre dn 4/3n€?,
och arean storre dn 4 2.
Trianglars vinkelsummor
ar mindre dn 180°.

_J

Kom ihag sida 23,
sd inser du att du dr i
ett rum med negativ
krokning.




I ett tredimensionellt rum kan underliga
saker hdnda: krokningen i en punkt kan bero ﬂ

pd hur triangeln dr orienterad! Men om vi antar

att krokningen dr riktningsoberoende och densamma i alla punkter,

kan vi sdga att positiv krokning kannetecknas av att trianglars vinkelsummor
dr storre an 180°, en sfdr av radie € har en mindre area én 4m€? och

en mindre volym én 4/3m€ ®. Da dr rummet en hypersfdr, och dr slutet.

I det motsatta fallet, med negativ krokning, ar trianglars vinkelsummor
mindre dn 180° och sfdrens yta och volym dr storre dn de borde.

Om alla trianglar har
vinkelsumman 180°, ar rummet

euklidiskt. J
- Mycket vdsen
Gﬁr det Iillm

/

i



ETT RUM MASTE VARA
OPPET ELLER SLUTET!

Jag tror att jag forstar.
Om ett rum har positiv krokning,
sa dr det slutet.

Ndr krokningen dr negativ
eller noll, sluter det sig inte
utan dr odndligt.

Nej! Mer finns
i himmel och pa jord, Anselm,

dn nagonsin filosofin
har dromt om!










~

Anselm blev placerad i
en tredimensionell cylinder.
Trots att rummet var euklidiskt
(alla trianglars vinkelsummor 180°)
var denna varld sluten.

Jaha, sa nu har vi sfarer,
hypersfarer, cylindrar...
lite vdl manga rum,

kanske?

Vi tar en tripp till den
tvadimensionella vdriden igen.
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UTAN OCH iNNAN :

Kdra Anselm, #7
Har dr en dresserad snigel. Ndr hans 6gon dr

forbundna avviker han varken till hoger eller

vanster, utan foljer en perfekt GEODET.

Vdnligen,

Att ga rakt och
att ta den kortaste vdgen,
det dr ett och detsamma.

Nd, vart tog

snigeln vdgen? /f\_\ )
4

Fot! Stannal




Den slot sig,
precis som forut.

m Vinkelsumma 180°N
- Den hdr prylen
ar euklidisk.‘J

Annu en cylind
N 4

e

Eller?
T

o B N\
- STy =
Y3T3003

Dags for avsls jandet: den har gangen
befann sig Anselm pd en icke-orienterbar yta.

é (BT Det mest kdnda exemplet ér MOBIUSBANDET
&/ (1830). Denna idé undgick grekerna, som annars

l verkar ha tdankt pd allt.

313Q039
dyoaln
Ny 34Ty H

7

(~ sofie, stpp ut mgl )

53



Rita en cirkel pd en yta, och ge den en omloppsriktning.
Vi tdnker oss att cirkeln kan glida pa ytan. Om cirkeln efter att ha
genomlopt en sluten kurva alltid kommer tillbaka med samma
omloppsrikting, sdgs ytan vara orienterbar - detta hander med sfdrer,
cylindar, plan osv. Men pa ett mébiusband kan annat hénda...

Varje gdng cirkeln omloper
detta tvadimensionella universum,
kastas dess orientering om.

-

Prova sa far ni sel %
(Croestiense ) 2

Inte heller kan man fdrgldgga mobiusbandet
med olika fdrger pd de tva sidorna - det har
bara en sidal

e

Anselm beslutar sig for att sld i
spik for att skil ja
sidorna at.

Man kan fdlla in den en enda gang.

Forsoket misslyckades,

~ for bandet... w

o A

< RS
... har varkean .. eller

‘_ufsida... insidal




—
@rar‘e sagt dn gjort, kdra Anselm.
% :c\f\\: @ hur kan man dela prylen i tva @

Enkelt:
klipp det

Observera att
bandet efter
klippforscket har
blivit tvsidigt.

“'H““ilﬂlmmmulmuunm\\\mm@ ey,

Observera att vi far ett ensidigt
objekt (vitt) och ett tvasidigt (gratt)
som dr dubbelt sd Idngt som
det ursprungliga.

Du forvirrar mig.
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Efter detta ensidiga mellanspel tergdr vi till euklidiska tredimensionella rum.

@ W@@@HJ)Q Ndr jag ser mig w
ORIENIERINGH _ ! spegeln blir min

vanstra hand den hogra.
R/ f\ J

Sd varfor byter inte mitt

huvud plats med fotterna?

J

Och hur kan jag veta
vem som dr rdattvand?

/ /‘f“ﬂ

HOGER
ar motsatsen
till VANSTER, och omvant.

D)
Sz {ag har aldrig tagit misTeQ
\\/'\f QY

Halla, halla, hur kan
du veta att ditt skal ar vridet
\ i rdtt riktning?

Tja, om det inte var ratt sa vore det fell

7

777 777 S
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Vi slér folje med Vetgirig pd dnnu en expedition
till en euklidisk tredimensionell varld.

Jag anar ugglor
och andra fdglar...
i dimman. Nagot ar

pd gang.

Var har Sofie blivit av?
Vi avtalade var lunch

pa sidan 57./

Jag tar ett
glas vin medan
Jag vadntar.

Dimmar tjocknar.
Och inte fick jag med
mig min aspirin, heller.

Var dr du? Kom fram
i lagens namnl




tH lH!H v IIH’;QI

/ﬁ\gfﬁ/mkdsummalsoO ‘ .
/«g = ”\% Q 2ay)

Jag far' gora
f , L\\ nagra tester.

Area 47t ?
volym 4/3n¢ 3

Det dr euklidiskt.
Vilken tur, Men vad dr det for fel
korkskruven’
ddr ar min flaska.

Jo, det ar allt min korkskruv,
Jag kdnner igemden.

Vad kan ha
hant den?




En rosé fran Provence, minsann.

« Ty skam... J

Har du en
korskskruv?

u.o? \ //\
\\ ] CLOI
ctof / / -
T \// N
clLog \\\

Mdrker du nagoT
kons’rlgf"»‘

Nej, du ser lite
blek ut, bara.
N
Ndgon har fifflat med min kor'kskr'uv,\
och en alkoholiserad kdanguru har
druckit upp mitt vin. Vad dr de’r
egentligen som pagar?

\‘M

P

LASAREN OMBEDES IAKTTA KORKSKRUVEN
MED STORSTA MOJLIGA NOGGRANNHET

//

<




Moibiusbandet (en ickeorienterbar yta) har en
tredimensionell analog. Ndr ett kiralt ob jekt
genomldper en viss krets pd bandet,

andras dess hdnthet:

Ol =[5

Se sida b4

Objekten dr varandras spegelbilder.

Korkskruvarna, liksom Anselm sjdlv, kan ses som markarer.

Var je gdng ett objekt genomloper en viss krets i detta tredimensionella
rum, kastas dess hdnthet om. Efter att ha foljt med Anselm kom vi
tillbaka till korkskruven, som nu sag ut att ha fel orientering.

Annu ett varv ldngs samma krets skulle terstdlla den ursprungliga
situationen, forutsatt att vi lat korkskruven ligga.

Anselm och kdngurun (en antipodal art)
9;?5 bebodde samma rum, men hade olika
PROVENCE omavost | uppfattningar om vilken orientering

som var den rdtta.
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Allt fast forflyktigas.

Det finns varken vanster eller hoger,

\ medsols eller motsols. Vart ska jag ta vdgen?
0 Och vart tar vdgen vdgen?

Ibland ar det battre
att ga pa i blindo och inte
tdnka alltfor mycket.

Ni kan aldrig fa mig att tro
att universum dr SA vridet.

% Det dr bara pahitt av

stolliga matematiker.

T T —
,g‘ ’—%fdr bry sitt huvud
R =

71% \& med sadant, ndar rummet

Det liknar
ett seriealbum!

uppenbarligen dr
euklidiskt? (*)

2 \' (*) Asikt yttrad &r 1830 av Ostrogradskij,

/ Ay & ukrainsk matematiker verksam
NP i St Petersburg, apropa Riemanns
/ “‘{ och Lobatjevskijs arbeten.
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ut som det dr? Vad skall handa om
man borjar ldra ut det i skolor'nf?/

ﬂ‘r‘t tdnka sig att universum infea

Det enda som spelar roll i sIqunch
ar LIVET. Och LIVET foregdr
matematiken, som dérfér inte kan 6versky

sina grdnser och underminera...

i Do

FYSIKEN,
min kara...

O
T

A

Dags for ett genombrott!

/7 TN

Betongen ska
rivas ner.




... OM universums

masstdthet dr ldgre dn
10 gm/em’...

.. 8 kommer universum
att ha negativ krékning
och vara odndligt...

... om & andra sidan
tdtheten dr hogre dn
1029 gm/cm* ...

...blir universum en hypersfar
och sluter sig...

ar 102° gm/cm? blir universum

Men om tdatheten

EUKLIDISKT..

Doktor Einstein,
formodar jag?

? N

A




