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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte & Objectifs
Dans le paysage actuel de la cosmologie et de la physique théorique, explorer

de nouveaux modèles pour expliquer les phénomènes observés dans notre univers
demeure un domaine de recherche vivant et controversé. Ce livre propose d’explorer
et de présenter un modèle cosmologique innovant et révolutionnaire, le Modèle Cos-
mologique Janus de Jean-Pierre Petit (JCM).

En tant qu’ingénieur avec une formation avancée en mathématiques et en phy-
sique, j’ai identifié dans l’étude du Modèle Cosmologique Janus une approche no-
vatrice et intellectuellement enrichissante pour explorer et interpréter certains des
phénomènes les plus énigmatiques de l’univers. Cette approche ouvre également la
voie au développement de multiples applications pratiques à des échelles locales,
s’appuyant sur les principes fondamentaux issus de ce modèle.

Ce livre vise à fournir une explication détaillée du Modèle Cosmologique Janus
de Jean-Pierre Petit, de ses fondements et de ses implications à travers certaines
études, accessible aux scientifiques avec un parcours similaire au mien, c’est-à-dire
un niveau avancé en mathématiques et en physique théorique.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2 Brève Introduction au Modèle
Le Modèle Cosmologique Janus se démarque dans le paysage de la physique

théorique par sa proposition audacieuse : décrire l’univers comme une variété rie-
mannienne à deux métriques. Cette construction est basée sur la théorie de la rela-
tivité générale d’Einstein et intègre des éléments de la physique des particules et de
la géométrie symplectique. Le modèle prend ses racines dans les travaux d’Andrei
Sakharov et de Jean-Marie Souriau, établissant un lien entre l’inversion du temps,
l’inversion de l’énergie, et par conséquent, l’inversion de la masse.

L’une des contributions majeures du modèle de Jean-Pierre Petit est sa capa-
cité à aborder le problème de l’asymétrie baryonique de l’univers. Cette question,
au cœur des débats actuels en cosmologie, concerne la prédominance observée de la
matière sur l’antimatière, défiant les prédictions du modèle du Big Bang. Le Modèle
Cosmologique Janus offre une nouvelle perspective sur ce problème en postulant
l’existence d’un univers bimétrique issu de la même singularité, dominé par la ma-
tière et l’antimatière.

L’originalité du modèle réside également dans son approche bimétrique de l’uni-
vers, où deux « couches » de l’espace-temps interagissent par effet gravitationnel,
offrant des explications alternatives à des phénomènes tels que l’énergie noire, la
matière noire, et potentiellement ouvrant de nouvelles compréhensions du voyage
interstellaire.

En résumé, ce livre vise à présenter ce modèle comme une approche innovante,
remettant en question les perspectives actuelles en cosmologie et en physique théo-
rique, et invitant à une réflexion approfondie sur les possibilités inexplorées de notre
compréhension de l’univers.
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Chapitre 2

Fondements Théoriques

2.1 La Loi de Gravitation de Newton

La loi de Newton, formulée dans l’espace euclidien, stipule que lorsqu’une masse
m est soumise à l’influence de la force gravitationnelle G générée par une autre
masse M , cette force F est inversement proportionnelle au carré de la distance d
qui sépare les deux masses. Elle peut être exprimée par l’équation suivante :

F =
G ·m ·M

d2
(2.1.1)

Plus les masses sont grandes, plus la force est importante, mais cette force dimi-
nue rapidement à mesure que la distance augmente en raison du terme d2 dans le
dénominateur. Cette loi est essentielle pour comprendre la gravité et les mouvements
des objets célestes.

En physique, cette loi de gravitation a été fondamentale dans la compréhension
des interactions gravitationnelles entre les corps célestes, de la Terre aux planètes et
aux étoiles. Elle demeure une loi fondatrice de la mécanique classique et a joué un
rôle important dans le développement de l’astronomie et de l’astrophysique. Elle a
aussi été confirmée par de nombreuses observations et expériences au fil des siècles,
renforçant ainsi sa validité dans la compréhension de l’univers.

Cependant, bien que la loi de gravitation de Newton se soit révélée extrêmement
puissante et précise dans de nombreux scénarios, elle a commencé à montrer ses
limites lorsqu’appliquée à des situations impliquant des vitesses approchantes celle
de la lumière ou des phénomènes à l’échelle astronomique. Ce fut le point de départ
de l’émergence de la Théorie de la Relativité Restreinte d’Albert Einstein, marquant
un changement de paradigme dans notre compréhension des concepts fondamentaux
de l’espace, du temps et de la gravitation. Dans la section suivante, nous plongerons
minutieusement dans les principes fondamentaux de la Relativité Restreinte, qui
poseront les bases de notre exploration ultérieure de la Relativité Générale. Ceci
nous conduira vers une compréhension plus profonde des complexités du cosmos.
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CHAPITRE 2. FONDEMENTS THÉORIQUES

2.2 Introduction à la Relativité Restreinte

Au début du 20ème siècle, la physique a connu une révolution conceptuelle, remet-
tant en question les fondements établis par Sir Isaac Newton au 17ème siècle. Avec
des observations et expériences de plus en plus précises, des anomalies sont apparues
lors de l’étude de vitesses proches de celle de la lumière et dans des environnements
cosmiques extrêmes. Dans ce contexte, la Relativité Restreinte d’Albert Einstein
a fait son entrée, bouleversant notre compréhension traditionnelle de l’espace, du
temps et de la gravité.

2.2.1 L’Espace-Temps de Minkowski & le Temps Propre

La Relativité Restreinte nous invite à abandonner l’idée que l’univers se déroule
dans un espace euclidien tridimensionnel où le temps est une entité séparée. À la
place, elle propose un modèle dans lequel nous résidons dans une hypersurface à
quatre dimensions, où les trois dimensions de l’espace sont perpendiculaires à une
dimension temporelle. Cette fusion de l’espace et du temps forme ce qu’on appelle
l’espace-temps de Minkowski, avec une signature métrique (−+++) 1.

Pour mieux saisir ce concept, imaginez un point M se déplaçant dans cet espace-
temps décrit par deux coordonnées : le temps (t) et la position spatiale (x). Au
fur et à mesure que ce point évolue, un point voisin M ′ correspond à des valeurs
légèrement modifiées : (t+dt, x+dx), où dt et dx représentent de petits incréments
de temps et d’espace. Si nous considérons que cet incrément se produit le long d’une
trajectoire décrite par x = ct (où c est la vitesse de la lumière), alors dx = cdt.

À ce stade, nous introduisons le concept de temps propre. La quantité s, connue
sous le nom de temps propre, est une mesure du temps qui régit la vie d’un objet
se déplaçant à une vitesse v. Pour calculer s, nous utilisons l’équation suivante :

ds2 = c2dt2 − dx2 (2.2.1)

Cette équation montre comment le temps propre (s) est lié aux changements de
temps (dt) et d’espace (dx) lorsqu’un objet se déplace à une vitesse v (ici égale à c) 2.
Elle révèle également que le temps propre peut varier en fonction de la vitesse et de
la trajectoire de l’objet, conduisant à des phénomènes tels que la dilatation du temps.

Dans la théorie de la relativité restreinte d’Einstein, le temps n’est pas absolu
mais dépend de la vitesse relative de l’observateur. Le développement mathématique
suivant décrit la relation entre le temps propre τ , qui est le temps mesuré par l’hor-

1. La signature métrique est une caractéristique importante de l’espace-temps qui indique com-
ment les intervalles de temps et d’espace sont combinés dans les équations de la relativité restreinte.
Dans cette signature (−+++), le premier terme correspond à l’intervalle de temps, qui est sous-
trait des trois termes suivants correspondant aux intervalles d’espace. Cela signifie que le temps a
un signe négatif dans la métrique, tandis que les trois dimensions spatiales ont des signes positifs.
Cette signature spécifique est primordiale pour comprendre comment les distances et les intervalles
de temps sont mesurés dans le cadre de la relativité restreinte.

2. Ainsi, v = dx
dt .
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CHAPITRE 2. FONDEMENTS THÉORIQUES

loge en mouvement (à bord d’un vaisseau spatial), et la coordonnée de temps t, qui
est le temps mesuré par l’horloge restée au sol (au repos par rapport à l’observateur) :

s = cτ ⇒ ds = cdτ ⇒ c2dτ 2 = c2dt2 − dx2

⇒ dτ 2 = dt2 − 1

c2
dx2 ⇒ dτ 2

dt2
= 1− 1

c2

(
dx

dt

)2 (2.2.2)

Nous pouvons ainsi en déduire le temps propre par le calcul suivant :(
dτ

dt

)2

= 1− v2

c2
⇒ dτ

dt
=

√
1− v2

c2
⇒ dτ = dt

√
1− v2

c2

⇒ τ = t

√
1− v2

c2
+ Cste

(2.2.3)

Déterminons la valeur de la constante d’intégration en se fondant sur les principes
de la relativité restreinte. Considérons que si la vitesse v est nulle, il n’y a pas de
différence relative de vitesse entre deux horloges 3. Par conséquent, elles devraient
mesurer le même temps propre τ que la coordonnée de temps t. Ainsi, en se basant
sur l’équation 2.2.3, si v = 0, alors nous obtenons τ = t+Cste. Si les deux horloges
sont synchronisées au départ, alors τ et t doivent être égaux au moment initial,
ce qui implique que la constante doit être nulle. Or la constante d’intégration ne
dépend pas de la vitesse v puisqu’elle reste constante pour toutes les valeurs de v,
elle doit donc rester nulle dans tous les cas. Ainsi, la relation entre le temps propre
τ et la coordonnée de temps t est simplement donnée par :

τ = t

√
1− v2

c2
. (2.2.4)

Cela implique que dans un scénario où t représente le temps mesuré par un
observateur stationnaire équipé d’une horloge au sol, et v est la vitesse d’un objet
équipé d’une horloge embarquée se déplaçant à cette vitesse par rapport à cette
immobilité supposée, le temps propre τ qui s’écoulera dans cet objet sera affecté
par la dilatation du temps décrite par 1√

1− v2

c2

connue sous le nom de "facteur de

Lorentz".

2.2.2 La Vitesse de la Lumière comme Limite

Il est important de noter que dans cet espace-temps, la vitesse de la lumière est
contrainte par les propriétés de l’espace-temps (et de son contenu) dans lequel elle
se propage.

En partant de l’hypothèse que la variation du temps propre est toujours supé-
rieure ou égale à 0 4, il s’ensuit que la vitesse de la lumière dans le vide est la limite
de vitesse ultime pour les objets en mouvement ayant une masse au repos stric-
tement positive, puisque v < c. Les photons, en revanche, suivent des trajectoires
pour lesquelles v = c, menant à des propriétés uniques associées à la lumière. La

3. L’une en mouvement et l’autre au repos.
4. ds2 = c2dt2 − dx2 ≥ 0
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CHAPITRE 2. FONDEMENTS THÉORIQUES

Relativité Restreinte est une théorie confinée à l’étude des cadres de référence iner-
tiels, spécifiquement ceux en mouvement rectiligne uniforme (dans des espaces sans
courbure, se déplaçant en ligne droite à une vitesse constante).

2.2.3 Concepts Fondamentaux

La relativité restreinte repose principalement sur trois concepts :

— Postulat de l’Invariance de la Vitesse de la Lumière : Ce postulat
affirme que la vitesse de la lumière dans le vide est une constante universelle,
et elle reste la même pour tous les observateurs, quel que soit leur mouvement
relatif. En d’autres termes, la vitesse de la lumière ne peut être ni ajoutée
ni soustraite de la vitesse d’un observateur. Cette idée fondamentale a été
confirmée par la célèbre expérience de Michelson-Morley ([59]).

— Principe Cosmologique : Le principe cosmologique postule que l’univers
est homogène et isotrope. Cela signifie que ses propriétés sont uniformes et
identiques dans toutes les directions et à toutes les échelles. Ce principe nous
permet d’étendre l’application des lois de la relativité restreinte à l’échelle
cosmique, en considérant l’univers dans son ensemble.

— Principe de la Relativité Restreinte : Le principe de la relativité res-
treinte affirme que les lois de la physique sont cohérentes dans tous les cadres
de référence inertiels. Les cadres inertiels sont ceux qui se déplacent à une
vitesse constante les uns par rapport aux autres. Ce principe généralise le
concept de relativité de Galilée et remet en question la notion de cadre de
référence absolu. Il démontre que les lois de la physique restent cohérentes et
invariantes, quelles que soient les vitesses relatives des observateurs.

2.2.4 L’Équivalence Masse - Énergie

L’une des équations les plus emblématiques du domaine de la physique est
l’équation d’équivalence masse-énergie d’Albert Einstein. Cette équation signifie une
connexion profonde entre la masse (m) et l’énergie (E), révélant qu’elles sont inter-
changeables dans l’univers.

L’intuition révolutionnaire d’Albert Einstein, qui a conduit à la formulation de
cette équivalence, est issue de sa théorie de la relativité restreinte. Dans cette théorie,
Einstein a postulé que l’énergie et la masse sont intrinsèquement liées, et l’équation
sert de pierre angulaire à cette union.

Le concept central de l’équation est simple : il stipule que l’énergie (E) d’un objet
est directement proportionnelle à sa masse (m), avec la vitesse de la lumière dans
le vide (c) comme constante de proportionnalité. Mathématiquement, cela peut être
exprimé comme suit :

E = mc2 (2.2.5)

Explorons cette équation plus en détail à travers un exemple simple. Supposons
que nous ayons un petit objet d’une masse de 1 gramme (0,001 kilogrammes). En

16
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appliquant l’équation d’Einstein, nous pouvons calculer l’équivalent énergétique de
cette masse :

E = (0, 001 kg)× (3× 108 m/s)2 = 9× 1013 J (2.2.6)

Cette quantité d’énergie étonnamment grande souligne l’impact profond de l’Équa-
tion 2.2.5. Elle démontre qu’une petite masse peut produire une énorme quantité
d’énergie lorsqu’elle est convertie à l’aide de cette équation. Cette équation joue un
rôle pivot dans la compréhension des réactions nucléaires, telles que celles se pro-
duisant dans les étoiles et les centrales nucléaires, où de minuscules changements de
masse entraînent des libérations d’énergie substantielles.

L’équation d’Einstein, avec sa capacité à relier la masse et l’énergie, reste une
pierre angulaire de la physique moderne, influençant profondément notre compré-
hension du fonctionnement de l’univers.

Bien que la Relativité Restreinte nous ait permis d’explorer des aspects fasci-
nants du cosmos en nous guidant à travers des voyages à des vitesses proches de
celle de la lumière et en révélant comment l’espace-temps se courbe en réponse à
notre mouvement, elle est confinée à un cadre spécifique, celui des cadres de réfé-
rence inertiels et des mouvements rectilignes uniformes. Cependant, que se passe-t-il
lorsque la gravité entre en jeu ? Comment la structure de l’espace-temps évolue-t-elle
en présence d’objets massifs ou d’une courbure significative ? C’est là qu’intervient
la Relativité Générale d’Albert Einstein dans la section suivante.

2.3 Introduction à la Relativité Générale

2.3.1 Une Révolution dans la Physique

La loi de Newton est une théorie qui fonctionne bien dans de nombreuses si-
tuations, comme expliqué à la Section 2.1, mais elle ne peut pas expliquer certains
phénomènes observés à des vitesses proches de celle de la lumière ou en présence
de champs gravitationnels intenses. La Relativité Générale (RG) d’Albert Einstein
est une théorie plus complète qui englobe ces effets gravitationnels. Pierre angulaire
de la physique moderne, la Relativité Générale a révolutionné notre compréhension
de la gravité et de l’univers. Proposée par Albert Einstein en 1915, cette théorie
est basée sur le principe selon lequel la gravité est une manifestation de la cour-
bure de l’espace-temps, induite par la présence de masse et d’énergie. L’équation de
champ d’Einstein, au cœur de cette théorie, décrit comment la matière et l’énergie
influencent la géométrie de l’espace-temps et, à leur tour, comment cette géométrie
courbée guide le mouvement de la matière et de l’énergie.

En effet, l’équation de champ d’Einstein, publiée pour la première fois le 25
novembre 1915, est l’équation différentielle partielle principale de la relativité géné-
rale 5 :

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (2.3.1)

5. Les différents termes de cette relation seront explicités par la suite.
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Cette courbure de la géométrie autour d’une source de matière est alors interpré-
tée comme le champ gravitationnel de cette source. Le mouvement des objets dans
ce champ est très précisément décrit par leur équation géodésique. La métrique gµν
produit une famille de géodésiques. Il est à noter que les particules ayant une masse
gravitationnelle positive ou négative se comporteraient de la même manière en sui-
vant les mêmes géodésiques lorsqu’elles sont déviées par le potentiel gravitationnel
créé par une masse significative M , par exemple dans la gravité terrestre ou solaire.
Ainsi, un objet massif, comme une étoile, influence l’espace-temps non seulement
par sa masse mais aussi par l’énergie qu’il émet, comme le rayonnement. En re-
lativité générale, l’énergie d’un objet - y compris son énergie de masse au repos
représentée par mc2 et toute forme supplémentaire d’énergie comme le rayonnement
- contribue au champ gravitationnel qu’il produit. Cette contribution combinée de
l’énergie et de la masse est ce qui courbe l’espace-temps autour de l’objet. Son se-
cond terme tient compte du contenu de l’univers en chaque point de l’espace-temps :

— S’il n’est pas nul, alors la solution géométrique qui émerge de cette équation
décrira l’intérieur d’une masse.

— S’il est nul, la solution induite par cette équation se référera à une portion
complètement vide de l’univers autour de cette masse.

2.3.2 Effets Observables & Confirmations Expérimentales

Parmi les phénomènes expliqués par la RG figure la déviation du plan de rotation
de la planète Mercure lorsqu’elle est au plus proche du Soleil, connue sous le nom
de précession du périhélie. Ce phénomène a été mesuré avec une précision de 45
secondes d’arc par siècle, une valeur qui ne pouvait pas être expliquée par la loi de
Newton.

Figure 2.1 – Précession du périhélie de Mercure

Un autre phénomène observé est la courbure apparente de la lumière autour
du Soleil. Lors de l’éclipse solaire de 1919, Sir Arthur Eddington a remarqué que
les rayons lumineux semblaient se courber autour du Soleil. En réalité, ces rayons
lumineux suivent les chemins les plus courts dans l’espace-temps courbé, connus
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sous le nom de géodésiques. Cette courbure apparente de la lumière est due à la
déformation de l’espace-temps causée par la présence de masse, un effet que la RG
a expliqué avec précision ([29]).

Figure 2.2 – Courbure de la Lumière Stellaire durant l’Éclipse Solaire

Ces phénomènes sont considérés comme non linéaires car ils ne peuvent être ex-
pliqués que par la théorie de la RG. Cependant, dans des conditions où les effets
relativistes sont négligeables, la loi de Newton peut fournir des approximations va-
lables. Ainsi, la RG a élargi notre compréhension de la gravité au-delà des limites
de la loi de Newton, ouvrant la voie à une meilleure compréhension des interactions
gravitationnelles à grande échelle et à des vitesses élevées.

2.3.3 Géométrie de l’Espace-Temps & Équation des Géodé-
siques

Rappelons le principe d’équivalence d’Einstein concernant un cadre inertiel en
chute libre :

"Dans un champ gravitationnel, il est toujours possible en tout point de
l’espace-temps de choisir un système de coordonnées localement inertiel
tel que, dans une région suffisamment petite, les lois de la physique sont
identiques à celles en l’absence de gravité."

Dans ce cadre de référence en chute libre, la force inertielle ressentie par un corps
en chute libre annule la force gravitationnelle, signifiant que l’objet n’est soumis à
aucune force (état d’apesanteur). Par conséquent, le cadre inertiel est le cadre fonda-
mental pour étudier les objets en interaction (appelé cadre de la relativité restreinte)
avant de les analyser dans un second cadre galiléen connu sous le nom de "cadre
de laboratoire", où ces objets sont soumis aux effets de la gravité. Ce dernier cadre
est, en fait, accéléré vers le haut (a = −g) par rapport au cadre inertiel naturel
(imaginez que "le sol sur Terre vous accélère vers le haut").

Dans la théorie de la relativité restreinte, un cadre inertiel est décrit par la mé-
trique de Minkowski, qui est une représentation mathématique de l’espace-temps
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plat. Cette métrique s’applique dans les régions où les effets de la gravité sont ab-
sents. Dans un tel contexte, les trajectoires des objets sont déterminées par les
équations du mouvement dérivées des principes de la relativité restreinte. Alors que
le terme "géodésique" est utilisé en relativité générale pour l’espace-temps courbé
sous l’effet de la gravité, dans la métrique de Minkowski de la relativité restreinte,
ces trajectoires sont mieux décrites comme des lignes droites représentant un mou-
vement à vitesse constante. Dans ce cadre, les objets dans les cadres inertiels se
déplacent en ligne droite à vitesse constante, un cas particulier d’une géodésique
dans l’espace-temps plat.

Cadre Inertiel et Coordonnées

Tout d’abord, positionnons-nous dans ce cadre inertiel et définissons les coor-
données d’une masse ponctuelle dans ce cadre : Nous considérons les coordonnées
ξα avec ξ0 = ct, ξ1 = x, ξ2 = y, ξ3 = z dans le cadre de notre analyse. Puisque ce
corps n’est soumis à aucune force (vitesse constante), nous pouvons en déduire que :

d2ξα

dτ 2
= 0 (2.3.2)

Avec
dτ 2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (2.3.3)

Où τ correspond à la métrique ou à l’intervalle dans cet espace, que nous pourrions
également noter s, et il est important de noter que cette métrique est invariante quel
que soit le cadre de référence.

Transformation de Coordonnées vers un Cadre de Référence
de Laboratoire Accéléré

Appliquons maintenant une transformation de coordonnées dans un nouveau
cadre de référence galiléen de laboratoire "accéléré vers le haut" par rapport au
cadre de référence inertiel précédent :

xµ(x0, x1, x2, x3)

Cependant, chaque coordonnée du nouveau cadre galiléen dépend des coordon-
nées du cadre inertiel et vice versa :

xµ(ξ0, ξ1, ξ2, ξ3), ξµ(x0, x1, x2, x3)

Et il faut se rappeler que ξ dépend de τ :

ξµ(τ)(x0, x1, x2, x3)

Ainsi, chaque paramètre de ξ dans le nouveau cadre de référence dépend égale-
ment de τ . Par conséquent, nous pouvons en déduire que :

dξ0

dτ
=

dx0

dτ

∂ξ0

∂x0
+

dx1

dτ

∂ξ0

∂x1
+

dx2

dτ

∂ξ0

∂x2
+

dx3

dτ

∂ξ0

∂x3
(2.3.4)
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Cela peut être exprimé en utilisant la convention de sommation d’Einstein pour
les indices répétés :

dξα

dτ
=

3∑
µ=0

∂ξα

∂xµ
dxµ

dτ
=
∂ξα

∂xµ
dxµ

dτ︸ ︷︷ ︸
convention

de sommation
d’Einstein

(2.3.5)

NB : En mathématiques, la convention de sommation d’Einstein est une manière
de représenter de manière compacte la sommation d’une série de termes. Lorsqu’un
indice apparaît à la fois comme un indice inférieur et comme un indice supérieur
dans une expression, cela implique généralement une sommation sur cet indice, signi-
fiant que toutes les valeurs possibles de cet indice sont additionnées. Cette notation
est couramment utilisée dans divers domaines des mathématiques et de la physique
pour simplifier la représentation d’équations impliquant des indices répétés.

Maintenant, nous souhaitons dériver par rapport à τ l’expression 2.3.5 :

d
dt

(
dξα

dτ

)
=

d
dτ

(
∂ξα

∂xµ

)
dxµ

dτ
+

(
∂ξα

∂xµ

)
d2xµ

dτ 2
(2.3.6)

Or d
dt

(dξα
dτ

)
= d2ξα

dτ2 donc, d’après 2.3.2, nous pouvons en déduire que :

d

dτ

(
∂ξα

∂xµ

)
dxµ

dτ
+

(
∂ξα

∂xµ

)
d2xµ

dτ 2
= 0 (2.3.7)

Nous appliquons alors 2.3.5 pour ∂ξα

∂xµ en utilisant cette fois la variable muette ν :

d
dτ

(
∂ξα

∂xµ

)
=

∂

∂xν

(
∂ξα

∂xµ

)
dxν

dτ
(2.3.8)

2.3.7 devient alors :

∂

∂xν

(
∂ξα

∂xµ

)
dxν

dτ
dxµ

dτ
+

(
∂ξα

∂xµ

)
d2xµ

dτ 2
= 0 (2.3.9)

Soit :
dxν

dτ

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ
+
∂ξα

∂xµ
d2xµ

dτ 2
= 0 (2.3.10)

Pour réaliser la sommation sur les indices répétés comme suit :

∂ξα

∂xµ
× ∂xβ

∂ξα
=

3∑
α=0

∂ξα

∂xµ
× ∂xβ

∂ξα
(2.3.11)

Nous devons effectuer cette opération :(
∂xβ

∂ξα

)
dxν

dτ

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ
+
∂ξα

∂xµ
d2xµ

dτ 2

(
∂xβ

∂ξα

)
= 0 (2.3.12)

Cependant, pour β ̸= µ, les dérivées partielles d’une coordonnée par rapport
à une autre coordonnée dans le même système de coordonnées sont nulles (par
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exemple, ∂t
∂x

= 0), et pour β = µ, la dérivée partielle est égale à 1. Ceci correspond
au symbole de Kronecker (δβµ) :

∂ξα

∂xµ
× ∂xβ

∂ξα
=
∂xβ

∂xµ
= δβµ (2.3.13)

NB : Lorsque β et µ représentent des coordonnées différentes dans le même
système de coordonnées, la dérivée partielle de β par rapport à µ est nulle, car
cela signifie que ces coordonnées sont mutuellement indépendantes dans le système.
Cependant, lorsque β et µ représentent la même coordonnée, la dérivée partielle est
égale à 1, ce qui indique que la coordonnée change avec elle-même, comme représenté
par le symbole δβµ .

Ainsi, nous obtenons :

0 =

(
∂xβ

∂ξα

)
dxν

dτ

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ
+ δβµ

d2xµ

dτ 2
(2.3.14)

Cependant, si nous remplaçons µ par β (β = µ), alors δβµ = δββ = 1, et d2xµ

dτ2
= d2xβ

dτ2
.

Ainsi, nous obtenons :

0 =

(
∂xβ

∂ξα

)
dxν

dτ

∂2ξα

∂xµ∂xν
dxµ

dτ
+

d2xβ

dτ 2
(2.3.15)

Par conséquent, en introduisant les symboles de Christoffel comme suit :

Γβ
µν =

∂xβ

∂ξα
∂2ξα

∂xµ∂xν
(2.3.16)

Nous pouvons déduire l’équation des géodésiques suivante :

d2xβ

dτ 2
+ Γβ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0 (2.3.17)

Ceci représente une expression générale pour les symboles de Christoffel Γβ
µν en

termes des dérivées des fonctions de transformation de coordonnées. Les symboles
de Christoffel, comme nous le verrons plus tard, sont utilisés dans les mathématiques
de la relativité générale et de la géométrie différentielle pour décrire comment les
systèmes de coordonnées changent localement.

Que nous apprend cette équation des géodésiques ?
— La seconde dérivée des coordonnées dans le référentiel Galiléen "accéléré"

n’est plus nulle mais est égale à l’équivalent des forces inertielles appliquées
en relativité générale (dans ce cas, la gravité). D’après 2.3.17, nous pouvons
déduire :

d2xβ

dτ 2
= −Γβ

µν

dxµ

dτ

dxν

dτ
(2.3.18)

En effet, si xµ et xν sont des coordonnées spatiales, alors leur dérivée par
rapport à τ correspond à une "vitesse".

— Tout objet en mouvement dans le référentiel Galiléen "accéléré" de labora-
toire obéira à cette équation lorsqu’il est soumis à la force de gravité terrestre.
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— La forme de cette équation nous informe sur les chemins les plus courts ou
les plus longs (extrema) sur une surface courbe (variété). Plus précisément,
les géodésiques correspondent à des chemins stationnaires dont les proprié-
tés physiques restent constantes dans le temps (absence de forces externes
appliquées).

— Nous pouvons décrire la gravité comme un effet purement géométrique lié aux
géodésiques parcourues par les objets dans l’espace-temps courbé (la façon
dont l’espace-temps est courbé est décrite par les symboles de Christoffel).
Une analogie serait de considérer deux objets parcourant des chemins paral-
lèles et identiques à la même vitesse depuis un point sur Terre vers le Nord ;
ils finiront par se croiser au pôle Nord en raison de la courbure de la Terre. Ce
croisement peut être analysé soit par le fait qu’une force les a attirés (analogie
avec la mécanique newtonienne) soit par un effet purement géométrique lié
à la courbure de la Terre (analogie avec la mécanique relativiste). Selon la
relativité générale, la gravité est donc une courbure de l’espace-temps qui fait
que les objets en mouvement rectiligne local suivent ces géodésiques. La re-
lativité générale nous permet de déterminer la courbure de l’espace-temps en
fonction de ses composants (matière, énergie) puis de décrire les trajectoires
des particules en mouvement dans cet espace-temps.

— Les symboles de Christoffel sont calculés à partir de la métrique et de ses
dérivées partielles, capturant des informations sur la courbure de l’espace-
temps. Ils nous permettent de calculer comment les géodésiques sont affectées
par la courbure de l’espace-temps.

2.3.4 Définition des Tenseurs

Les tenseurs sont des objets mathématiques issus de l’algèbre multilinéaire qui
ont été introduits en physique pour représenter l’état de contrainte et de déforma-
tion d’un volume soumis à des forces, d’où leur nom (tensions).

Afin d’illustrer la nature d’un tenseur, envisageons une fonction tensorielle T qui
associe deux vecteurs 6 u⃗ et v⃗ à un scalaire 7 T (u⃗, v⃗) dans l’ensemble des réels R.
Cette fonction doit respecter les conditions de linéarité suivantes :

— La fonction produit un scalaire, c’est-à-dire T (u⃗, v⃗) ∈ R.

— La multiplication de l’un des vecteurs par un scalaire α doit être conforme à
la propriété de linéarité suivante :

T (αu⃗, v⃗) = αT (u⃗, v⃗) (2.3.19)

— L’addition de deux vecteurs dans l’un des arguments de la fonction se distri-

6. Ce sont des tenseurs de rang 1 qu’on peut représenter comme une liste de nombres (compo-
santes) qui changent d’une manière spécifique à chaque changement de système de coordonnées.

7. Ce sont des tenseurs de rang 0 qui sont simplement des nombres réels ou complexes et ne
changent pas en fonction du système de coordonnées utilisé.
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bue linéairement de la manière suivante :

T (u⃗+ w⃗, v⃗) = T (u⃗, v⃗) + T (w⃗, v⃗) (2.3.20)

Un tenseur peut donc être défini comme une application ou une fonction dans
un espace vectoriel 8 qui associe un ensemble de vecteurs à un scalaire et doit obéir
aux propriétés de linéarité suivantes :

— Lorsqu’un des vecteurs est multiplié par un scalaire, le tenseur multiplie le
résultat par ce même scalaire.

— Lorsqu’une opération d’addition est appliquée à un des vecteurs, le tenseur
distribue l’addition à travers le résultat de l’opération sur les deux vecteurs.

Dans ce contexte, notre tenseur est dit d’ordre 2, ce qui signifie qu’il prend en
paramètres deux vecteurs, et est ainsi qualifié de bilinéaire. Un tenseur d’ordre 1
correspond à un vecteur. Il existe également des tenseurs qui peuvent accepter trois
ou n vecteurs en tant que paramètres 9.

Ainsi, les tenseurs permettent de généraliser les scalaires et les vecteurs :

— Scalaires :

Considérons 2 systèmes de coordonnées dont l’un x′µ correspond à la
transformation du premier xµ selon la relation suivante :

xµ → x′µ (2.3.21)

Le scalaire permet de passer un point d’un système de coordonnées S
vers un nouveau système de coordonnées S ′. En effet, si on souhaite passer
un point M d’un système de coordonnées cartésiennes S : xµ(x, y) vers un
nouveau système de coordonnées polaires S ′ : x′µ(r, θ) suivant la figure 2.3.

8. Un espace vectoriel est une collection de vecteurs, qui sont des objets qui peuvent être
additionnés ensemble et multipliés (« étirés » ou « contractés ») par des nombres, appelés scalaires
dans ce contexte. Les scalaires sont souvent pris comme des nombres réels, mais il peut y avoir des
cas avec des scalaires complexes ou d’autres types. Dans un espace vectoriel, chaque combinaison
linéaire de vecteurs doit aussi être un vecteur dans cet espace.

9. Ces derniers sont appelés tenseurs d’ordre supérieur, allant jusqu’à l’ordre n
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Figure 2.3 – Coordonnées Polaires

Il faut opérer cette transformation :

S ′(x′µ) = S(xµ) (2.3.22)
— Vecteurs :

Considérons la figure 2.4 suivante :

Figure 2.4 – Vecteur en Coordonnées Polaires
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Exprimons les coordonnées du vecteur en fonction de r, θ dans le nouveau
système de coordonnées ainsi qu’en fonction de nouveaux vecteurs de base
(u⃗r, u⃗θ) :

v⃗(x, y) = vx(x, y)u⃗x + vy(x, y)u⃗y (2.3.23)

v⃗′(r, θ) = vr(r, θ)u⃗r + vθ(r, θ)u⃗θ (2.3.24)

Ainsi, un scalaire est un simple nombre qui est associé à chaque point de l’espace,
tandis qu’un vecteur est caractérisé par sa longueur, sa direction et son sens dans
l’espace.

La transformation des vecteurs d’un système de coordonnées à un autre est donc
une opération plus élaborée que la transformation des scalaires. Il y a principalement
deux types de vecteurs, chacun avec sa propre règle de transformation :

— Vecteurs contravariants : ceux-ci se transforment par dérivation des coor-
données du nouveau référentiel x′µ par rapport à celles de l’ancien xν . La loi
de transformation est donnée par :

v′µ =
∂x′µ

∂xν
vν (2.3.25)

— Vecteurs covariants : dans ce cas, la transformation est effectuée par dé-
rivation des coordonnées de l’ancien référentiel xν par rapport à celles du
nouveau x′µ. La règle de transformation est exprimée par :

v′µ =
∂xν

∂x′µ
vν (2.3.26)

Ces relations illustrent comment les vecteurs contravariants et covariants se
transforment sous un changement de coordonnées.

Démonstration. Considérons un vecteur de déplacement élémentaire qui relie 2 évé-
nements distincts dans l’espace-temps séparés par (dt′, dx′, dy′, dz′) qu’on peut noter
collectivement sous la forme dx′µ, alors :

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν (2.3.27)

Or, la différentielle totale d’une fonction f(x, y, z), qui mesure les variations de f
en fonction de ses variables x, y, z, intègre également les changements de ses variables
implicites selon la relation suivante 10 :

10. En effet, lorsque les variables x, y, z sont elles-mêmes des fonctions d’une autre variable
implicite, t, une variation de t entraîne une variation de chacune des variables x, y, z via leurs
dérivées par rapport à t. En d’autres termes, la variation de t se traduit par des variations dans
x, y, z qui sont quantifiées par leurs dérivées par rapport à t. Par conséquent, la différentielle totale
de f en fonction de t implique l’utilisation des dérivées partielles de f par rapport à ses variables
x, y, z, ainsi que les dérivées de ces variables par rapport à t, pour capturer l’effet complet des
variations de t sur f
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df(x(t), y(t), z(t)) =
∂f

∂x

dx

dt
dt+

∂f

∂y

dy

dt
dt+

∂f

∂z

dz

dt
dt =

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy+

∂f

∂z
dz (2.3.28)

D’où le vecteur de déplacement élémentaire contravariant 11 :

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν ⇔ v′µ =

∂x′µ

∂xν
vν

Nous allons maintenant démontrer que la norme du vecteur v⃗ est donnée par la
relation suivante :

vµv
µ = ||v⃗||2 (2.3.29)

Démonstration. Considérons un repère non orthogonal (Oxy) de la figure 2.5 dans
lequel le vecteur v⃗ a des composantes covariantes et contravariantes.

x

y

O vx

vy

vx

vy

#”v

Figure 2.5 – ||v⃗||2 = vxv
x + vyv

y

11. Où µ peut prendre les valeurs 0,1,2,3.
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Ainsi, nous obtenons :

v2 = h2 + v2y (2.3.30)
(vx)2 = h2 + (vy − vy)2 (2.3.31)
(vx)2 = h2 + v2y + (vy)2 − 2vyv

y (2.3.32)
(vx)2 = v2 + (vy)2 − 2vyv

y (2.3.33)
v2 = (vx)2 − (vy)2 + 2vyv

y (2.3.34)

Or le second triangle rectangle nous permet d’obtenir la relation suivante :

v2 = (vy)2 − (vx)2 + 2vxv
x (2.3.35)

En sommant les 2, nous pouvons donc en déduire que :

v2 = vxv
x + vyv

y (2.3.36)

Ainsi, un tenseur de rang 2 nous permet simplement de manipuler deux indices
au lieu d’un :

— Covariant :

T ′
µν =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
Tαβ (2.3.37)

— Contravariant :
T ′µν =

∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
Tαβ (2.3.38)

— Mixte :
T ′µ
ν =

∂xα

∂x′µ
∂x′ν

∂xβ
T β
α (2.3.39)

Nous déduisons donc qu’un tenseur de rang 2 est, par essence, une matrice ou un
tableau à deux indices qui représente une quantité physique dans un espace donné.

Observons la transformation d’un tenseur de rang 2 d’un système de coordonnées
vers un autre, qui utilise les dérivées partielles ∂xα

∂x′µ et ∂xβ

∂x′ν pour établir comment les
coordonnées dans le nouveau système x′µ sont reliées aux coordonnées dans l’ancien
système xα. En appliquant cette transformation au tenseur de rang 2 initial Tαβ,
nous obtenons un nouveau tenseur T ′

µν de même rang dans le nouveau système de
coordonnées.

A présent, pour effectuer une transformation tensorielle permettant de passer
de sa forme contravariante à sa forme covariante, ou inversement (en utilisant la
sommation implicite sur ν), il est nécessaire d’introduire le tenseur métrique 12, dont
les relations suivantes illustrent cette transformation :

Vµ = gµνV
ν (2.3.40)

V µ = gµνVν (2.3.41)

12. qui sera étudié dans la section 2.3.5.
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En effet, comme nous l’étudierons dans la section suivante, la définition du ten-
seur métrique 13 est exprimée par la relation 2.3.54.

Essayons d’exprimer ce tenseur métrique dans un autre référentiel en considérant
2.3.13 :

g′µν = ηαβ
∂ξα

∂x′µ
∂ξβ

∂x′ν
(2.3.42)

g′µν = ηαβ
∂ξα

∂xσ
∂xσ

∂x′µ
∂ξβ

∂xρ
∂xρ

∂x′ν
(2.3.43)

g′µν = ηαβ
∂ξα

∂xσ
∂ξβ

∂xρ
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
(2.3.44)

D’où :

g′µν = ησρ
∂xσ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
(2.3.45)

(2.3.46)

Ce qui démontre bien que g′µν est bien un tenseur puisque les égalités tensorielles
(entre tenseurs de même type) sont vraies dans tous les référentiels.

Propriétés des tenseurs :

— Toute combinaison linéaire de tenseurs est un tenseur 14.
— Le produit de deux tenseurs donne un tenseur de rang supérieur. Par exemple,

pour un tenseur de rang 2, Tµν , où µ et ν peuvent prendre chacun 4 valeurs,
le produit avec un autre tenseur de rang 2 aboutit à un tenseur de rang 4 avec
4 × 4 = 16 composantes, donnant un total de 16 × 16 = 256 composantes.
Ainsi, si deux tenseurs de rang 2 sont multipliés, le tenseur résultant est de
rang 4. Le nombre total de composantes du nouveau tenseur est le produit
du nombre de composantes des deux tenseurs initiaux.

— La contraction de deux tenseurs donne un tenseur 15 selon la relation suivante :

TµαV
αν = W ν

µ (2.3.47)

2.3.5 Tenseurs Métriques

Nous allons maintenant nous pencher sur les tenseurs métriques et leur lien avec
les symboles de Christoffel précédemment déterminés.

Considérons la métrique de Minkowski décrite à l’aide des coordonnées spatio-
temporelles d’un objet en mouvement dans un référentiel inertiel, comme le montre
l’équation (2.3.3), et exprimée ainsi :

dτ 2 = (dξ0)2 − (dξ1)2 − (dξ2)2 − (dξ3)2 (2.3.48)

13. qui transforme les coordonnées d’un référentiel inertiel vers un référentiel quelconque comme
galiléen.

14. Si on considère deux tenseurs Aµν et Bµν , et deux scalaires a et b, alors Cµν = aAµν + bBµν

est également un tenseur. Cette propriété découle de la définition des tenseurs en termes de leur
comportement sous transformation des coordonnées, qui préserve les opérations linéaires.

15. par sommation implicite sur les indices correspondants α des deux tenseurs.
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Elle peut également être écrite de cette manière, où on peut l’exprimer sous
forme d’une sommation sur les indices α et β :

dτ 2 = ηαβdξ
αdξβ (2.3.49)

Cette équation utilise le tenseur métrique ηαβ de l’espace de Minkowski (qui
décrit l’espace-temps plat en relativité restreinte) pour calculer l’intervalle spatio-
temporel dτ 2 en termes des différentielles des coordonnées dξα et dξβ. Le tenseur
métrique de Minkowski ηαβ a des composantes qui sont -1 pour les intervalles de
type temps et +1 pour les intervalles de type espace sur la diagonale, et 0 hors de
la diagonale comme ceci :

ηαβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.3.50)

Rappelons que les expressions suivantes représentent les règles de transforma-
tion différentielle entre deux systèmes de coordonnées. Elles démontrent comment
un petit changement dans l’ensemble des coordonnées xµ et xν entraîne un petit
changement dans un autre ensemble de coordonnées ξα et ξβ.

dξα =
∂ξα

∂xµ
dxµ (2.3.51)

dξβ =
∂ξβ

∂xν
dxν (2.3.52)

Maintenant, si nous substituons ces deux formes différentielles dans l’expression
2.3.49, nous pouvons en déduire l’expression suivante :

dτ 2 = ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
dxµdxν (2.3.53)

D’où l’on peut extraire le tenseur métrique suivant :

gµν = ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
(2.3.54)

Le tenseur métrique joue un rôle fondamental en relativité générale car il déter-
mine la géométrie de l’espace-temps et comment la gravité agit entre deux objets
situés aux coordonnées xµ et xν dans le même cadre de référence. Il permet la trans-
formation des coordonnées de ces objets en la distance qui les sépare, tout en tenant
compte de la courbure locale de l’espace-temps, qui peut varier en fonction de la
distribution de la matière et de l’énergie. Contrairement à l’intuition classique, la
distance entre deux points dans l’espace-temps courbé dépend de cette courbure et
peut varier considérablement. Ainsi, le tenseur métrique est un outil mathématique
essentiel pour calculer l’intervalle entre deux événements, ce qui inclut également la
mesure du temps écoulé entre eux en présence d’un champ gravitationnel.
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Étant donné que les indices µ et ν sont muets et répétés, ils sont soumis à la
convention de sommation d’Einstein et peuvent donc être interchangés dans l’ex-
pression du tenseur métrique. Cela implique que le tenseur métrique gµν est symé-
trique 16.

NB : Désormais, notons gµν comme l’inverse de gµν , qui est exprimé par la
relation suivante avec une sommation sur l’indice répété α, produisant le symbole
de Kronecker :

gµαgαν = δµν (2.3.55)

où δµν est le symbole de Kronecker, qui, comme nous l’avons vu précédemment,
est égal à 1 lorsque µ = ν et 0 autrement. Cette relation définit la nature de l’inverse
du tenseur métrique en géométrie différentielle et en relativité générale.

2.3.6 Symboles de Christoffel

Les symboles de Christoffel, notés Γβ
µν , sont dérivés du tenseur métrique et four-

nissent des informations essentielles sur la géométrie de l’espace-temps. Ils ne sont
pas eux-mêmes des tenseurs mais sont dérivés du tenseur métrique, qui est un vrai
tenseur.

Pour calculer les symboles de Christoffel, nous prenons les dérivées partielles des
composantes du tenseur métrique, puis appliquons une combinaison spécifique de
ces dérivées. La formule pour les symboles de Christoffel du second genre est donnée
par :

Γβ
µν =

1

2
gβα

(
∂gαν
∂xµ

+
∂gαµ
∂xν

− ∂gµν
∂xα

)
(2.3.56)

Chaque terme implique une dérivée partielle du tenseur métrique par rapport aux
coordonnées, et gβα est l’inverse du tenseur métrique, garantissant que nous sommes
en train de sommer sur les indices appropriés. Comme nous le verrons plus tard, les
symboles de Christoffel jouent un rôle central dans la détermination des géodésiques,
qui décrivent la trajectoire des particules et de la lumière dans l’espace-temps courbé
et sont utilisés dans les équations du mouvement en Relativité Générale.

Démonstration. Nous allons maintenant exprimer les symboles de Christoffel en
termes du tenseur métrique gµν . Pour ce faire, nous considérons la dérivée par-
tielle de gµν par rapport aux coordonnées xλ. Cette opération introduit les dérivées
secondes des fonctions de transformation de coordonnées ξα, qui peuvent ensuite
être intégrées dans l’expression des symboles de Christoffel 2.3.16.

Avant de commencer nos calculs, voici quelques astuces préliminaires pour les
simplifier :

— Le tenseur métrique est symétrique, donc gµν = gνµ.
— Pour remplacer ν par α, nous devons d’abord substituer l’indice muet existant

α par σ.

16. gµν = gνµ
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Nous obtenons le tenseur métrique comme suit :

gαµ = ησβ
∂ξσ

∂xµ
∂ξβ

∂xα
(2.3.57)

En appliquant la règle du produit pour la dérivation, et en se rappelant que ησβ
est une constante, nous obtenons :

∂gαµ
∂xν

=
∂

∂xν

(
ησβ

∂ξσ

∂xµ
∂ξβ

∂xα

)
(2.3.58)

Nous voyons apparaître les dérivées partielles secondes attendues dans le second
membre de l’équation (deux fois) :

∂gαµ
∂xν

= ησβ
∂2ξσ

∂xν∂xµ
∂ξβ

∂xα
+ ησβ

∂ξσ

∂xµ
∂2ξβ

∂xα∂xν
(2.3.59)

Pour intégrer l’expression des symboles de Christoffel 2.3.16 dans cette relation,
nous devons appliquer la transformation suivante aux deux membres pour isoler la
dérivée partielle et introduire une somme sur l’indice répété β :

∂ξσ

∂xβ
Γβ
µν =

∂xβ

∂ξλ
∂2ξλ

∂xµ∂xν

(
∂ξσ

∂xβ

)
(2.3.60)

Or, nous savons que :
∂xβ

∂ξλ
∂ξσ

∂xβ
=
∂ξσ

∂ξλ
= δσλ (2.3.61)

et selon 2.3.55, ce symbole de Kronecker est égal à 1 lorsque σ = λ, donc :

∂ξλ

∂xβ
Γβ
µν =

∂2ξλ

∂xµ∂xν
(2.3.62)

Nous pouvons alors le remplacer dans l’expression 2.3.59, en veillant à reformuler
les indices correspondants dans la nouvelle expression de manière analogue :

∂2ξσ

∂xν∂xµ
=
∂ξσ

∂xρ
Γρ
µν (2.3.63)

∂2xβ

∂xν∂xµ
=
∂ξβ

∂xρ
Γρ
να (2.3.64)

NB : Nous ne plaçons pas β sur le symbole de Christoffel car c’est un indice
de sommation muet dans le terme où nous voulons l’attribuer, donc nous choisirons
une autre lettre, ρ :

∂gαµ
∂xν

= ησβ
∂2ξσ

∂xν∂xµ
∂ξβ

∂xα
+ ησβ

∂ξσ

∂xµ
∂2ξβ

∂xα∂xν
(2.3.65)

Finalement, nous pouvons déduire de 2.3.59 :

∂gαµ
∂xν

= ησβ
∂ξσ

∂xρ
Γρ
µν

∂ξβ

∂xα
+ ησβ

∂ξσ

∂xµ
∂ξβ

∂xρ
Γρ
να (2.3.66)
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Ainsi, la différentiation du tenseur métrique peut s’exprimer de 3 manières dif-
férentes (les 2 dernières impliquant de nouveaux indices en échangeant ν et µ et en
remplaçant µ par α) :

∂gαµ
∂xν

= gραΓ
ρ
µν + gµρΓ

ρ
να (2.3.67)

∂gαν
∂xµ

= gραΓ
ρ
µν + gνρΓ

ρ
µα (2.3.68)

∂gµν
∂xα

= gρµΓ
ρ
αν + gνρΓ

ρ
µα (2.3.69)

Ces trois manières d’exprimer cette différentiation nous permettent d’obtenir un
résultat simplifié en ajoutant les deux premières et en soustrayant la dernière : 2.3.67
+ 2.3.68 - 2.3.69 :

gαρΓ
ρ
µν =

1

2

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
(2.3.70)

gβαgαρΓ
ρ
µν =

1

2

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
gβα (2.3.71)

δβρΓ
ρ
µν =

1

2

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
gβα (2.3.72)

Soit, finalement :

Γβ
µν =

1

2
gβα

(
∂gµα
∂xν

+
∂gνα
∂xµ

− ∂gµν
∂xα

)
(2.3.73)

Cette expression du symbole de Christoffel 17 nous permet d’établir un lien entre la
courbure de l’espace-temps induite par la force gravitationnelle et les dérivées spa-
tiales du tenseur métrique. Elle est essentielle pour formuler les équations régissant
les géodésiques dans la théorie de la Relativité Générale.

Exemple de Calcul des Symboles de Christoffel pour une Métrique Sphé-
rique :

Dans les coordonnées sphériques, l’élément de ligne ds2 pour un espace tridimen-
sionnel est exprimé comme suit :

ds2 = gµνdx
µdxν

ds2 = g11(dx
1)2 + 2g12dx

1dx2 + 2g13dx
1dx3 + g22(dx

2)2 + 2g23dx
2dx3 + g33(dx

3)2

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2(θ)dϕ2

(2.3.74)
où dr, dθ et dϕ sont les différentielles de la coordonnée radiale r, de l’angle polaire

θ et de l’angle azimutal ϕ, respectivement. Le tenseur métrique correspondant gµν
en coordonnées sphériques est diagonal et est donné par :

gµν =

g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

 =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2(θ)

 (2.3.75)

17. Également connue sous le nom de connexion affine.
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Démonstration. La relation entre les coordonnées cartésiennes et sphériques peut
être déduite de la Figure 2.6 :

Figure 2.6 – La position du point P est définie par la distance ρ et les angles θ
(colatitude) et ϕ (longitude)

Si nous considérons les triangles OPQ et OPP’, nous avons : z = ρ cosϕ, r =
ρ sinϕ, où x = r cos θ et y = r sin θ. Par conséquent :

x = ρ sinϕ cos θ

y = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cosϕ

(2.3.76)

En utilisant les notations physiques selon la Figure 2.9, la transition vers les coor-
données cartésiennes est donnée par :

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

(2.3.77)

Cependant, la métrique en coordonnées cartésiennes est donnée par :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (2.3.78)

Pour exprimer ceci en coordonnées sphériques, nous remplaçons x, y et z par leurs
équivalents en coordonnées sphériques, donnant 2.3.74.

Pour calculer les symboles de Christoffel Γβ
µν , nous trouvons d’abord l’inverse du

tenseur métrique, qui pour une métrique diagonale est simplement :

gµν =

1 0 0
0 1

r2
0

0 0 1
r2 sin2(θ)

 (2.3.79)

Pour le tenseur métrique donné, nous calculons les dérivées partielles requises
pour les symboles de Christoffel :
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∂gθθ
∂r

= 2r,

∂gϕϕ
∂r

= 2r sin2(θ),

∂gϕϕ
∂θ

= 2r2 sin(θ) cos(θ).

En insérant ces dérivées partielles dans la formule de calcul des symboles de
Christoffel 2.3.73, nous les obtenons en sommant sur l’indice répété α. Pour le tenseur
métrique donné, la plupart des symboles de Christoffel seront nuls car il est diagonal
et ne dépend que de r et θ. Les symboles de Christoffel non nuls sont :

Γr
θθ = −r (2.3.80)

Γr
ϕϕ = −r sin2(θ) (2.3.81)

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1

r
(2.3.82)

Γθ
ϕϕ = − sin(θ) cos(θ) (2.3.83)

Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1

r
(2.3.84)

Γϕ
θϕ = Γϕ

ϕθ = cot(θ) (2.3.85)

NB :
— Le symbole de Christoffel Γr

θθ est calculé comme suit :

Γr
θθ =

1

2
grr
(
−∂gθθ
∂xr

)
puisque la seule dérivée non nulle de gθθ est par rapport à r. En substituant

les valeurs, nous obtenons :

Γr
θθ =

1

2

(
−∂(r

2)

∂r

)
= −r.

— Un autre exemple est le symbole de Christoffel Γθ
rθ, qui est calculé comme

suit :
Γθ
rθ =

1

2
gθθ
(
∂grθ
∂xθ

+
∂gθθ
∂xr

− ∂grθ
∂xθ

)
où le seul terme non nul est ∂gθθ

∂xr . Cela nous donne :

Γθ
rθ =

1

2
gθθ
(
∂gθθ
∂r

)
=

1

2

(
1

r2

)
(2r) =

1

r
.

Calcul du Tenseur de Riemann, du Tenseur de Ricci et du Scalaire de
Ricci

Dans cet espace sphérique, tous les composantes du tenseur de Riemann et du
tenseur de Ricci, ainsi que le scalaire de Ricci, sont nuls, illustrant la géométrie d’un
espace plat.
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Démonstration. Le tenseur de courbure de Riemann est défini par l’expression :

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ (2.3.86)

Prenons par exemple les symboles de Christoffel fournis par 2.3.80 :

Γθ
ϕϕ = − sin(θ) cos(θ),

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1

r

(2.3.87)

Nous pouvons procéder au calcul des composantes du tenseur de Riemann. Par
exemple, nous pouvons calculer Rθ

rθr :

Rθ
rθr = ∂θΓ

θ
rr − ∂rΓ

θ
θr + Γθ

θλΓ
λ
rr − Γθ

rλΓ
λ
θr (2.3.88)

Ainsi, pour le calcul du composant du tenseur de Riemann Rθ
rθr, nous avons :

— Le premier terme ∂θΓθ
rr est nul car Γθ

rr est nul.
— Le deuxième terme ∂rΓθ

θr implique la dérivée partielle de Γθ
θr par rapport à r,

qui est − 1
r2

.
— Le troisième terme est la somme sur λ de Γθ

θλΓ
λ
rr, mais comme Γλ

rr est nul
pour λ ̸= r, ce terme est nul.

— Le quatrième terme est la somme sur λ de Γθ
rλΓ

λ
θr, qui pour λ = θ donne(

1
r

) (
1
r

)
= 1

r2
.

La somme des deux termes non nuls (termes 2 et 4) est :

− 1

r2
+

1

r2
= 0

Ainsi, le composant Rθ
rθr du tenseur de Riemann est nul.

Le tenseur de Ricci, obtenu en contractant le tenseur de Riemann sur son premier
et troisième indice, est donné par :

Rµν = Rλ
µλν (2.3.89)

Enfin, le scalaire de Ricci, qui est la trace du tenseur de Ricci, est calculé comme
suit :

R = gµνRµν (2.3.90)

Comme le tenseur de Riemann est nul, il s’ensuit que le tenseur de Ricci et son
scalaire sont également nuls.

Code de calcul Mathematica :

(∗ Importat ion du package ∗)
(∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−∗)
Needs [ "OGRe‘ " ]
(∗ De f i n i t i o n des coordonnees ∗)
TNewCoordinates [ " Sphe r i c a l " , {r , \ [ Theta ] , \ [ Phi ] } ]
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(∗ De f i n i t i o n du Tenseur Metrique ∗)TShow@
TNewMetric [ " Spher i ca lMetr i cTensor " , " Sphe r i c a l " ,
DiagonalMatrix [ { 1 , r ^2 , r^2 Sin [ \ [ Theta ] ] ^ 2 } ] ]

(∗ Element de l i g n e ∗)
TLineElement [ " Spher i ca lMetr i cTensor " ]
(∗ Calcu l des symboles de C h r i s t o f f e l ∗)
TList@TCalcChr i s to f f e l [ " Spher i ca lMetr i cTensor " ]
(∗ Calcu l du Tenseur de Riemann∗)
TList@TCalcRiemannTensor [ " Spher i ca lMetr i cTensor " ]
(∗ Calcu l du Tenseur de R i c c i ∗)
TList@TCalcRicciTensor [ " Spher i ca lMetr i cTensor " ]
(∗ Calcu l du S c a l a i r e de R i c c i ∗)
TList@TCalcRicc iScalar [ " Spher i ca lMetr i cTensor " ]

2.3.7 Application de l’Équation des Géodésiques dans la Li-
mite des Champs Faibles

Nous notons l’expression du symbole de Christoffel et de l’équation des géodé-
siques comme suit :

Γλ
µν =

1

2
gλσ (gµσ,ν + gνσ,µ − gµν,σ) (2.3.91)

d2xλ

ds2
+ Γλ

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (2.3.92)

où
∂gµσ
∂xν

= gµσ,ν (2.3.93)

NB :
— Cette équation représente la dérivée partielle du composant du tenseur mé-

trique gµσ par rapport à la coordonnée xν , et elle est souvent écrite avec une
virgule suivie de l’indice de différentiation, qui dans ce cas est ν. La notation
à virgule gµσ,ν est un raccourci courant en relativité générale pour désigner
les dérivées partielles des composantes du tenseur.

— Dans le contexte de la relativité restreinte, il est courant d’utiliser un système
d’unités où la vitesse de la lumière c est définie comme égale à 1 (c = 1). Cela
simplifie les équations et permet d’exprimer plus facilement certaines quan-
tités. Dans ce système d’unités, les distances sont exprimées en unités de
temps (par exemple, années-lumière au lieu de mètres) en raison de l’équiva-
lence c = 1. Pour cela, le temps doit être exprimé en secondes, et les unités de
longueur deviennent une distance parcourue par la lumière en une seconde, ce
qui est exprimé en secondes-lumière (équivalent à "années-lumière"). Nous
pouvons ainsi exprimer la métrique comme suit :

ds2 = dτ 2 = gµνdx
µdxν (2.3.94)

Néanmoins, nous considérerons maintenant que le temps t, exprimé jusqu’à
présent, sera le temps propre τ dans l’expression de la métrique, afin de
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l’exprimer comme suit :

ds2 = dτ 2 − dx2 − dy2 − dz2 (2.3.95)

Nous allons maintenant démontrer que l’équation 2.3.92 se réduit à l’équation
newtonienne du mouvement lorsque les champs gravitationnels sont faibles et sta-
tiques 18, et lorsque les vitesses sont beaucoup plus petites que la vitesse de la lu-
mière 19, ce qui peut être exprimé comme suit :

gµν = ηµν + hµν avec hµν ≪ ηµν (2.3.96)

NB : Dans la théorie de la gravité linéarisée, nous partons du principe que
l’espace-temps est presque plat. Pour cela, nous représentons le tenseur métrique to-
tal gµν comme la somme de la métrique de Minkowski ηµν , qui décrit l’espace-temps
plat comme vu précédemment, et une petite "perturbation" hµν , qui représente les
écarts à cette platitude dus à la présence de masse ou d’énergie. Nous verrons cela
plus tard dans l’étude du répulseur dipolaire pour un système stationnaire (Section
3.3).

En intégrant ce tenseur métrique dans l’expression 2.3.91, nous réalisons que les
dérivées partielles du tenseur métrique dépendent uniquement de hµν , puisque ηµν
est constant et ses dérivées sont nulles. Ainsi, dans la théorie linéarisée de la gravité,
les symboles de Christoffel peuvent être approximés en considérant uniquement les
contributions de la perturbation hµν . Cela est dû au fait que les symboles de Chris-
toffel sont définis par les premières dérivées du tenseur métrique, et dans un champ
gravitationnel faible, hµν est petit par rapport à ηµν . Ainsi, lorsque nous calculons
les symboles de Christoffel pour un champ gravitationnel faible, nous négligeons les
dérivées de ηµν et ne prenons en compte que les dérivées de hµν . Nous obtenons
donc :

gµσ,ν = hµσ,ν et gµν,σ = hµν,σ et gνσ,µ = hνσ,µ (2.3.97)

Γλ
µν =

1

2
(ηλσ + hλσ)(hµσ,ν + hνσ,µ − hµν,σ) (2.3.98)

Étant donné que hµν est petit, nous réalisons que le produit de hλσ avec ses
dérivées partielles contribuera à des termes d’ordre deux ou supérieur (par exemple,
h2, h3, etc.). Ces termes d’ordre supérieur seront significativement plus petits par
rapport aux termes d’ordre un que nous recherchons. Par conséquent, lors du calcul
des symboles de Christoffel, nous négligeons les produits de hµν et de ses dérivées,
ce qui implique que les contributions de hλσ sont négligeables par rapport à celles
de ηλσ. Nous obtenons ainsi :

Γλ
µν ≈ 1

2
ηλσ(hµσ,ν + hνσ,µ − hµν,σ) (2.3.99)

Cette approximation simplifie le processus de calcul de la courbure de l’espace-
temps dans les champs gravitationnels faibles et est fondamentale dans l’analyse des

18. En relativité restreinte, où gµν est très proche de ηµν et indépendant du temps.
19. v/c ≪ 1
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ondes gravitationnelles, où les perturbations hµν représentent des ondulations dans
la courbure de l’espace-temps.

Considérons maintenant 2 cas :
— Pour λ = 0, qui correspond à la coordonnée temporelle en relativité générale,

l’équation des symboles de Christoffel du premier genre devient spécifique
à la coordonnée temporelle. En utilisant le tenseur métrique de Minkowski
η et la perturbation h, le symbole de Christoffel pour λ = 0 est donné par
l’équation :

Γ0
µν =

1

2
η0σ (hµσ,ν + hνσ,µ − hµν,σ) (2.3.100)

Étant donné que η0σ n’est pas nul seulement lorsque σ = 0, ce qui conduit
à η00 = 1, nous obtenons la relation suivante :

Γ0
µν =

1

2
(hµ0,ν + hν0,µ − hµν,0) (2.3.101)

Cependant, étant donné que le champ gravitationnel est statique 20, la
dérivée partielle du tenseur métrique par rapport au temps (∂hµν

∂t
) est nulle.

Cela nous permet de considérer le système comme étant dans un régime
stationnaire par rapport à la métrique de l’espace-temps :

Γ0
µν =

1

2
(hµ0,ν + hν0,µ) (2.3.102)

— Pour les coordonnées spatiales désignées par λ = i (où i, j, k représentent des
indices spatiaux), les symboles de Christoffel peuvent être calculés en utilisant
la métrique de perturbation hµν . Le tenseur métrique de Minkowski ηiσ est
utilisé pour élever l’indice, et il est égal à −1 lorsque les indices correspondent.
Ainsi, les symboles de Christoffel pour les coordonnées spatiales sont donnés
par :

Γi
µν =

1

2
ηiσ (hµσ,ν + hνσ,µ − hµν,σ) (2.3.103)

Cependant, compte tenu du signe négatif des composants spatiaux de ηiσ,
l’équation pour σ = i se simplifie à :

Γi
µν = −1

2
(hµi,ν + hνi,µ − hµν,i) (2.3.104)

Ce signe négatif reflète la convention de signe opposée pour les composants
spatiaux du tenseur métrique de Minkowski par rapport au composant tem-
porel.

Intégrons maintenant ces résultats dans l’équation des géodésiques 2.3.92 pour
chaque cas :

— Pour λ = 0, nous savons que xλ = x0 = ct, alors :

c2
d2t

ds2
+

1

2
(hµ0,ν + hν0,µ)

dxµ

ds

dxν

ds
= 0 (2.3.105)

20. La métrique de l’espace-temps ne varie pas avec le temps.
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Cependant, le produit suivant générera une somme sur les indices répétés
µ et ν de quantités d’ordres 0, 1 et 2 :

(hµ0,ν + hν0,µ)
dxµ

ds

dxν

ds
(2.3.106)

Considérant que les quantités d’ordre supérieur, en particulier d’ordre 1
et 2, sont hautement négligeables, surtout qu’elles sont basées sur la quantité
déjà petite hµν qui est beaucoup plus petit que ηµν , nous ne retiendrons que les
termes d’ordre zéro. Dans ce contexte, l’ordre zéro fait référence aux termes
où µ et ν sont tous les deux égaux à 0, ce qui correspond aux composants
temporels. Cette simplification nous mène à l’équation suivante :

c2
d2t

ds2
+

1

2
(h00,0 + h00,0) c

2 dt

ds

dt

ds
= 0 (2.3.107)

Dans cette approximation, seuls les termes impliquant la coordonnée tem-
porelle contribuent de manière significative à l’équation du mouvement, sim-
plifiant l’analyse des géodésiques de l’espace-temps dans un champ gravita-
tionnel faible.

Cependant, étant donné que le champ gravitationnel est statique, ces
quantités sont nulles, alors :

c2
d2t

ds2
= 0 (2.3.108)

Cela implique que t est proportionnel à s, ce qui signifie :

s = ct (2.3.109)

— Pour les coordonnées spatiales désignées par λ = i, à partir de 2.3.109, nous
obtenons :

1

c2
d2xi

dt2
− 1

2
(hµi,ν + hνi,µ − hµν,i)

1

c2
dxµ

dt

dxν

dt
= 0 (2.3.110)

Cependant, comme mentionné précédemment, nous ne conserverons que les
quantités d’ordre 0 pour µ et ν qui sont égaux à 0. En raison de la nature
statique des champs gravitationnels, nous obtenons l’équation suivante :

1

c2
d2xi

dt2
+

1

2
h00,i = 0 (2.3.111)

d2xi

dt2
= −c

2

2
h00,i (2.3.112)

Puisque i est un indice spatial prenant les valeurs 1, 2 ou 3, nous trouvons
ainsi une forme d’équivalence "Accélération - Force" qui peut être représentée
sous forme vectorielle :

d2r⃗

dt2
= −

−−→
gradϕ (2.3.113)

avec
ϕ =

c2h00
2

(2.3.114)
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Le lien entre le potentiel gravitationnel et la composante temporelle du tenseur
métrique peut être établi en introduisant 2.3.114 dans 2.3.96, nous obtenons ainsi :

g00 = 1 +
2ϕ

c2
(2.3.115)

Le potentiel gravitationnel ϕ est équivalent à une vitesse au carré (c2). Sachant
que hµν ≪ ηµν , nous pouvons vérifier localement que pour la Terre, h00 = 2ϕ

c2
=

2G·Mt

Rt·c2 = 10−9 ≪ η00 = 1 en utilisant l’expression bien connue pour le calcul du
potentiel gravitationnel :

ϕ =
GM

R
(2.3.116)

2.3.8 Les Solutions de Karl Schwarzschild & Ludwig Flamm

Karl Schwarzschild a développé une solution géométrique complète à l’équation
2.3.1, consistant en deux métriques publiées dans deux articles séparés 21 dont les
formes développées 22 sont les suivantes :

— La première solution décrit, par la métrique 2.3.117, la géométrie exté-
rieure de l’espace-temps entièrement vide autour d’une masse à symétrie
sphérique telle qu’une étoile de rayon rn, comme illustré sur la figure 2.7 :

ds2 =

(
1− 8πGρr3n

3c2r

)
c2dt2 − dr2

1− 8πGρr3n
3c2r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(2.3.117)

Figure 2.7 – Portion d’une hypersurface de Flamm

— La deuxième solution, souvent appelée solution intérieure de Schwarzschild
structurée par la métrique 2.3.118, décrit la géométrie de l’espace-temps à
l’intérieur d’un corps statique, sphériquement symétrique composé d’un fluide
incompressible, tel qu’une étoile de rayon rn, comme illustré sur la figure 2.8 :

ds2 =− dr2

1− 8πGρr2

3c2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
+

[
3

2

√
1− 8πGρr2n

3c2
− 1

2

√
1− 8πGρr2

3c2

]2
c2dt2

(2.3.118)

21. [91] et [90]
22. [1]
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Figure 2.8 – Portion d’une sphère

Cette approche implique l’assemblage de deux segments de solutions d’espace-temps,
spécifiquement deux régions d’hypersurfaces, chacune caractérisée par leurs mé-
triques distinctes. L’assemblage est effectué à une frontière commune, assurant la
continuité de la géométrie de l’espace-temps et la cohérence physique de la solution
combinée à travers l’interface.

La même année, un jeune mathématicien a offert sa propre interprétation du
travail de Schwarzschild. Son nom était Ludwig Flamm. Son travail et son nom
sont restés inconnus de la plupart des spécialistes de la cosmologie pour une raison
simple : son article n’a pas été traduit en anglais avant 2015. Il maîtrisait parfaite-
ment la géométrie des hypersurfaces riemanniennes tridimensionnelles ([34],[35]).

Kruskal et Szekeres, s’appuyant sur la métrique extérieure de Schwarzschild, ont
développé leur modèle renommé fondé sur une nouvelle métrique, considéré comme
le fondement de la théorie des trous noirs. En effet, en prolongeant analytiquement
la solution extérieure de Schwarzschild, ils éliminent “algébriquement” la singularité
de coordonnées à l’“horizon des événements” pour r = Rs (Rayon de Schwarzschild),
par l’introduction d’un nouveau système de coordonnées dans la métrique 2.3.119 :

ds2 =
32m3

r
e−r/2m(dv2 − du2)− r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.3.119)

Cette métrique n’est pas lorentzienne à l’infini. En effet, lorsque r → ∞, le terme
32m3

r
e−r/2m tend vers zéro, car e−r/2m décroît exponentiellement beaucoup plus ra-

pidement que r ne croît.

Ainsi, à l’infini, le terme multiplicatif 32m3

r
e−r/2m devient négligeable devant

(dv2 − du2), ce qui réduit 2.3.119 à 2.3.120.

ds2 ≈ −r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (2.3.120)

Cela démontre que la métrique de Kruskal-Szekeres n’est pas asymptotiquement
plate (et donc pas strictement lorentzienne) à l’infini. Néanmoins, ce système a
été conçu pour rendre la métrique régulière partout, sauf à la “singularité physique
centrale” pour r = 0 [55, 94]. Mais ce modèle a-t-il vraiment un sens physique ?
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2.3.9 Construction des Géodésiques pour la Métrique Exté-
rieure de Schwarzschild

Considérons la métrique extérieure de Schwarzschild (6.53) extraite de [1] (Page
194) :

ds2 =

(
1− 2m

r

)
(dx0)2 −

(
dr2

1− 2m
r

)
− r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) (2.3.121)

où m est une constante d’intégration simple (une longueur), x0 est un marqueur
chronologique (également une longueur), et s est la longueur mesurée sur l’hyper-
surface 4D.

Les auteurs écrivent :
x0 = ct (2.3.122)

Une géodésique est un chemin inscrit sur l’hypersurface, qui correspond à une
longueur minimale :

δ

∫
ds = 0 (2.3.123)

Cela signifie que cette longueur :∫ b

a

{(
1− 2m

r

)
c2dt2 − dr2

1− 2m
r

− r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)}
(2.3.124)

a une valeur minimale le long d’un chemin ainsi paramétré : t(s), r(s), θ(s), ϕ(s).

Écrivons :
ṫ =

dt

ds
, ṙ =

dr

ds
, θ̇ =

dθ

ds
, ϕ̇ =

dϕ

ds
(2.3.125)

Cela revient à rechercher des chemins qui minimisent :∫ b

a

{(
1− 2m

r

)
c2ṫ2 − ṙ2

1− 2m
r

− r2(θ̇2 + sin2 θϕ̇2)

}
ds (2.3.126)

La quantité entre crochets est :

L = L(t, r, θ, ϕ, ṫ, ṙ, θ̇, ϕ̇) ou L = L(xi, ẋi) (2.3.127)

Ce problème a été résolu par le mathématicien français Lagrange, ce qui a conduit
à ce que l’on appelle désormais les équations de Lagrange.

Le calcul des géodésiques est un problème d’“extrémum lié”. Cela est dû au fait
que nous considérons tous les chemins reliant deux points a et b, donc liés à ces
points. Les géodésiques sont alors données par les équations :

d

ds

(
∂L

∂ẋi

)
=
∂L

∂x
(2.3.128)

Avec :

L =

(
1− 2m

r

)
c2ṫ2 − ṙ2

1− 2m
r

− r2
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
(2.3.129)
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∂L

∂t
=
∂L

∂ϕ
= 0,

∂L

∂θ
= −2r2 sin θ cos θϕ̇2 (2.3.130)

Les trois premières équations de Lagrange (6.75), (6.76), (6.77) extraites de [1],
correspondant aux variables θ, ϕ et t, sont les suivantes :

d

ds
(r2θ̇) = r2 sin θ cos θϕ̇2 (2.3.131)

d

ds
(r2 sin2 θϕ̇) = 0 (2.3.132)

d

ds

[(
1− 2m

r

)
ṫ

]
= 0 (2.3.133)

Si nous divisons chaque terme de la métrique 2.3.121 par ds2 :

1 =

(
1− 2m

r

)
c2ṫ2 − ṙ2

1− 2m
r

− r2
(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
(2.3.134)

En relativité générale, l’exploitation de la symétrie sphérique d’une solution peut
simplifier l’analyse des géodésiques. Dans le cas de la métrique de Schwarzschild, qui
est effectivement sphériquement symétrique, cette symétrie peut être exploitée pour
réduire le problème à deux dimensions.

La métrique de Schwarzschild, en coordonnées sphériques, dépend des variables
r, θ, ϕ, et t. La symétrie sphérique indique que la métrique ne change pas lorsqu’on
effectue des rotations autour du centre. Cette propriété nous permet de simplifier
le problème en choisissant des géodésiques qui restent dans un plan constant. Il est
courant de choisir le plan équatorial pour simplifier les calculs, ce qui correspond à
fixer θ = π/2. Dans ce plan, la coordonnée θ ne change pas, ce qui signifie que dθ = 0
et donc la composante de la métrique impliquant dθ disparaît (voir la Figure 2.9).

Figure 2.9 – Vecteurs unitaires en coordonnées sphériques

Ensuite, en examinant le Lagrangien (qui est une fonction résumant la dyna-
mique d’un système) associé à cette métrique, nous pouvons trouver les équations

44



CHAPITRE 2. FONDEMENTS THÉORIQUES

du mouvement pour les géodésiques. Pour un objet se déplaçant dans le plan équa-
torial, la composante azimutale de son moment angulaire, liée à ϕ, est conservée, ce
qui est une conséquence de la symétrie axiale de la métrique par rapport à l’axe per-
pendiculaire au plan équatorial. Mathématiquement, cela s’exprime par l’équation :

r2ϕ̇ = h = constante (2.3.135)

où h est une constante de mouvement (moment angulaire par unité de masse),
r est la coordonnée radiale, et ϕ̇ est la dérivée de la coordonnée azimutale ϕ par
rapport au temps propre s (le temps mesuré par une horloge se déplaçant avec
l’objet).

Cela nous indique que la quantité r2ϕ̇ reste constante le long de la géodésique.
L’équation 2.3.133 ci-dessus s’intègre et donne :(

1− 2m

r

)
ṫ = l = constante (2.3.136)

Par substitution, nous obtenons alors l’équation différentielle :

1 =

(
1− 2m

r

)−1

c2l2 −
(
1− 2m

r

)−1

ṙ2 − h2

r2
(2.3.137)

qui donne r en fonction du paramètre s. Mais en utilisant une équation présentée
précédemment, nous pouvons passer à une équation différentielle mettant en vedette
la dérivée :

r′ =
dr

dϕ
=
ṙ

ϕ̇
(2.3.138)

De 2.3.135 et 2.3.136, nous obtenons alors :

ṙ = ϕ̇r′ =
h

r2
r′ (2.3.139)

Nous pouvons alors obtenir l’équation différentielle reliant r et l :(
1− 2m

r

)
= c2l2 − h2

r4
r′

2 − h2

r2

(
1− 2m

r

)
(2.3.140)

Nous pouvons ensuite faire la transition de la variable r à une variable u tel que :

u =
1

r
=⇒ r′ = − u′

u2
(2.3.141)

Puis, de 2.3.138, nous pouvons déduire :

dϕ =
dr

r′
=

du

u′
(2.3.142)

Ce qui nous amène à :

(1− 2mu) = c2l2 − h2u′2 − h2u2(1− 2mu) (2.3.143)

qui se réduit à :
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u′2 =

(
c2l2 − 1

h2

)
+

2m

h2
u− u2 + 2mu3 (2.3.144)

Ainsi, de 2.3.142, l’intégration donne :

ϕ = ϕ0 +

∫ u

u0

dv√
c2l2−1

h2 + 2m
h2 v − v2 + 2mv3

(2.3.145)

Ceci constitue une solution exacte de l’équation d’Einstein qui exprime l’angle ϕ
en tant qu’intégrale de u = 1

r
. Inversement, cela nous donne u en tant que fonction

inverse (implicite) de ϕ, ce qui conduit à des géodésiques “quasi-elliptiques”, dépen-
dant des deux constantes d’intégration l et h.

En effet, si h est grand, cela signifie que la géodésique parcourue par une par-
ticule de test s’écartera d’une trajectoire de chute libre radiale car elle aura une
quantité significative de moment angulaire spécifique. Par conséquent, sa trajectoire
sera moins affectée par la force de gravité directement vers le corps central, l’ame-
nant à s’écarter d’une chute radiale directe et à suivre un chemin plus courbé ou
“quasi-elliptique”.

En ignorant la région à l’intérieur de la sphère de Schwarzschild (r<2m), il est
possible de représenter en 3D les géodésiques planes associées à cette métrique sta-
tionnaire. La représentation de la sphère de Schwarzschild peut être envisagée comme
un cercle qui se projette dans l’espace-temps le long de la dimension temporelle de
Schwarzschild ts. Si nous considérons une étoile à neutrons avec un rayon de 10 km,
elle restera stable à la limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) d’environ 2
masses solaires. La limite TOV représente la masse maximale critique qu’une étoile
à neutrons peut avoir tout en restant stable. Cela place l’horizon d’une masse ponc-
tuelle équivalente à une distance de son centre d’environ 6 km (rs = α). Étant donné
que le rayon de l’étoile est environ 3/2 fois rs, nous positionnons l’horizon de cet
objet à rs = 2 pour un rayon de 3. Cette configuration a permis à un internaute de
représenter, à l’aide de Mathematica, la géodésique d’une particule témoin suivant
une trajectoire en chute libre vers cet objet, comme illustré par la figure 2.10.
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Figure 2.10 – Représentation d’une Géodésique en Chute dans le Système de
Coordonnées (r, ϕ, ts)

Quelle que soit la direction de déplacement de la géodésique, en l’occurrence
centripète, avec ce choix de coordonnée temporelle, il faudrait une durée infinie
pour s’approcher de la sphère de Schwarzschild. En effet, comme nous pouvons le
voir sur les Figures 2.11 et 2.12, pour un observateur lointain, tout objet s’approchant
de l’horizon d’une étoile à neutrons proche de sa criticité physique ou d’un objet
supermassif, comme ceux dont l’approche alternative sera étudiée au chapitre 8,
subirait une dilatation temporelle près de ce qu’on appelle le rayon de Schwarzschild.
Cependant, pour l’objet lui-même (ou un observateur se déplaçant avec l’objet), le
temps continuerait de progresser normalement (Respectivement, la courbe bleue par
rapport à la courbe en pointillé).
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Figure 2.11 – Dilatation Temporelle pour un Observateur Lointain

Figure 2.12 – Dilatation Temporelle en Approchant de l’Horizon de l’Objet
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Du point de vue de cet observateur lointain, l’objet mettrait apparemment une
durée infinie à atteindre cet horizon. En conséquence, il serait perçu comme ralen-
tissant progressivement, apparaissant presque figé ou faisant un arrêt sur image près
de l’horizon.

Ce phénomène est une conséquence de la relativité générale, qui prédit que la
présence d’une masse significative courbe l’espace-temps. Cette courbure affecte le
passage du temps, conduisant à une dilatation temporelle dans des champs gravita-
tionnels intenses.

Cet aspect constitue l’un des piliers de la théorie des trous noirs. Mais existe-t-il
une autre alternative ? C’est ce que nous explorerons plus tard au chapitre 6.

2.3.10 La Solution de Roy Kerr

En 1963, Roy Kerr, un éminent mathématicien néo-zélandais, a révolutionné la
compréhension de la relativité générale dans le contexte du modèle de trou noir en
proposant une nouvelle solution à l’équation du champ d’Einstein. Contrairement à
la métrique extérieure de Schwarzschild ([91]), qui est utilisée comme fondement du
modèle de trou noir statique et sphériquement symétrique, la solution de Kerr est
axi-symétrique, représentant un trou noir en rotation ([51]). Cette découverte était
particulièrement significative à l’époque car elle fournissait un modèle plus réaliste
pour de nombreux objets célestes.

La métrique de Kerr est exprimée en coordonnées de Boyer-Lindquist (t, r, θ, ϕ)
([21]), et son élément de ligne est donné pour c = 1 par :

ds2 =−
(
1− 2GMr

ρ2

)
dt2 − 4GMar sin2 θ

ρ2
dtdϕ+

ρ2

∆
dr2

+ ρ2dθ2 +

(
r2 + a2 +

2GMra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θdϕ2

(2.3.146)

où

∆ = r2 − 2GMr + a2,

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ.

M est la masse de l’objet central en rotation, souvent un trou noir, influençant
l’espace-temps environnant, et a est le moment angulaire spécifique de l’objet en
rotation. Le terme important à noter ici est −4GaMr sin2 θ

ρ2
dtdϕ, qui représente l’effet

d’entraînement de l’espace-temps dû à la rotation de l’objet, typiquement un trou
noir. Cette caractéristique peut être interprétée comme une manifestation de l’idée
d’Ernst Mach sur la relativité du mouvement, où l’espace-temps lui-même semble
être influencé par la présence de matière en mouvement.

La pertinence de la solution de Kerr a été encore soulignée par la découverte des
pulsars en 1967, initialement compris comme des étoiles à neutrons tournant à des
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vitesses incroyablement élevées, parfois atteignant mille rotations par seconde. Bien
que la métrique de Kerr soit principalement appliquée au modèle de trou noir, ses
implications pour la compréhension d’autres objets astrophysiques compacts, tels
que les étoiles à neutrons, sont également significatives.

L’astrophysicien renommé Subrahmanyan Chandrasekhar a salué la solution de
Kerr, la considérant comme une avancée majeure dans la recherche mathématique
appliquée en physique théorique ([19]).

Ce qui est important de souligner à travers cette approche de Kerr, c’est la
possibilité d’explorer d’autres propriétés de représentation, comme l’introduction,
par exemple, d’un terme drdt dans la métrique extérieure de Schwarzschild, dont
les implications seront étudiées au chapitre 6.

2.4 Les Travaux d’Andrei Sakharov & Jean-Marie
Souriau

Le modèle cosmologique de Jean-Pierre Petit compile la théorie de la relativité
d’Albert Einstein, le modèle d’Andrei Sakharov (inversion du temps et asymétrie
baryonique) ainsi que la théorie des groupes dynamiques de Jean-Marie Souriau, qui
établit un lien entre l’inversion du temps à celle de l’énergie, donc de la masse ([70]).

En effet, l’asymétrie baryonique de l’univers est considérée comme l’un des pro-
blèmes les plus significatifs de la physique actuelle. Plus précisément, cela se réfère
à l’observation qu’il existe une quantité nette de baryons (particules composées de
trois quarks, comme les protons et les neutrons) dans l’univers, mais presque pas
d’antibaryons (particules composées de trois antiquarks). L’univers aurait dû être
créé avec une quantité égale de matière baryonique et d’antimatière antibaryonique
depuis le Big Bang, ce qui aurait conduit à leur annihilation mutuelle, leur masse se
transformant en photons. Mais où est passée cette antimatière primordiale ?

Dans les années 1960, les scientifiques ont découvert que le taux de production de
matière (à partir de la combinaison de quarks primordiaux) se produit légèrement
plus rapidement que le taux de production d’antimatière (à partir de la combinai-
son d’antiquarks), un phénomène connu sous le nom de “violation CP” ([24]). Cela
était paradoxal car de tels processus de combinaison étaient auparavant considérés
comme symétriques. Cependant, en raison de cette violation CP, plus de matière a
été synthétisée dans l’univers primordial et a prévalu sur l’antimatière.

Le physicien russe Andrei Sakharov a été le premier, à partir de 1967, à restaurer
une symétrie globale, considérant que l’univers n’était pas composé d’une seule entité
mais de deux univers jumeaux émanant de la même singularité du Big Bang, ayant
deux flèches du temps opposées à partir du moment t = 0. La singularité initiale
Φ inverse non seulement le temps (T-symétrie) mais aussi la parité (P-symétrie,
également appelée “énantiomorphie”) ainsi que la conjugaison de charge (C-symétrie,
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qui transforme une particule en son antiparticule, et vice versa), induisant une CPT-
symétrie complète ([85],[86],[87]). La violation de la symétrie CP est également
inversée dans l’univers jumeau, ce qui signifie que l’antimatière a prévalu sur la
matière. Il convient de noter que Sakharov s’est concentré sur la description de
la CPT-symétrie uniquement dans le contexte de la physique des particules, donc
sans impliquer la gravitation dans son modèle, de sorte que les univers jumeaux
n’interagissent jamais sauf au moment de leur naissance comme sur la Figure 2.13 :

Figure 2.13 – Modèle Cosmologique de Sakharov

2.5 Approche Bimétrique Introduite par la Géomé-
trie Riemannienne Hyperbolique

La géométrie riemannienne hyperbolique joue un rôle essentiel dans le modèle
cosmologique Janus. Cette branche de la géométrie étudie les espaces courbés avec
une courbure négative constante. Cette géométrie permet de conceptualiser des es-
paces avec des courbures à la fois positives et négatives. Cependant, il est important
de noter qu’actuellement, il n’existe aucune théorie mathématique bimétrique ou
multimétrique introduite dans la géométrie riemannienne hyperbolique sur laquelle
un modèle cosmologique bimétrique peut être basé. En effet, les modèles théoriques
actuels restent heuristiques. Par exemple, deux approches ont été tentées en 2002
et 2008 par Thibauld Damour ([26]) et Sabine Hossenfelder ([48]), respectivement.
L’une était basée sur l’introduction de gravitons lourds et légers dans un système
d’équations de champ bimétrique, et l’autre était plus ou moins similaire à notre
modèle.

En effet, Damour et Kogan tentent de construire une théorie des “deux membra-
nes”, impliquant un spectre de gravitons massifs, mais ce document de 40 pages se
termine en queue de poisson. Au passage, ils montrent qu’une telle bigravité doit
obéir à un système de deux équations de champ couplées :

2M2
L

(
Rµν(g

L)− 1

2
gLµνR(g

L)

)
+ ΛLg

L
µν = tLµν + TL

µν (2.5.1)

2M2
R

(
Rµν(g

R)− 1

2
gRµνR(g

R)

)
+ ΛRg

R
µν = tRµν + TR

µν (2.5.2)
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Ensuite, Sabine Hossenfelder propose un modèle raffiné abordant le concept de
masse négative dans l’univers. Cependant, en 1957, Hermann Bondi a tenté d’in-
troduire ces masses dans le modèle d’Albert Einstein. Mais, le phénomène dit de
fuite révèle des contradictions physiques, que le modèle viole telles que les principes
fondamentaux de la physique, comme le principe d’action-réaction et d’équivalence
([13]). Hossenfelder va plus loin pour formuler une paire de nouvelles équations de
champ couplées :

(g)Rvk −
1

2
gvk

(g)R = Tkv − V

√
h

g
avva

k
k (2.5.3)

(h)Rvk −
1

2
hvk

(h)R = T vk −W

√
g

h
akka

v
vTkv (2.5.4)

Ensuite, comme elle n’a pas pu résoudre l’incohérence avec les principes physiques et
croyait qu’elle était inextricablement liée à la “gravité bimétrique”, elle a abandonné.

Le point commun entre ces deux approches est qu’elles sont purement théoriques
et n’ont pas fourni de résultats validés par des observations. Le seul crédit qui peut
être attribué à notre modèle cosmologique, par rapport aux deux précédents, est
qu’il possède de nombreux points d’ancrage avec l’observation et plusieurs prédic-
tions physiques que nous verrons dans la Section 3.2.

La géométrie riemannienne hyperbolique est une branche de la géométrie rieman-
nienne qui étudie les espaces avec une courbure négative constante, correspondant
mathématiquement à une forme hyperbolique souvent décrite comme étant “en forme
de selle”. Plus précisément, la courbure négative constante de l’espace hyperbolique
peut être décrite comme le comportement asymptotique de l’hyperbole dans les deux
directions : les branches de l’hyperbole divergent indéfiniment sans jamais conver-
ger. Cette caractéristique est une propriété importante de l’espace hyperbolique et
peut être utilisée pour le distinguer de la géométrie euclidienne et de la géométrie
riemannienne sphérique.

Par exemple, sur la Figure 2.14, les lignes rouges dessinant les triangles sont les
géodésiques de la surface. Pour simplifier, une géodésique est le chemin le plus court
entre deux points dans l’espace. Imaginez que vous êtes dans un espace euclidien plat,
comme sur une grande feuille de papier ; ici, ce chemin est juste une ligne droite.
Mais sur des surfaces courbées, qu’elles soient positivement courbées (géométrie
sphérique) ou négativement courbées (géométrie hyperbolique comme une selle de
cheval), une géodésique peut être tracée en utilisant une corde ou un élastique tendu
entre deux points sur cette surface, représentant le chemin le plus court. Ainsi,
contrairement à la géométrie euclidienne où la somme des angles d’un triangle égale
180 degrés, cette somme dépasse 180 degrés en géométrie sphérique (riemannienne)
et est inférieure à 180 degrés en géométrie hyperbolique (également un type de
géométrie riemannienne).
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Figure 2.14 – Types de Courbure Spatiale

Il est important de noter qu’un espace euclidien “plat” 23, n’est pas nécessaire-
ment un plan plat. Reprenez l’exemple précédent de la feuille : même si elle est
pliée plusieurs fois, comme de la tôle ondulée, sa courbure reste nulle partout. Cela
signifie que la géodésique tracée sur sa surface ne change pas, car la feuille ne s’étire
pas. Il en va de même pour les surfaces euclidiennes fermées comme un cylindre ou
un cône : contrairement à ce que l’on pourrait penser, elles n’ont pas de courbure.
Selon la géométrie euclidienne, bien qu’elles apparaissent courbées, elles peuvent
être considérées comme “plates” car leur surface peut être dépliée en un plan sans
étirement.

23. Un espace à courbure nulle.
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Chapitre 3

Le Modèle Cosmologique Janus de
Jean-Pierre Petit

3.1 Description

Le Modèle Cosmologique Janus propose une vision révolutionnaire de l’univers,
caractérisée par une variété riemannienne avec deux métriques distinctes. Ces mé-
triques gèrent les masses positives et négatives de manière unique, offrant une inter-
prétation cohérente dans le cadre de la relativité générale, confirmée par les obser-
vations, tout en évitant les paradoxes traditionnels.

Géométriquement, ce modèle équivaut au repli des deux nappes d’Andreï Sakha-
rov, CPT symétriques, constituant alors le revêtement à deux feuillets de la variété,
chacun étant alors équipé de sa propre métrique hyperbolique.

Figure 3.1 – Représentation didactique 2D du modèle Janus de J-P Petit

On désignera par gµν la métrique du premier feuillet le long duquel s’inscrivent
les géodésiques parcourues par les masses positives et les photons d’énergie positive.
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Et par hµν la métrique attachée au second feuillet, qui engendrera les géodésiques
parcourues par les masses de la seconde matière et celles parcourues par les photons
d’énergie négative. Et on fera en sorte que les masses de cette seconde matière, né-
gatives, soient auto-attractives et satisfassent, vis-à-vis de leur interaction avec les
masses positives, le principe d’action-réaction.

La crise en cosmologie s’est installée depuis un demi-siècle. Tout a commencé
avec l’impossibilité que les forces de gravité, newtoniennes, parviennent à contreba-
lancer la force centrifuge. Dans notre galaxie, le Soleil suit une orbite proche de celle
d’un cercle, à 30 km/s. La force de gravité devrait l’empêcher de quitter cette orbite.
Mais quand on la calcule sur la base de la seule matière visible, on la trouve cinq fois
trop faible. Alors, on invente le concept de matière sombre. Cette matière sombre, on
la traque alors pendant des décennies, de toutes les façons possibles, sans succès. On
croit d’abord qu’elle peut être représentée par les MACHOs (Massive Astrophysical
Compact Halo Objects). Échec. Alors imaginer que cette masse non détectée puisse
être celle de particules de forte masse, les neutralinos, interagissant faiblement avec
la matière ordinaire. Ces neutralinos, on tente de les capturer, dans des mines, des
tunnels, dans l’espace. Rien.

Pire encore : les mesures effectuées sur les supernovae distantes montrent que
l’expansion de l’univers, aujourd’hui, ne faiblit pas. Au contraire, elle s’accélère.
Alors on invente autre chose : l’énergie noire. De quoi est-elle faite ? Mystère com-
plet.

On attend que le nouveau télescope spatial James Webb apporte des choses nou-
velles. Il le fait, mais cela ne va pas dans le sens souhaité. Il met en évidence l’exis-
tence de galaxies, plus massives que celles que nous observons autour de nous, do-
tées d’une structure de spirale barrée, entièrement formée. L’analyse de leur spectre
montre qu’elles contiennent de l’oxygène, résultat d’une nucléosynthèse, rejetée par
les supernovae. Elles recèlent des étoiles matures. Même en dotant la matière sombre
de l’univers de toutes les vertus possibles et imaginables, les experts ne parviennent
pas à former ces objets en moins d’un milliard d’années. Or le JWST en trouve âgés
de 500, 400, et maintenant 300 millions d’années.

Il faut changer de modèle. Alors la blogueuse Sabine Hossenfelder se demande
pourquoi la communauté scientifique ne se décide pas à prendre à bras-le-corps le
« modèle de l’israélien Mordekaï Milgrom » pour qui, à distance, la loi de Newton
n’est plus en 1/r2 mais en 1/r. La base théorique ? Elle tient en trois mots. La force
centrifuge est en V 2/r. Pour que les trajectoires soient circulaires avec une vitesse
V constante, il suffit que la force de gravité soit en 1/r.

Depuis trois décennies, Jean-Pierre Petit propose que la présence de masse né-
gative apporte la solution. Pourtant l’introduction de ces masses est incompatible
avec la relativité générale. L’équation d’Einstein, qui est sa base, fournit les lois
d’interaction. En l’occurrence la loi de Newton, liant des masses positives. Le prin-
cipe d’action-réaction est alors satisfait. Mais, comme montré par le cosmologiste
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Figure 3.2 – Cliché du JWST montrant la plus jeune galaxie

Hermann Bondi en 1955, en ajoutant des masses négatives, rien ne va plus. Le prin-
cipe d’action-réaction est brisé : quand deux masses de signes opposés entrent en
interaction, la masse positive s’enfuit, poursuivie par la masse négative.

Jean-Pierre Petit, depuis dix ans, passe outre. Si un modèle avec une seule mé-
trique, solution d’une unique équation de champ, ne fonctionne pas, envisageons un
modèle bimétrique, dont les solutions sont deux métriques, différentes, mais, solu-
tion d’un couple d’équations de champ couplées. Il n’est pas le premier à tenter cette
aventure.

Avant lui, Damour et Kogan [26] envisagent cette configuration, dans un papier
de plus de quarante pages, sans aucun résultat tangible. En 2008, l’allemande Sa-
bine Hossenfelder tente le coup de son côté [48]. Comme Damour et Kogan, elle
sait que pour que la solution mathématique jouisse de propriétés d’invariance, il
faut qu’elle découle d’un Lagrangien. Alors, comme jadis pour l’équation d’Einstein,
dont le mathématicien David Hilbert a montré qu’elle dérivait de ce qu’on appela
par la suite « l’action de Hilbert-Einstein », les équations sont obtenues par méthode
variationnelle. Reste à bien choisir cette action. Pas plus elle que ses deux prédé-
cesseurs n’imagine la clé du problème : envisager une profonde dissymétrie entre les
deux entités. Petit est le seul à l’envisager et nous détaillerons cela plus loin.

En 2019, Thibault Damour attaque les papiers publiés par Petit dans deux ar-
ticles successifs, non pas publiés dans des revues à comité de lecture, mais simple-
ment mis en ligne sur la page du site de l’Institut des Hautes Études, dont il relève.
Pratiquement six ans plus tard Petit, réplique en publiant sa propre dérivation La-
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grangienne ([70]).

Les démarches de Damour, d’Hossenfelder, et de Petit ont quelque chose de fon-
damentalement différent. Celle de Petit est essentiellement heuristique. Il construit
un modèle pour rendre compte d’une réalité observationnelle : la structure à très
grande échelle de l’univers, lacunaire. Et pendant des décennies, il revient sans cesse
sur ce nécessaire accord. Chez Damour et Hossenfelder, ce pragmatisme est pour
ainsi dire absent. Quand en 2002 Damour, et son collaborateur Kogan publient leur
article, celui-ci s’appuie déjà sur une démarche exempte de toute base physique.
Alors que nul n’est parvenu à quantifier la gravitation, dans le cercle des physiciens
théoriciens, on a déjà envisagé de doter les gravitons, non seulement d’une masse,
mais d’un spectre de masse. Qui plus est, Kogan a « démontré » qu’au sein de cette
population de gravitons massifs il existerait un gap, séparant les gravitons légers des
gravitons lourds.

3.2 Un Nouvel Éclairage

Le Modèle Cosmologique Janus apporte donc un nouvel éclairage sur des ques-
tions cosmologiques clés dont les réponses sont confirmées par de nombreuses obser-
vations et prédictions dont voici une liste non exhaustive :

— Confinement des galaxies par les masses négatives environnantes 1.

— Explication de la forme des courbes de rotation des galaxies (aplatissement).
Résultats dans la section des Simulations de Galaxies Spirales Stables.

— Ce modèle explique l’accélération gravitationnelle plus élevée que prévu des
étoiles en orbite aux confins des galaxies en raison de la présence de masses
négatives.

— Explication de la vitesse élevée des galaxies au sein des amas en raison de la
contribution antigravitationnelle des masses négatives.

— Il propose une description mathématiquement détaillée du comportement des
galaxies en s’appuyant sur une approche commune aux équations de Vlasov
et de Poisson. Il prédit que les vitesses des étoiles au sein d’une galaxie s’or-
ganisent en un ellipsoïde orienté vers le centre galactique, une hypothèse
confirmée par la mesure des vitesses résiduelles des étoiles près du système
solaire (Voir le chapitre 4).

— Il explique les effets de lentille gravitationnelle autour des galaxies comme
sur la figure 3.3.

1. https://webbtelescope.org/contents/media/images/2022/044/
01GG7S6F5V52E5F489R72X7ZNE
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Figure 3.3 – Effets de lentille gravitationnelle
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— Explication de la structure lacunaire de l’univers occupée par des amas de
masses négatives sous forme de bulles de savon interconnectées comme sur la
figure 3.4.

Figure 3.4 – Structure lacunaire de l’univers

Cette structure a également été établie en 2018 par Tsvi Piran dans son
article [82], où il met en évidence la distribution des galaxies dans ce qu’il
appelle des "murs" en raison de la compression antigravitationnelle des ré-
gions sous-denses de masses négatives concentrées dans la matière noire des
espaces vides. Les observations montrent que ces espaces vides occupent une
partie significative du volume de l’Univers. La corrélation entre les vides
dans la distribution des galaxies et les régions de faible densité de matière
noire démontre clairement l’origine gravitationnelle de ces vides. Les régions
sous-denses primordiales, connues sous le nom de "vides cosmologiques né-
gatifs", agissent comme des masses gravitationnelles négatives et servent de
germes pour les vides observés. Les centres de ces régions sous-denses sont
des masses gravitationnelles effectives qui repoussent la matière, l’alignant le
long des murs entre les centres. Les vides sont centrés autour de ces masses
et sont entourés par des murs de galaxies. Finalement, les murs se fissurent,
provoquant la fusion des espaces vides avec d’autres vides, créant un réseau
plus large de vides qui confine les galaxies.

— Prédiction et confirmation de la formation précoce de toutes les galaxies ré-
cemment observées par le Télescope Spatial James Webb ([33]). En effet, le
modèle suggère que toutes les galaxies se sont formées ensemble pendant les
premiers 100 millions d’années de l’histoire de l’univers (primordial). Cette
formation a eu lieu lorsque la masse positive a été violemment comprimée
entre de multiples amas de masses négatives, créant une haute pression. La
forte contraction de la matière et des gaz due à l’effet antigravitationnel des
masses négatives a induit un chauffage important, conduisant à un refroidisse-
ment rapide facilité par une structure en feuille. Ce temps de refroidissement
a permis d’atteindre une température suffisante pour initier des réactions de
fusion thermonucléaire, permettant ainsi la naissance des premières étoiles et
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leur regroupement pour former les galaxies que nous connaissons aujourd’hui.

— Explication des galaxies lointaines à décalage vers le rouge élevé (> 7) ap-
paraissant comme naines (luminosité réduite). En effet, les amas de masses
négatives (comme dans la région du Répulseur du dipôle que nous étudierons
dans la Section 3.3) créent un effet de lentille gravitationnelle négatif sur leurs
photons, ce qui a pour effet d’atténuer leur luminosité.

— Vérifications relativistes locales confirmées, telles que l’avance du périhélie de
Mercure ou la déviation des rayons lumineux par le Soleil. En effet, puisque
les deux types de masses se repoussent et considérant que la densité de masse
négative est presque négligeable à proximité du Soleil, la première équation du
système correspond à l’équation de champ d’Einstein (voir la Section 3.3.4).

Figure 3.5 – Déformation de l’espace-temps induite par la masse du Soleil

— L’exploitation de l’asymétrie entre les deux populations de masses positives
et négatives a conduit à la cohérence avec les données d’observations des su-
pernovas de type Ia. L’observation des supernovas de type Ia a été un outil
essentiel pour déterminer les distances des objets célestes et étudier l’expan-
sion de l’univers. Les supernovas de type Ia sont des explosions de supernova
qui se produisent dans des systèmes stellaires binaires où une étoile connue
sous le nom de naine blanche absorbe de la matière d’une étoile compagne jus-
qu’à atteindre une masse critique, provoquant une explosion. Cette asymétrie
pourrait être causée par des processus tels que la rotation ou le champ ma-
gnétique de l’étoile compagne, qui transfère de la matière à la naine blanche.
Si l’asymétrie existe, elle pourrait entraîner une différence de luminosité entre
les supernovas de type Ia, ce qui pourrait expliquer les observations.

— Explication de la nature du Répulseur du Dipôle découvert en janvier 2017
(voir la Section 3.3), où il a été montré qu’il existait une région de l’univers
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apparemment vide, opposée à celle de l’Attracteur de Shapley, qui semblait
repousser toute matière.

Figure 3.6 – Le Répulseur du Dipôle de [47]. L’emplacement du Répulseur du
Dipôle (souligné par les cercles rouges) au sein de la structure à grande échelle
de l’univers. Le Répulseur du Dipôle est une région hypothétique de l’espace d’où
les galaxies sont repoussées, contrebalançant la force attractive du Superamas de
Shapley.

— Le modèle met en évidence un modèle de structure spirale galactique durable
assuré par la friction dynamique qui transfère continuellement de la quantité
de mouvement à l’environnement moins dense de masse négative, permettant
aux bras spiralés de tourner de manière persistante et stable autour de la
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galaxie. Comme illustré ci-dessous, lorsque les bras traversent des régions de
haute densité (masses positives), ils ralentissent et perdent de l’énergie, tandis
que lorsqu’ils passent à travers des régions de faible densité, ils accélèrent et
gagnent de l’énergie. Cela crée des ondes de densité qui se propagent à travers
la galaxie, transférant de la quantité de mouvement à l’environnement de
masse négative.

Figure 3.7 – Spirale barrée d’une simulation numérique par F. Descamp (1992 :
20 000 points)

Figure 3.8 – Évolution du moment cinétique par F. Descamp (1992 : 20 000 points)
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— Explication de l’absence d’observation de l’antimatière cosmique, car elle
émet des photons à énergie négative.

— Explication de la nature des composants invisibles de l’univers : antiprotons,
antineutrons, antielectrons, antihydrogène et antihélium de masse négative.
Ces éléments constituent l’antimatière primordiale, échappant à l’observation
car ils émettent des photons à énergie négative.

— Conjecture confirmée récemment en septembre 2023 [5] : L’antima-
tière C-symétrique (symétrie de charge), développée en laboratoire et émet-
tant des photons d’énergie positive, est gravitationnellement poussée vers le
bas tout comme la matière ordinaire.

— Le modèle offre sa propre interprétation des fluctuations du Fond Diffus Cos-
mologique (CMB) en les attribuant à la réponse de la matière ordinaire de
masse positive aux fluctuations de densité dans les cellules de l’univers ad-
jacentes peuplées d’une distribution de matière de masse négative. Cette si-
tuation est liée à l’instabilité gravitationnelle qui se manifeste au sein de ces
cellules. L’analyse de ces fluctuations sert de moyen pour évaluer le rapport
entre les facteurs d’échelle des deux types de matière. On observe que le rap-
port a(+)

a(−)
est de l’ordre de 100. Par conséquent, on peut en déduire que le

rapport c(−)
c(+)

est de l’ordre de 10 ([74]). Cela implique que l’effet global se-
rait de réduire le temps requis pour les voyages interstellaires par un facteur
mille pour les objets qui réussissent à inverser leur masse, leur permettant
ainsi de se déplacer le long des géodésiques décrites par la métrique hµν de la
deuxième équation de champ 3.3.36, comme nous l’étudierons dans la section
suivante.

Figure 3.9 – Fond Diffus Cosmologique (Souce : Wikipedia)
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— Décalage gravitationnel vers le rouge de 3 déduit des deux premières images
d’objets supermassifs situés aux centres des galaxies M87 et de la Voie lactée
(Voir l’étude menée dans la section 8).

— Il n’y a actuellement pas de réponse à la question : “Qu’y avait-il avant le Big
Bang ?” Selon le Modèle Cosmologique Janus, une structure topologique de
l’univers, “interagissant avec son homologue antichrone”, élimine cette ques-
tion en invalidant le sens de l’adverbe “avant”. En effet, comme nous le verrons
au chapitre 7, la flèche du temps s’inverse au moment du Big Bang.
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3.3 Le Répulseur du Dipôle

3.3.1 Introduction

En 2017, Yehudi Hoffman, B. Tully, H. Courtois et D. Pomarède ont publié la
première carte très détaillée de l’univers [47]. Cette carte était basée non seulement
sur les positions des galaxies, mais intégrait également leur champ de vitesse en
soustrayant l’influence de l’expansion de Hubble aux mesures brutes de leur dé-
calage vers le rouge. Les résultats étaient incroyablement impressionnants et sont
considérés comme l’une des découvertes observationnelles les plus importantes en
cosmologie aujourd’hui, comparable en importance à la découverte d’Edwin Hubble
il y a un siècle. Avant cette étude, on savait que certaines galaxies présentaient des
mouvements convergents vers une région appelée le Grand Attracteur. L’analyse de
2017 a révélé l’influence d’une autre structure, plus grande, située au-delà du Grand
Attracteur, nommée l’Attracteur de Shapley. Cependant, la découverte la plus re-
marquable a été l’identification d’une région presque opposée à ces deux formations,
où aucune galaxie n’a été détectée. À la place, il y avait un vide significatif entouré
de galaxies voisines exhibant un mouvement loin de cette région, formant un motif
de "fuite" centré sur ce vide. Initialement appelé le Répulseur du Dipôle, il a été
ensuite nommé l’Attracteur Dipolaire lorsque l’on a compris qu’il était lié aux for-
mations attractives. Comprendre ce phénomène, qui ne peut pas être attribué à des
artefacts de mesure, nécessite sans aucun doute des progrès significatifs dans notre
compréhension de la dynamique cosmique.

3.3.2 Quelques Tentatives d’Interprétation

Quatre ans après la découverte initiale, il y a eu peu de tentatives pour modé-
liser le phénomène du répulseur dipolaire. Dans son article récent [64], Neiser ne
se concentre pas sur cette question, mais propose plutôt des hypothèses sur la na-
ture du Big Bang, du vide quantique et de l’origine de l’univers. Neiser spécule que
l’antimatière pourrait avoir un effet gravitationnel répulsif, conduisant à la forma-
tion d’étoiles neutrinos et d’étoiles antineutrinos qui se repoussent mutuellement.
Des aspects similaires de répulsion de l’antimatière primordiale sont mentionnés par
Benoit-Lévy et al. en 2012 ([8]), mais sans justification supplémentaire. Heald, dans
son article [45], évoque la situation de Laniakea, qui est poussée par le Répulseur du
Dipôle et attirée par l’Attracteur de Shapley. Encore une fois, l’idée d’une répulsion
entre la matière et l’antimatière est suggérée comme une explication possible de la
structure à grande échelle de l’univers et de l’organisation des vides. Cependant, au-
cun modèle concret n’est donné pour l’objet central dans le grand vide, et l’absence
de lumière émise reste inexpliquée. En 2018, Hoffman et al. utilisent des simulations
numériques pour reconstruire une distribution de matière noire conforme aux don-
nées observationnelles ([46]). Ils suggèrent l’existence d’un biais (ou écart) dans la
distribution de matière noire par rapport à la distribution de luminosité des galaxies.
Or les observations ont révélé que l’expansion de l’univers s’accélère, ce qui indique
la présence d’une composante avec une pression négative ([69], [84], [89]). Un modèle
proposé pour expliquer ce phénomène suggère l’existence de masses négatives pou-
vant contribuer à ces effets antigravitationnels, combinant les influences répulsives
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de la matière noire et de l’énergie noire sur les composants de masse positive. Cette
hypothèse est au centre des travaux correspondant aux références [73] [75] [76] [79]
[80] [78] [77].

3.3.3 Interprétation par les Lacunes de la Matière Noire

Étudions la possibilité qu’un vide de matière noire puisse produire l’effet répulsif
observé. Nous pouvons commencer par considérer un vide sphérique au sein d’une
distribution uniforme de matière noire et utiliser l’équation de Poisson pour analyser
ce système :

d2Ψ

dr2
+

2

r

dΨ

dr
= 4πGρdm (3.3.1)

Cette équation est linéaire et décrit le potentiel gravitationnel en fonction de la
densité. En superposant deux distributions de densité ρ1 et ρ2, le potentiel gravi-
tationnel résultant est la somme des potentiels associés à ces deux distributions :
Ψ = Ψ1 +Ψ2.

En considérant une distribution de densité uniforme ρunif
dm , nous obtenons un

potentiel Ψ1, qui est la solution de l’équation de Poisson 3.3.1 :

Ψ1 =
4πGρunif

dm r
2

3
et g⃗1 = −8πGρunif

dm

3
r⃗ (3.3.2)

Maintenant, en introduisant un volume avec une densité opposée égale à −ρunif
dm ,

nous créons un potentiel Ψ2, qui est la solution de l’équation de Poisson suivante :

d2Ψ2

dr2
+

2

r

dΨ2

dr
= −4πGρunif

dm (3.3.3)

Cette solution est :

Ψ2 = −4πGρunif
dm r

2

3
, g⃗2 =

8πGρunif
dm

3
r⃗ (3.3.4)

Ainsi, nous obtenons le même champ gravitationnel mais avec un signe opposé.
Il est donc répulsif et proportionnel à la distance par rapport au centre de la sphère.

Ensuite, en calculant les potentiels gravitationnels associés à ces deux distri-
butions, nous pouvons observer que le potentiel gravitationnel résultant est nul à
l’intérieur du vide. En d’autres termes, la force gravitationnelle exercée par la dis-
tribution uniforme de matière noire est exactement équilibrée par la force gravita-
tionnelle exercée par la densité opposée créant le vide :

g⃗ = g⃗1 + g⃗2 (3.3.5)

Cependant, quelle que soit la position choisie comme origine des coordonnées, le
champ gravitationnel reste non nul à l’intérieur du vide. Cela signifie que la force
gravitationnelle n’est pas parfaitement équilibrée, ce qui semble contradictoire avec
l’idée d’un vide créant un champ gravitationnel répulsif.
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Pour résoudre ce paradoxe, l’équation de Poisson doit être considérée comme la
version linéarisée de l’équation d’Einstein dans une situation stationnaire, qui définit
le potentiel gravitationnel en termes d’une perturbation de la métrique de Lorentz :

gµν = ηµν + εγµν (3.3.6)

Le calcul classique donne pour la densité propre ρ0 ([1]) :

ε
3∑

i=0

γ00|i|i = −χρ0 (3.3.7)

NB : Dans le contexte de la limite de champ faible étudiée dans la Section 2.3.7,
l’équation 3.3.7 relie les dérivées secondes spatiales de la composante temporelle γ00
du tenseur métrique aux sources gravitationnelles, représentées par la densité locale
de masse-énergie ρ0. Cela nous aide à comprendre comment la courbure de l’espace-
temps réagit à la distribution de masse-énergie, tout en maintenant une relation
précise entre ces deux aspects.

Ainsi, le potentiel gravitationnel est défini comme 2.3.112 par :

Ψ = −c
2

2
εγ00 (3.3.8)

Ensuite, 3.3.7 peut être identifié à l’équation de Poisson. Cependant, cette ap-
proche ne peut pas être appliquée à une distribution uniforme infinie de matière
noire. La conclusion est qu’il est tout simplement impossible de définir un potentiel
gravitationnel au sein d’une distribution uniforme de matière, car l’instabilité gra-
vitationnelle tend à conduire à la formation de clusters, pas de vides, et il n’existe
aucun cadre clair pour la formation de tels vides.

3.3.4 Interprétation par le Modèle Cosmologique Janus

Considérons maintenant l’interaction entre deux entités : la matière ordinaire à
masse positive interagissant avec une masse négative à travers des effets gravitation-
nels. Ce modèle impliquant une masse négative tient compte de l’influence à la fois
de la matière noire et de l’énergie noire.

Nous pouvons décrire ce système de deux entités avec des métriques respectives
gµν et hµν . Soient G et H les scalaires de Ricci correspondants. Nous considérons
alors l’action à deux couches suivantes 2 :

A =

∫
E

(
1

2Γ(g)
G+ S(g,g) + S(h,g)

)√
|g| d4x+

∫
E

( κ

2Γ(h)
H + S(h,h) + S(g,h)

)√
|h| d4x

(3.3.9)

2. L’intégration sur E en utilisant l’élément d4x est une méthode pour calculer l’action totale
dans l’espace-temps bimétrique, reflétant la nature quadri-dimensionnelle de cet univers bimétrique.
Cela implique que l’on considère l’ensemble de l’espace-temps comme domaine d’intégration, inté-
grant les contributions de chaque point à l’action. Le terme d4x représente un élément infinitésimal
d’hypervolume de cet espace-temps bimétrique, servant à “mesurer” chaque segment lors de l’in-
tégration. Il s’agit donc d’une intégrale multiple de volume effectuée sur les quatre dimensions de
l’espace-temps, cumulant les contributions à l’action totale de chaque segment de volume quadri-
dimensionnel, correspondant à chaque métrique.
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Les termes S(g,g) et S(h,h) donneront les termes source liés aux populations des
deux entités, tandis que les termes S(h,g) et S(g,h) généreront les tenseurs d’interac-
tion. Γ(g) et Γ(h) sont les constantes gravitationnelles d’Einstein pour chaque entité.
g et h sont les déterminants des métriques gµν et hµν . Pour κ = ±1, nous appli-
quons le principe de moindre action. La dérivation lagrangienne de cette action nous
donne :

0 = δA

=

∫
E

δ

(
1

2Γ(g)
G+ S(g,g) + S(h,g)

)√
|g| d4x+

∫
E

δ
( κ

2Γ(h)
H + S(h,h) + S(g,h)

)√
|h| d4x

=

∫
E

δ

[
1

2Γ(g)

(
δG

δgµν
+

G√
|g|
δ
√

|g|
δgµν

)
+

1√
|g|
δ(
√
|g|S(g,g))

δgµν
+

1√
|g|
δ(
√
|g|S(h,g))

δgµν

]
δgµν

√
|g| d4x

+

∫
E

δ

[
κ

2Γ(h)

(
δH

δhµν
+

H√
|h|

δ
√
|h|

δhµν

)
+

1√
|h|

δ(
√
|h|S(h,h))

δhµν
+

1√
|h|

δ(
√
|h|S(g,h))

δhµν

]
δhµν

√
|h| d4x

(3.3.10)
Pour toute variation δgµν et δhµν , nous obtenons localement :

1

2Γ(g)

(
δG

δgµν
+

G√
|g|
δ
√

|g|
δgµν

)
+

1√
|g|
δ(
√
|g|S(g,g))

δgµν
+

1√
|g|
δ(
√
|g|S(h,g))

δgµν
= 0

(3.3.11)
κ

2Γ(h)

(
δH

δhµν
+

H√
|h|

δ
√

|h|
δhµν

)
+

1√
|h|

δ(
√

|h|S(h,h))

δhµν
+

1√
|h|

δ(
√
|h|S(g,h))

δhµν
= 0

(3.3.12)
Introduisons alors les tenseurs suivants :

T (g,g)
µν = − 2√

|g|
δ(
√

|g|S(g,g))

δgµν
= −2

δS(g,g)

δgµν
+ gµνS(g,g) (3.3.13)

T (h,h)
µν = − 2√

|h|
δ(
√

|h|S(h,h))

δhµν
= −2

δS(h,h)

δhµν
+ hµνS(h,h) (3.3.14)

T (h,g)
µν = − 2√

|h|
δ(
√

|g|S(h,g))

δgµν
(3.3.15)

T (g,h)
µν = − 2√

|g|
δ(
√

|h|S(g,h))

δhµν
(3.3.16)

En effet, en relativité générale, la dérivée covariante est une manière de généra-
liser la notion de dérivée partielle aux espaces courbes. Contrairement à une dérivée
partielle ordinaire, la dérivée covariante tient compte de la courbure de l’espace-
temps.

Ensuite, pour un tenseur Aρ
νσ, sa dérivée covariante le long d’un indice µ est

donnée par l’expression :

∇µA
ρ
νσ = ∂µA

ρ
νσ + Γρ

µλA
λ
νσ − Γλ

µνA
ρ
λσ − Γλ

µσA
ρ
νλ (3.3.17)
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Ainsi, nous pouvons déduire les deux expressions suivantes :

∇µδΓ
ρ
νσ = ∂µδΓ

ρ
νσ + Γρ

µλδΓ
λ
νσ − Γλ

µνδΓ
ρ
λσ − Γλ

µσδΓ
ρ
νλ (3.3.18)

∇νδΓ
ρ
µσ = ∂νδΓ

ρ
µσ + Γρ

νλδΓ
λ
µσ − Γλ

νµδΓ
ρ
λσ − Γλ

νσδΓ
ρ
µλ (3.3.19)

NB :
— 3.3.19 est obtenue à partir de 3.3.18 en échangeant simplement µ et ν.
— Le terme ∂µAρ

νσ est la dérivée partielle ordinaire du tenseur. Si l’espace-temps
était plat (comme en physique newtonienne), cela suffirait à décrire la varia-
tion du tenseur.

— Les termes avec les symboles de Christoffel Γρ
µλ, Γ

λ
µν et Γλ

µσ représentent la cor-
rection due à la connexion de l’espace-temps, qui tient compte de sa courbure.
En effet, dans l’espace courbe, la connexion (représentée par les symboles de
Christoffel Γ) introduit une correction. Cette correction est nécessaire car les
bases de l’espace tangent (l’espace dans lequel vit le tenseur) changent d’un
point de l’espace-temps à un autre. Ainsi, Γρ

µλA
λ
νσ est le terme qui corrige le

changement de la composante Aλ
νσ lorsque l’on se déplace dans la direction µ

pour l’indice supérieur ρ. Γλ
µνA

ρ
λσ et Γλ

µσA
ρ
νλ sont des termes qui soustraient

la contribution due au changement des indices inférieurs ν et σ. Ces termes
garantissent que la dérivée covariante respecte les règles de transformation
des tenseurs.

En résumé, la dérivée covariante ∇µ d’un tenseur est une combinaison de
sa dérivée partielle ordinaire et de termes qui compensent les changements
de géométrie de l’espace-temps. Elle est construite de manière à ce que la
dérivée du tenseur soit elle-même un tenseur, ce qui n’est pas le cas pour la
dérivée partielle ordinaire.

Ensuite, le tenseur de Riemann est lié aux symboles de Christoffel par l’équation
suivante :

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + Γρ

µλΓ
λ
νσ − Γρ

νλΓ
λ
µσ (3.3.20)

NB : Le tenseur de Riemann Rρ
σµν est une quantité mathématique en relativité

générale qui décrit la courbure intrinsèque de l’espace-temps. Il est défini comme
la différence entre les dérivées partielles des symboles de Christoffel et la somme
des produits des symboles de Christoffel eux-mêmes. Le terme ∂µΓρ

νσ est la dérivée
partielle du symbole de Christoffel Γρ

νσ par rapport à la coordonnée xµ. Ce terme
mesure comment le symbole de Christoffel varie en se déplaçant dans la direction µ.
Le terme ∂νΓρ

µσ est similaire au premier terme, mais avec la dérivée partielle prise
dans une direction différente, xν . Les termes Γρ

µλΓ
λ
νσ et Γρ

νλΓ
λ
µσ décrivent le produit

de deux symboles de Christoffel qui représente l’interaction entre deux connexions
d’espace-temps. Il mesure comment la courbure dans une direction influence la cour-
bure dans une autre direction.

Ensuite, nous pouvons calculer la variation de ce tenseur :

δRρ
σµν = ∂µδΓ

ρ
νσ − ∂νδΓ

ρ
µσ + δΓρ

µλΓ
λ
νσ + Γρ

µλδΓ
λ
νσ − δΓρ

νλΓ
λ
µσ − Γρ

νλδΓ
λ
µσ (3.3.21)
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Ainsi, nous obtenons :

δRρ
σµν = ∇µδΓ

ρ
νσ −∇νδΓ

ρ
µσ (3.3.22)

En contractant les indices ρ et σ dans la relation précédente en utilisant la
convention de sommation d’Einstein, qui stipule qu’un indice répété implique une
sommation implicite sur cet indice, nous pouvons exprimer la variation du tenseur
de courbure de Ricci qui satisfait l’identité de Palatini ([100], [67]) :

δRσν = δRρ
σρν = ∇ρ(δΓ

ρ
νσ)−∇ν(δΓ

ρ
ρσ) (3.3.23)

NB : En relativité générale, la géométrie de l’espace-temps est décrite par une
quantité appelée le tenseur métrique, noté gµν . Ce tenseur contient toutes les infor-
mations sur les distances et les angles dans l’espace-temps.

Le scalaire de Ricci, noté R, est une mesure de la courbure de l’espace-temps en
un point donné. Il est calculé en additionnant (ou en contractant) les composantes
du tenseur de Ricci Rσν avec le tenseur métrique gσν . Mathématiquement, c’est
comme si vous multipliez les matrices du tenseur de Ricci et du tenseur métrique,
puis ajoutiez les termes le long de la diagonale.

De plus, nous devons avoir la dérivée covariante du tenseur métrique égale à
zéro 3. En d’autres termes, lorsque vous vous déplacez à travers l’espace-temps, la
façon dont vous mesurez les distances et les angles ne change pas. C’est une propriété
fondamentale de l’espace-temps en relativité générale qui indique que la géométrie
locale ne change pas lorsque vous vous déplacez, quelle que soit la courbure globale.

En résumé, le scalaire de Ricci R nous donne une idée de la courbure de l’espace-
temps en un point, et le fait que ∇σg

µν = 0 garantit que la forme de l’espace-temps
reste cohérente lorsque nous nous déplaçons, quelle que soit la courbure globale 4.

Nous pouvons donc en déduire :

δR = Rσνδg
σν + gσνδRσν

= Rσνδg
σν + gσν

(
∇ρ(δΓ

ρ
νσ)−∇ν(δΓ

ρ
ρσ)
)

= Rσνδg
σν +∇ρ (g

σνδΓρ
νσ)− gσν∇νδΓ

ρ
ρσ

= Rσνδg
σν +∇ρ(g

σνδΓρ
νσ − gσρδΓµ

µσ)

= Rσνδg
σν +∇ρB

ρ

(3.3.24)

NB : Pour le calcul ci-dessus, nous devons tenir compte de deux règles :
— Les propriétés de la dérivée covariante et la règle de Leibniz (la règle du

produit de la dérivation). La règle de Leibniz pour la dérivée covariante est
similaire à celle de la dérivée ordinaire et s’écrit comme suit :

∇ρ(AB) = (∇ρA)B + A(∇ρB)

où A et B peuvent être des champs scalaires, vectoriels ou tensoriels.

3. ∇σg
µν = 0

4. Cette cohérence est assurée par la compatibilité de la métrique avec la connexion de Levi-
Civita, qui garantit que des concepts géométriques tels que les longueurs et les angles restent
constants lorsqu’ils sont transportés à travers l’espace-temps.
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— Comme noté précédemment, les indices répétés sont appelés indices silencieux
ou muets selon la convention de sommation d’Einstein. En effet, il est utile
de rappeler que lorsque l’indice d’une variable apparaît deux fois dans un
terme, une fois en position supérieure et une fois en position inférieure, cela
implique une sommation sur toutes les valeurs possibles que l’indice peut
prendre. Par exemple, AµBµ implique

∑
µA

µBµ. Considérons les symboles
de Christoffel Γµ

µσ et Γρ
ρσ. Dans ces expressions, les indices µ et ρ sont des

exemples d’indices muets selon la convention de sommation d’Einstein. Cela
signifie que l’expression Γµ

µσ, où la somme est effectuée sur toutes les valeurs
possibles de µ, est identique à Γρ

ρσ, où la somme est effectuée sur toutes les
valeurs possibles de ρ. Ainsi, nous pouvons appliquer les indices de somma-
tion (ρ, ν) → (µ, ρ) dans le dernier terme.

En calculant de deux manières différentes, nous obtenons :

∇µ(
√

|g|δBµ) = ∇µ(
√

|g|)Bµ +
√

|g|∇µ(δB
µ) =

√
|g|∇µδB

µ + 0 =
√

|g|∇µδB
µ

(3.3.25)
∇µ(

√
|g|δBµ) = ∂µ(

√
|g|δBµ) + Γµ

µν

√
|g|δBν = ∂µ(

√
|g|δBµ) + 0 = ∂µ(

√
|g|δBµ)
(3.3.26)

NB : De manière similaire, la dérivée du déterminant du tenseur métrique, repré-
sentée par

√
|g|, est également nulle lorsqu’elle est calculée de manière covariante 5.

Cette dernière propriété simplifie l’expression des intégrales de volume et est fonda-
mentale pour l’application du théorème de la divergence dans l’espace-temps courbe.

Nous pouvons ainsi en déduire que :√
|g|∇µδB

µ = ∂µ(
√
|g|δBµ) (3.3.27)

Considérons maintenant la contribution de
√

|g|∇µδB
µ dans l’action. Soit nµ

un vecteur unitaire normal à ∂E , ε = nµnµ et ya représentant des coordonnées
adaptées à la frontière ∂E , et hab la métrique induite par gab sur la frontière. Nous
avons |ε| = 1, et

√
|h|d3y est une forme volumique de dimension (n − 1) sur la

frontière, avec h = det(hab). Par le théorème de Stokes, nous avons :∫
E

√
|g|∇µδB

µ
√
−gd4x =

∫
E

∂µ(
√

|g|δBµ)d4x (3.3.28)

=

∫
δE

εδBµnµ

√
|h|d3y (3.3.29)

Nous supposerons que la métrique ne varie pas à la frontière (ou qu’il n’y a pas
de frontière). Dans ce cas, le terme ∇µδB

µ
√
−g ne contribue pas à l’action, donc

nous obtenons :
δR

δgµν
= Rµν +

∇ρB
ρ

δgµν
≈ Rµν (3.3.30)

Or, d’après le corollaire avec a = 1
2
, nous avons :

δ
√
−g = 1

2

√
−ggµνδgµν = −1

2

√
−ggµνδgµν (3.3.31)

5. ∇µ

√
|g| = 0

71



CHAPITRE 3. LE MODÈLE COSMOLOGIQUE JANUS DE JEAN-PIERRE PETIT

Ainsi, nous pouvons déduire :

Rδ
√
−g√

−g δgµν
= −1

2
gµνR (3.3.32)

NB : Pour les calculs ci-dessus, nous devons expliquer deux choses :

— La variation du déterminant du tenseur métrique, notée δg, est liée à la varia-
tion du tenseur métrique lui-même, δgµν , à travers la relation δg = ggµνδgµν ,
où g est le déterminant du tenseur métrique et gµν est son inverse. Cette re-
lation découle de la propriété mathématique des déterminants, où la dérivée
d’un déterminant peut être exprimée comme le déterminant multiplié par la
trace du produit de l’inverse de la matrice et de la dérivée de la matrice. Dans
le cas d’une petite variation, la variation de la racine carrée du déterminant
négatif du tenseur métrique, δ

√
−g, est donnée par δ

√
−g = 1

2

√
−ggµνδgµν .

Cette formule est essentielle pour dériver les équations de champ d’Einstein à
partir de l’action d’Einstein-Hilbert, car elle permet l’intégration de l’action
sur la variété spatiale-temporelle à quatre dimensions.

— Dans notre étude, nous utilisons le théorème de Stokes pour simplifier un
calcul fondamental. Ce théorème établit une relation intéressante entre l’in-
tégrale d’une dérivée d’un champ vectoriel sur une région tridimensionnelle
et l’intégrale du même champ vectoriel le long de la frontière de cette région.

Considérons un exemple simple : imaginons une surface fermée dans l’es-
pace (comme la surface d’une sphère). Si nous voulons calculer quelque chose
à l’intérieur de cette surface (par exemple, la somme des valeurs d’un champ),
le théorème de Stokes nous permet de le faire en examinant simplement ce
qui se passe sur la surface elle-même.

L’équation (3.3.28) que nous avons présentée dans notre calcul suit cette
idée. Elle nous dit que l’intégrale de la dérivée d’un champ (∇µδB

µ) sur
une région quadridimensionnelle (E ) peut être équivalente à l’intégrale de
la divergence d’un autre champ (

√
|g|δBµ) sur la même région (E ). Cette

équivalence est réalisée à travers la métrique et un élément de volume qua-
dridimensionnel (d4x).

Ensuite, l’équation (3.3.29) simplifie davantage l’expression en l’amenant
à la frontière de la région (δE ). Elle nous montre que cette équivalence peut
être exprimée comme une intégrale le long de la frontière (δE ), en utilisant
des vecteurs normaux (nµ) à cette frontière et la métrique induite sur celle-ci
(
√
|h|d3y). Autrement dit, cette équation nous permet de comprendre ce qui

se passe à la surface de notre région sans avoir à calculer ce qui se passe à
l’intérieur.

En résumé, le théorème de Stokes nous permet de rationaliser nos cal-
culs en nous montrant comment les phénomènes à l’intérieur d’une région
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peuvent être compris en examinant simplement ce qui se passe à la frontière
de cette région. Cette astuce mathématique est essentielle pour résoudre ces
problèmes complexes.

Nous obtenons alors à partir des équations 3.3.15 et 3.3.16 :√
|h|
|g|
T (h,g)
µν =

√
|h|
|g|

−2√
|h|

δ(
√

|g|S(h,g))

δgµν
=

−2√
|g|
δ(
√
|g|S(h,g))

δgµν
= −2

δS(h,g)

δgµν
+ gµνS(h,g)

(3.3.33)√
|g|
|h|
T (g,h)
µν =

√
|g|
|h|

−2√
|g|
δ(
√

|h|S(g,h))

δhµν
=

−2√
|h|

δ(
√

|h|S(g,h))

δhµν
= −2

δS(g,h)

δhµν
+hµνS(g,h)

(3.3.34)
Introduites dans 3.3.11 et 3.3.12, en tenant compte de 3.3.30, nous pouvons ainsi

déduire les équations de champ couplées de Jean-Pierre Petit décrivant le système
des deux entités :

R(g)
µν − 1

2
gµνG = Γ(g)

(
T (g,g)
µν +

√
|h|
|g|
T (h,g)
µν

)
(3.3.35)

R(h)
µν − 1

2
hµνH = κΓ(h)

(
T (h,h)
µν +

√
|g|
|h|
T (g,h)
µν

)
(3.3.36)

Où T
(h,g)
µν et T (g,h)

µν sont les tenseurs d’interaction du système des deux entités
correspondant à la "géométrie induite", c’est-à-dire la manière dont chaque distri-
bution de matière sur une couche de l’univers contribue à la géométrie de l’autre 6.
Ce système doit obéir aux conditions de Bianchi, qui s’expriment par la relation
suivante :

∇(g)
µ T (h,g)

µν = ∇(h)
µ T (g,h)

µν = 0 (3.3.37)

Supposons que les fluides au sein des entités g et h soient parfaits, avec des
densités d’énergie correspondant aux tenseurs sources suivants :

T (g,g)
µν =


α(g) 0 0 0
0 β(g) 0 0
0 0 β(g) 0
0 0 0 β(g)

 , T (h,h)
µν =


α(h) 0 0 0
0 β(h) 0 0
0 0 β(h) 0
0 0 0 β(h)

 (3.3.38)

Nous prendrons {α(g) > 0, β(g) > 0} et {α(h) < 0, β(h) < 0}. Nous veillerons à ce
que les lois d’interaction soient telles que deux particules appartenant à la même
entité s’attirent, tandis qu’elles se repoussent lorsqu’elles appartiennent à des entités
différentes. Introduisons leurs tenseurs d’interaction :

T (h,g)
µν =


α(h,g) 0 0 0
0 β(h,g) 0 0
0 0 β(h,g) 0
0 0 0 β(h,g)

 , T (g,h)
µν =


α(g,h) 0 0 0
0 β(g,h) 0 0
0 0 β(g,h) 0
0 0 0 β(g,h)


(3.3.39)

6. Interaction entre populations de masses positives et négatives.
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Pour obtenir les lois d’interaction souhaitées sous l’approximation newtonienne, nous
devons choisir κ = −1. Le système d’équations devient alors :

R(g)
µν − 1

2
gµνG = Γ(g)

(
T (g,g)
µν +

√
|h|
|g|
T (h,g)
µν

)
= Γ(g)

(
T (g,g)
µν + ΦT (h,g)

µν

)
(3.3.40)

R(h)
µν − 1

2
hµνH = −Γ(h)

(
T (h,h)
µν +

√
|g|
|h|
T (g,h)
µν

)
= −Γ(h)

(
T (h,h)
µν + ϕT (g,h)

µν

)
(3.3.41)

Vérification pour un système non-stationnaire, homogène et isotrope

Si nous supposons que l’univers bimétrique, structuré par les équations de champ
couplées 3.3.40 et 3.3.41, est homogène et isotrope, la métrique de Robertson-Walker
devient, selon [1] :

(ds(f))2 = (c(f))2dt2 − (a(f))2

[
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2)

(1 + k(f) r
2

4
)2

]
où f ∈ {g, h}

(3.3.42)
Notons que a(f) est le facteur d’échelle spatial, k(f), c(f), et Γ(f) sont respective-

ment l’indice de courbure, la vitesse de la lumière, et la constante d’Einstein pour
chaque entité.

Si nous introduisons ces métriques dans le système d’équations 3.3.40 et 3.3.41
avec des pressions p(g) ≈ 0 et p(h) ≈ 0, nous obtenons le système classique d’équations
suivant :

3

(c(g))
2
(a(g))

2

(
da(g)

dt

)2

+
3k(g)

(c(g))2 (a(g))
2 = −Γ(g)

[
ρ(g)

(
c(g)
)2

+ Φρ(h)
(
c(h)
)2]
(3.3.43)

2

(c(g))
2
(a(g))

2

d2a(g)

dt2
+

1

(c(g))
2
(a(g))

2

(
da(g)

dt

)2

+
k(g)

(c(g))
2
(a(g))

2 = 0 (3.3.44)

3

(c(h))
2
(a(h))

2

(
da(h)

dt

)2

+
3k(h)

(c(h))
2
(a(h))

2 = Γ(h)
[
ϕρ(g)

(
c(g)
)2

+ ρ(h)
(
c(h)
)2]

(3.3.45)

2

(c(h))
2
(a(h))

2

d2a(h)

dt2
+

1

(c(h))
2
(a(h))

2

(
da(h)

dt

)2

+
k(h)

(c(h))
2
(a(h))

2 = 0 (3.3.46)

En appliquant les méthodes mathématiques classiques de [1], les conditions de
compatibilité des équations 3.3.43, 3.3.44, 3.3.45 et 3.3.46 donnent :

3
da(g)

a(g)
+

d
[
ρ(g)

(
c(g)
)2

+ Φρ(h)
(
c(h)
)2][

ρ(g) (c(g))
2
+ Φρ(h) (c(h))

2
] = 0 (3.3.47)

3
da(h)

a(h)
+

d
[
ϕρ(g)

(
c(g)
)2

+ ρ(h)
(
c(h)
)2][

ϕρ(g) (c(g))
2
+ ρ(h) (c(h))

2
] = 0 (3.3.48)
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Ainsi, l’énergie (et la masse) est conservée pour un univers de poussière :

E = ρ(g)
(
c(g)
)2 (

a(g)
)3

+ ρ(h)
(
c(h)
)2 (

a(h)
)3

(3.3.49)

Si nous avons :

Φ =

(
a(h)

a(g)

)3

, ϕ =

(
a(g)

a(h)

)3

, ϕ = Φ−1 (3.3.50)

Les équations de champ couplées deviennent :

R(g)
µν − 1

2
gµνG = Γ(g)

[
T (g,g)
µν +

(
a(h)

a(g)

)3

T (h,g)
µν

]
(3.3.51)

R(h)
µν − 1

2
hµνH = −Γ(h)

[
T (h,h)
µν +

(
a(g)

a(h)

)3

T (g,h)
µν

]
(3.3.52)

Si les deux entités sont dominées par le rayonnement. Le tenseur d’interaction
en mode mixte sera :

T ν
µ
(f) =


ρ
(f)
r c(f)

2
0 0 0

0 ρ
(f)
r c(f)

2

3
0 0

0 0 ρ
(f)
r c(f)

2

3
0

0 0 0 ρ
(f)
r c(f)

2

3

 =


ρ
(f)
r c(f)

2
0 0 0

0 −p(f)r 0 0

0 0 −p(f)r 0

0 0 0 −p(f)r


(3.3.53)

avec {
si ρ(f)r > 0 alors p(f)r > 0 pour f = g

si ρ(f)r < 0 alors p(f)r < 0 pour f = h

NB :
— Dans un contexte cosmologique, le tenseur énergie-impulsion T ν

µ
(f) est uti-

lisé pour décrire la distribution et l’interaction de la matière et de l’énergie
dans l’univers. Pour un champ spécifique f , la composante temporelle T 0

0
(f)

représente la densité d’énergie, qui est un déterminant principal de la cour-
bure de l’espace-temps. Les composantes spatiales T i

i
(f), d’autre part, repré-

sentent la pression exercée dans les directions spatiales, influençant également
la structure de l’espace-temps. Dans un modèle bimétrique, où deux champs
distincts, c’est-à-dire un pour chaque couche de l’univers, sont considérés, les
conditions associées décrivent les relations entre les densités d’énergie et les
pressions pour chaque champ, reflétant comment ces entités interagissent et
influencent collectivement la dynamique cosmique.

— Le tenseur énergie-impulsion est exprimé sous une forme diagonale lorsqu’on
considère l’univers comme isotrope et homogène, signifiant que ses propriétés
physiques sont indépendantes de la direction et de la localisation. Cette hypo-
thèse, fondamentale au modèle cosmologique standard, est connue sous le nom
de principe cosmologique (Section 2.2.3). L’isotropie implique que l’univers
semble identique dans toutes les directions ; il n’y a pas de direction privi-
légiée où la distribution de matière ou d’énergie différerait. L’homogénéité
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signifie que, à grande échelle, chaque région de l’univers ressemble à toute
autre région. Par conséquent, les flux transverses d’énergie et d’impulsion,
qui seraient représentés par des termes non diagonaux dans le tenseur, sont
absents puisqu’il n’y a pas de mouvement privilégié ou de flux d’énergie dans
une direction spécifique. Seules les densités d’énergie et les pressions dans les
directions spatiales, qui sont uniformes et ne varient pas avec la direction,
se manifestent dans la matrice du tenseur énergie-impulsion, expliquant sa
forme diagonale.

— Il est important de rappeler que la géométrie gémellaire du modèle Janus
est décrite par deux équations de champs comprenant chacune un tenseur
de couplage en mode mixte T ν

µ
(g,h) et T ν

µ
(h,g) au second membre, pondéré

par la racine carrée du rapport des déterminants des deux métriques 7. Nous
pouvons alors exprimer les expressions 3.3.51 et 3.3.52 sous forme mixte de
la manière suivante :

Rν
µ
(g) − 1

2
δνµG = Γ(g)

[
T ν
µ
(g,g) +

√
h

g
T ν
µ
(h,g)

]
(3.3.54)

Rν
µ
(h) − 1

2
δνµH = −Γ(h)

[
T ν
µ
(h,h) +

√
g

h
T ν
µ
(g,h)

]
(3.3.55)

Les tenseurs d’interaction T ν
µ
(g,h) et T ν

µ
(h,g) décrivent l’effet de lentille gra-

vitationnelle négatif induit par les masses d’une couche de l’espace-temps sur
celles de l’autre. Mais comme on ignore comment ces populations agissent
exactement les unes sur les autres, il est important de souligner qu’on est
libre de les définir de telle sorte que les identités de Bianchi soient satisfaites.

Par exemple, comme nous le verrons plus tard dans l’étude du régime
stationnaire (Section 3.3.4), dans le cas où les masses positives sont prédo-
minantes, les équations de champ précédentes se réduisent en mode mixte à
3.3.96 et 3.3.97 (Section 3.3.6). Ainsi, nous pouvons définir le tenseur énergie-
impulsion T ν

µ
(g,g) 8 et le tenseur d’interaction T ν

µ
(g,h) de la manière suivante :

T ν
µ
(g,g) =


ρ(g) 0 0 0

0 − p(g)

c(g)
2 0 0

0 0 − p(g)

c(g)
2 0

0 0 0 − p(g)

c(g)
2

 (3.3.56)

T ν
µ
(g,h) =


ρ(g) 0 0 0

0 p(g)

c(g)
2 0 0

0 0 p(g)

c(g)
2 0

0 0 0 p(g)

c(g)
2

 (3.3.57)

7. En effectuant le calcul élémentaire des déterminants des métriques 3.3.42 pour chaque espèce,
en utilisant les mêmes indices de courbure k(g) = k(h) et les mêmes vitesses de la lumière c(g) = c(h),
nous pouvons en déduire que les coefficients ϕ et Φ de 3.3.50 peuvent être respectivement identifiés
avec le facteur

√
g
h et son inverse.

8. (13.1) page 425 de [1]
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En appliquant l’approximation newtonienne 9 aux équations différentielles
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff 3.3.180 et 3.3.223 qui en résultent, nous re-
trouvons l’équation d’Euler dp

dr
traduisant l’équilibre hydrostatique 10 approxi-

mativement égale à −GM(r)ρ(r)
r2

pour chaque équation. Nous obtenons ainsi la
pression p′

c2
comme étant approximativement égale à −ρm

r2
pour chaque équa-

tion (Sections 3.3.6 & Compatibilité des Équations de Champ dans la Limite
des Champs Faibles). Les deux équations satisfont donc asymptotiquement
les identités de Bianchi dans la limite newtonienne.

— Du point de vue d’un physicien, l’attention se porte principalement sur les
phénomènes observables ou mesurables. Or, dans notre univers “visible” consti-
tué de galaxies entraînant un cortège considérable de matière et de gaz, la
densité de masse négative est négligeable selon le principe d’interaction du
modèle Janus où les masses de signes opposés s’excluent mutuellement (Fi-
gure 3.12). Ainsi, la modélisation du comportement de la matière ordinaire (y
compris les étoiles à neutron) sous l’effet de la gravitation s’aligne avec les so-
lutions de l’équation de champ d’Einstein, sans nécessiter la prise en compte
des tenseurs d’interaction, jugés négligeables. En effet, ils ne deviennent si-
gnificatifs que dans un espace-temps dominés par les masses négatives tel
que le Répulseur du Dipôle. La densité de masse positive étant à son tour
négligeable, les équations 3.3.54 et 3.3.55 se réduisent à :

Rν
µ
(g) − 1

2
δνµG = Γ(g)

√
h

g
T ν
µ
(h,g) (3.3.58)

Rν
µ
(h) − 1

2
δνµH = −Γ(h)T ν

µ
(h,h) (3.3.59)

Ainsi, un physicien n’étudiera que ce qu’il pourra observer, à savoir la pre-
mière équation 3.3.58, permettant par exemple de déterminer les géodésiques
parcourues par les photons (d’énergie positive) sous l’effet antigravitationnel
généré par un conglomérat sphéroïdal de masse négative 11. Nous vous ren-
voyons à l’étude de la Compatibilité des Équations de Champ au voisinage
du Répulseur du Dipôle.

9. 4πr3p ≪ mc2 et 2Gm
c2r ≪ 1

10. Où la pression au centre de l’étoile est équilibrée par la force gravitationnelle en fonction de
la densité et de la masse

11. Ce phénomène de lentille gravitationnelle négative ne peut être produit par une étoile à
neutrons de masse négative, puisque ce conglomérat n’est composé que d’antimatière à masse
négative, pouvant constituer d’immenses proto-étoiles où la vitesse d’agitation de ces composants
est négligeable devant la vitesse de la lumière dans ce milieu (voir la section Nature de l’antimatière
primordiale). La forme approchée du tenseur d’interaction peut alors se réduire à l’expression
suivante :

T ν
µ
(h,g) ≈


ρ(h)c(h)

2
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.3.60)
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A présent, en introduisant la pression radiative induite par chaque entité :

p(g)r =
ρ
(g)
r

(
c(g)
)2

3
, p(h)r =

ρ
(h)
r

(
c(h)
)2

3
(3.3.61)

Nous pouvons alors considérer que l’entité portée par la métrique h, appelée
énergie noire et matière noire, pourrait être attribuée à des masses négatives qui, en
phase radiative, obéiraient à la même équation d’état :

β(h) =
α(h)

3
(3.3.62)

Dans ces conditions, la relation de conservation est toujours exprimée, sous sa
forme radiative, par la conservation de la somme des deux énergies, celle du gaz de
photons et celle des masses négatives :

ρ(g)r (c(g))2(a(g))4 + α(h)(a(h))4 = Constante (3.3.63)

La solution exacte du système, pour les indices de courbure k(g) = k(h) = −1 et
Γ(f) = −8πG

c4
où f ∈ {g, h}, devient une solution des équations suivantes :

a(g)
2 d2a(g)

dt2
=

Γ(g)

2
E (3.3.64)

a(h)
2 d2a(h)

dt2
= −Γ(h)

2
E (3.3.65)

Si nous supposons que E < 0, alors a(g) > 0 et a(h) < 0. Ainsi, nous pou-
vons conclure que la partie visible de notre univers accélère, tandis que les espèces
négatives décélèrent. Ici, nous observons l’effet des espèces négatives dominantes,
qui conduit au phénomène d’accélération de l’expansion cosmique, selon le second
membre de la première équation qui devient positif ([77]) :

Figure 3.10 – Diagramme de Hubble des Deux Modèles (Décalage vers le rouge
linéaire)
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Ce système à deux espèces permet de consolider les effets attribués à la matière
noire et l’énergie noire en une seule entité composée de masses négatives qui combine
les deux actions, comme illustré par le diagramme suivant :

Figure 3.11 – Modèles Cosmologiques

Vérification locale d’un système stationnaire

Dans l’étude de l’univers, nous simplifions souvent les modèles pour les rendre
plus gérables. Une simplification courante consiste à considérer une petite région de
l’espace comme étant effectivement vide et isolée des vastes complexités du cosmos.
Cette approche est particulièrement utile lorsque nous nous intéressons à des phé-
nomènes se produisant sur de courtes périodes, bien plus courtes que les échelles
de temps sur lesquelles l’univers lui-même change. Dans de tels cas, nous pouvons
utiliser des métriques "indépendantes du temps", ce qui signifie que nous supposons
que la structure de l’espace ne change pas avec le temps pendant notre observation.

Pour ajouter un peu de complexité, nous introduisons parfois ce que l’on appelle
des "perturbations" au modèle. Ces perturbations sont de petites modifications de
l’espace, par ailleurs simple, que nous considérons. Elles nous permettent d’étudier
comment de légers changements ou perturbations pourraient affecter le système.
Dans notre cas, ces perturbations sont représentées par des termes tels que γ(g)µν et
γ
(h)
µν , qui signifient de petites déviations dans la structure géométrique de l’espace,

représentant potentiellement différents aspects ou composants de l’univers.

g(g)µν = η(g)µν + εγ(g)µν , g(h)µν = η(h)µν + εγ(h)µν (3.3.66)

Pour les métriques, nous avons :

(ds(g))2 = (c(g))2dt2 − (a(g))2[(dξ1)2 + (dξ2)2 + (dξ3)2] (3.3.67)

(ds(h))2 = (c(h))2dt2 − (a(h))2[(dξ1)2 + (dξ2)2 + (dξ3)2] (3.3.68)

En cosmologie, lorsque nous parlons de "conditions quasi stationnaires", nous
faisons référence à une situation où certains aspects de l’univers sont supposés être
relativement constants sur la période que nous étudions. Plus précisément, dans ce
contexte, les "facteurs d’échelle spatial" de l’univers, qui décrivent comment la taille
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de l’univers change au fil du temps, sont considérés comme constants. C’est une ap-
proximation utile pour étudier certains phénomènes à court terme.

Pour approfondir la physique d’un tel scénario, nous utilisons ce que l’on appelle
une "développement en série" des équations de champ. Il s’agit d’une technique ma-
thématique où nous décomposons des équations complexes en parties plus simples
et plus gérables. Cependant, nous nous concentrons uniquement sur les parties les
plus significatives - dans ce cas, nous ignorons les termes d’ordre deux et supérieur,
car ils ont un impact minimal sur les résultats pour des scénarios à petite échelle ou
à court terme.

Les équations simplifiées résultantes, étiquetées comme 3.3.69 et 3.3.70, décrivent
le comportement des perturbations dans cet univers quasi stationnaire. Ces équa-
tions impliquent des termes comme ϵγ00 et δρ, qui représentent de petits changements
dans la géométrie de l’espace et la densité de la matière, respectivement.

εγ
(g)
00|β|β = −Γ(g)

[
δρ(g)

(
c(g)
)2

+

(
a(h)

a(g)

)3

δρ(h)
(
c(h)
)2]

(3.3.69)

εγ
(h)
00|β|β = Γ(h)

[
δρ(h)

(
c(h)
)2

+

(
a(g)

a(h)

)3

δρ(g)
(
c(g)
)2]

(3.3.70)

De plus, nous définissons les "potentiels gravitationnels" pour chaque composante
de l’univers, notés Ψ(g) et Ψ(h). Ces potentiels sont liés aux changements dans la
géométrie de l’espace et sont la clé pour comprendre les effets gravitationnels dans
différentes régions ou composantes de l’univers (comme 2.3.114).

Ψ(g) =

(
c(g)
)2

2
εγ

(g)
00 , Ψ(h) =

(
c(h)
)2

2
εγ

(h)
00 (3.3.71)

Ainsi, nous obtenons :

3∑
α=1

∂2Ψ(g)

∂ξα∂ξα
= −Γ(g)

(
a(g)
)2

2

[
δρ(g)

(
c(g)
)2

+

(
a(h)

a(g)

)3

δρ(h)
(
c(h)
)2]

(3.3.72)

3∑
α=1

∂2Ψ(h)

∂ξα∂ξα
= Γ(h)

(
a(h)
)2

2

[
δρ(h)

(
c(h)
)2

+

(
a(g)

a(h)

)3

δρ(g)
(
c(g)
)2]

(3.3.73)

En physique, particulièrement dans l’étude de l’espace et de l’univers, comme
nous l’avons vu dans cette section 2.3.9, les "équations géodésiques" décrivent com-
ment les objets se déplacent sous l’influence de la gravité. En termes simples, ces
équations nous indiquent la trajectoire qu’un objet empruntera lorsqu’il se déplace
uniquement sous l’effet de la gravité. Par exemple, comment les planètes orbitent
autour des étoiles ou comment les objets tombent sur Terre.

Dans notre scénario, nous traitons avec deux couches (ou feuillets) différentes de
l’univers, chacune ayant ses propres propriétés. La première couche, que nous pou-
vons considérer comme l’univers de la matière ordinaire, suit un ensemble de règles.
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La seconde couche de masses négatives, associée à la matière noire et à l’énergie
noire, suit un autre ensemble de règles.

Les prochaines équations 3.3.74 et 3.3.75 sont la manière d’exprimer mathémati-
quement comment les objets se déplaceraient dans ces deux couches différentes (La
couche de la matière ordinaire et celle des masses négatives respectivement). Ces
équations ressemblent à l’équation de Poisson classique en physique, qui est utilisée
pour décrire les champs gravitationnels. Cependant, les équations ont une parti-
cularité - elles tiennent compte de différentes "vitesses de la lumière" dans chaque
couche. Cette modification est essentielle pour explorer des théories qui vont au-delà
de notre compréhension standard de la physique.

d2ξα

dt2
= − 1

(a(g))
2

∂Ψ(g)

∂ξα
(3.3.74)

d2ξα

dt2
= − 1

(a(h))
2

∂Ψ(h)

∂ξα
(3.3.75)

Les lois d’interaction que nous avons choisies garantissent que les entités issues
des couches structurées par les métriques g et h s’excluent mutuellement (Figure
3.12).

Figure 3.12 – Lois d’interaction entre les masses

Par conséquent, nous pouvons considérer une région où seulement l’une des deux
entités est présente. En se concentrant sur le référentiel structuré par la métrique
g, qui est peuplé de matière ordinaire comme dans le système solaire, le système
d’équations de champ couplées se simplifie de la manière suivante :

R(g)
µν − 1

2
gµνG = Γ(g)T (g,g)

µν (3.3.76)

R(h)
µν − 1

2
hµνH = −Γ(h)

√
|g|
|h|
T (g,h)
µν (3.3.77)

La première équation 3.3.76 peut être identifiée comme étant l’équation d’Ein-
stein sans la constante cosmologique Λ. Cette équation représente le Modèle Stan-
dard de la matière ordinaire sous l’influence de la gravitation. La deuxième équation
3.3.77 capture ce que l’on pourrait appeler "l’effet de géométrie induite". Elle décrit
comment la géométrie de l’espace, influencée par la présence de la matière ordinaire
dans une sphère de rayon r et de densité ρ(g) = ρ, affecte les géodésiques de la couche
des masses négatives. Par conséquent, nous pouvons déduire que ce modèle bimé-
trique, dans lequel la matière ordinaire dans une couche interagit avec des masses
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négatives situées dans une seconde, s’aligne avec les tests standards de la relativité
générale au niveau local. Néanmoins, il reste important de vérifier la cohérence de
ce système sous des conditions stationnaires et non homogènes.

Nature de l’antimatière primordiale

Suivant les propositions de Sakharov dans [85], [86] et [88], supposons que la
paire matière/antimatière dans la première couche de notre univers soit composée
de quarks et d’antiquarks à énergie positive. En même temps, une paire matière/an-
timatière dans une seconde couche serait formée de quarks et d’antiquarks à énergie
négative. Si la synthèse de la matière dans la première couche (la première paire)
était plus rapide, tandis que la synthèse de l’antimatière dans la seconde couche (la
seconde paire) était plus lente, cela pourrait conduire à l’hypothèse que les objets si-
tués au centre des grands vides dans la structure à grande échelle de l’univers, comme
indiqué par le phénomène du répulseur dipolaire, sont composés d’antimatière. Cette
antimatière comprend des antiprotons, des antineutrons et des antielectrons à éner-
gie négative 12. Ces derniers pourraient former des objets sphéroïdaux composés
d’antihydrogène (éléments légers) aux propriétés répulsives similaires à d’immenses
proto-étoiles formées pendant la phase radiative primordiale (au début de l’univers).

Le réseau lacunaire de masse positive confine cet espace de densité négative,
empêchant leur fusion. Inversement, ces conglomérats de masse négative agissent
comme des points d’ancrage pour ce réseau poreux dans l’univers des masses posi-
tives, assurant une stabilité globale.

En effet, les étoiles à masse positive se forment généralement à partir d’amas
sphéroïdaux de gaz, chauffés à des températures élevées. Ces proto-étoiles se refroi-
dissent progressivement, émettant principalement un rayonnement dans les spectres
rouge et infrarouge. Pour se transformer en véritables étoiles, la matière et les gaz
doivent subir une contraction gravitationnelle, atteignant des températures et des
densités suffisamment élevées pour initier des réactions de fusion thermonucléaire.
Ce processus de contraction libère de l’énergie thermique, qui est rayonnée à la sur-
face de l’étoile sous forme électromagnétique, y compris de la lumière visible. Cette
libération d’énergie est proportionnelle au carré du rayon de l’étoile. Les étoiles plus
grandes ont des surfaces plus étendues et peuvent dissiper plus de chaleur. Cepen-
dant, la quantité de chaleur produite est proportionnelle au cube du rayon de l’étoile,
liée à son volume. Ainsi, pour les étoiles très massives, le taux de refroidissement
peut être relativement lent, et il peut s’écouler un temps considérable avant que
la température n’atteigne le seuil nécessaire pour déclencher les réactions de fusion
thermonucléaire qui permettent à l’étoile de briller.

Dans notre monde composé de matière ordinaire, on considère que les réactions
de fusion nucléaire peuvent commencer au cœur d’une proto-étoile lorsque la tem-
pérature atteint une température optimale d’environ 10 millions de degrés Celsius.
C’est à cette température que les noyaux d’hydrogène, qui constituent la majo-

12. C’est-à-dire des masses négatives ([95]).
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rité de la matière dans la proto-étoile, acquièrent suffisamment d’énergie cinétique
pour surmonter la barrière électrostatique due à leur charge positive. Lorsque cette
barrière est franchie, les noyaux d’hydrogène peuvent fusionner pour former de l’hé-
lium, libérant ainsi une quantité considérable d’énergie rayonnante et thermique.
Cette température optimale permet une réaction de fusion nucléaire plus efficace,
produisant l’éclat caractéristique des étoiles.

Ainsi, une proto-étoile à masse négative très massive et très chaude peut prendre
beaucoup de temps à se refroidir suffisamment pour que les réactions de fusion com-
mencent, car le processus de contraction de la proto-étoile doit générer suffisamment
de chaleur pour compenser la perte de chaleur à la surface.

En conséquence, ces proto-étoiles à masse négative très massives ont des temps de
refroidissement si longs qu’elles ne s’allumeront jamais (dépassant l’âge de l’univers).
De ce fait, aucune galaxie, aucun élément lourd, aucune molécule ou toute autre
forme de matière nécessaire au développement de la vie dans le monde négatif ne
peut se former.
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Simulations numériques 2D

Des simulations numériques bidimensionnelles ont été réalisées en utilisant deux
ensembles de 5000 points de masse, représentant des amas de matière ordinaire (den-
sité de population ρ(g)) et des masses négatives (densité de population ρ(h)).

Une asymétrie significative a été maintenue entre les deux populations, avec |ρ(h)|
étant beaucoup plus grand que ρ(g). De plus, des distributions Maxwelliennes de vi-
tesses thermiques 2D ont été appliquées aux deux ensembles, la vitesse moyenne de
la distribution de masse négative étant quatre fois plus élevée que celle de la matière
ordinaire.

Ces simulations ont révélé une structure lacunaire de masses négatives aux
centres des grands vides dans la structure à grande échelle de l’univers. Comme les
temps de Jeans varient inversement avec la racine carrée de la densité, le temps de
développement pour la distribution de masse négative est plus court. Cela entraîne
la formation d’un réseau régulier de conglomérats sphéroïdaux. La distribution de
matière ordinaire, par conséquent, est forcée d’occuper l’espace restant, conduisant
à une structure lacunaire similaire à un ensemble de bulles de savon jointives dans
des simulations tridimensionnelles. Ce modèle a également été observé par Brennen
en 1995 [17] (Figures 3.13 et 3.14), tel que cité par El-Ad en 1997 ([32]).

Figure 3.13 – Répartition de la Matière Ordinaire et des Masses Négatives lorsque
|ρ(h)| ≫ ρ(g)
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Figure 3.14 – Structure Lacunaire Sphéroïdale

Il est important de considérer que dans l’étude des masses négatives, nous man-
quons de données observationnelles à comparer avec les prédictions numériques po-
tentielles, sauf pour les effets de géométrie induits par ce référentiel (celui des masses
négatives) à travers les phénomènes de lentille gravitationnelle structurant la mé-
trique gµν .

Par conséquent, la pression dérivée de l’équation différentielle TOV (Tolman -
Oppenheimer - Volkoff) 3.3.223 dans l’espace-temps structuré par la métrique hµν
restera toujours hypothétique. En conséquence, il n’est pas pratique d’essayer de
structurer le tenseur d’interaction T ν

µ
(g,h) de la seconde équation de champ 3.3.97

(Section 3.3.6). En effet, nous ne pourrons jamais comparer les résultats obtenus en
calculant les géodésiques de hµν avec des données observationnelles liées au mou-
vement de particules à masse négative. Au lieu de cela, nous devons travailler avec
une fonction β(r) (non liée à la pression négative) uniquement pour garantir l’exis-
tence d’une solution dans ce référentiel (3.3.102). L’aspect le plus important est de
définir les tenseurs en mode mixte 3.3.56 et 3.3.57 de chaque équation de champ de
telle sorte que la pression p′

c2
traduisant l’équilibre hydrostatique soit la même pour

chaque équation et satisfait donc asymptotiquement les identités de Bianchi dans la
limite newtonienne.

Pour pleinement comprendre cet effet de géométrie induite, il faut se placer
dans le contexte du système à deux équations de champ couplées du modèle. En
effet, il est important de rappeler que cela structure une hypersurface 4D selon 2
métriques associées à 2 couches d’espace-temps distinctes. Chaque type de masse
est associé à sa propre métrique, ce qui implique qu’une masse crée toujours une
courbure positive dans l’espace-temps selon sa propre métrique (où la masse émet
des photons d’énergie visible) et toujours une courbure négative dans la métrique
conjuguée (où la masse émet des photons d’énergie invisible), comme on peut le voir
sur la figure suivante 3.15.
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Figure 3.15 – Effet de géométrie induite où les photons peuvent être représentés
par le symbole φ ou γ

À gauche de la figure 3.15, l’objet massif bleu appartenant à l’univers positif crée
une courbure positive. Par conséquent, il produit un effet de lentille gravitationnelle
positif sur l’image d’une petite masse positive m+, provoquant la convergence des
photons d’énergie positive φ+ autour de l’objet massif bleu. Cependant, cet objet
massif induit une courbure négative dans l’univers négatif. Par conséquent, même
s’il est invisible, sa masse apparente dans l’univers négatif est ressentie comme étant
négative.

Inversement, à droite de la figure 3.15, l’objet massif rouge appartient à l’univers
négatif. Il crée une courbure positive par rapport à son propre référentiel (et non
une courbure négative). Cet objet massif induit une courbure négative qui est perçue
dans notre univers, même si ses photons d’énergie sont invisibles. Par conséquent,
nous concluons que sa masse apparente est négative. En effet, il produit un effet de
lentille gravitationnelle négatif sur l’image d’une petite masse m+, provoquant la
divergence des photons d’énergie positive φ+ autour de l’objet massif négatif invi-
sible, dont l’effet gravitationnel est toujours présent.

Nous pouvons déduire plusieurs corollaires du concept de masse négative :

— Fondamentalement, il n’y a pas de masse négative (et donc pas d’énergie
négative). Du moins, la "négativité de la masse" (et la "négativité de l’éner-
gie", car les deux sont évidemment liées) n’est pas une propriété physique
intrinsèque d’une "particule de masse négative". En effet, la "négativité" ou
la "positivité" de la masse n’est qu’une quantité de courbure mesurée locale-
ment dans l’espace-temps par un observateur. Le signe de cette courbure est
relatif au référentiel de l’hypersurface ou de la métrique dans laquelle cette
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masse est mesurée. Il s’agit, en fait, d’une masse apparente dont la présence
n’est révélée que par la courbure qu’elle induit dans l’espace-temps.

En d’autres termes, toutes les particules ayant une masse dans l’univers
possèdent exclusivement une masse inertielle positive, mais leur masse gra-
vitationnelle est relative. Le signe de leur masse gravitationnelle est opposé
(positif ou négatif) en fonction de la perspective adoptée : une masse déforme
l’espace-temps dans sa propre métrique, induisant une certaine quantité de
courbure toujours positive. Cependant, elle sera perçue comme une masse ap-
parente dans l’univers opposé, à partir duquel un observateur percevra cette
courbure comme négative. Cela est dû à la nature couplée des équations de
champ et cela entraîne un effet de courbure conjuguée. On pourrait également
le décrire comme "la même masse induisant deux courbures opposées".

Par exemple, la Terre, vue depuis notre référentiel, possède une masse
positive. Par un processus inconnu, imaginez que vous puissiez inverser son
énergie (et sa masse). La Terre (et toutes les étoiles dans le ciel) disparaî-
trait car vous ne pourriez plus percevoir les photons d’énergie positive émis.
Cependant, vous pouvez toujours percevoir et mesurer la courbure qu’elle
continue d’induire dans notre espace-temps. En effectuant cette mesure, vous
détecteriez que la Terre désormais invisible possède une masse négative.

Cependant, il n’existe pas d’univers distincts d’énergies positives et d’éner-
gies négatives. Il s’agit simplement d’un choix arbitraire de nomenclature. Les
deux sont équivalents. Par convention, nous appelons le secteur de l’univers
où nous vivons, celui composé de matière à masse positive.

— L’inversion de la flèche du temps ne signifie pas que nous commençons à
parcourir le temps "à rebours" et que nous rajeunissons. Elle se manifeste
physiquement par l’inversion de l’énergie des particules. Encore une fois, cette
inversion est une observation relative. En pratique, elle se traduit par un
passage au secteur opposé de l’univers.

— Il est important de noter que les particules d’énergie négative (et leurs pho-
tons) ne peuvent pas être détectées par des instruments optiques car elles
suivent des géodésiques de leur propre métrique hµν , distinctes des géodé-
siques de notre métrique gµν . Il existe donc deux ensembles de géodésiques
qui ne se "croisent" jamais. Étant donné que les espèces d’énergie positive et
d’énergie négative ne peuvent pas se voir et évoluent le long de deux familles
distinctes de géodésiques, les deux référentiels d’espace-temps dans lesquels
elles résident sont respectivement appelés le référentiel de masse positive et
le référentiel de masse négative. Ainsi, ce sont deux référentiels au sein de la
même hypersurface 4D, structurée par deux équations de champ couplées, et
non pas une seule. Cependant, même si les masses négatives nous sont invi-
sibles car elles n’interagissent pas électromagnétiquement avec notre secteur
sans échanger de photons, elles ne révèlent leur présence que par un effet an-
tigravitationnel, car elles induisent des courbures opposées dans notre secteur
observable.

— Les masses négatives sont répandues dans l’univers, mais leurs proportions
varient en fonction de la région de l’espace dans laquelle nous nous trou-
vons. Elles n’existent que pour contribuer à sa stabilité par le biais d’un effet
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antigravitationnel.
— L’univers peut être défini par une hypersurface structuré par deux métriques

qui permettent de mesurer les distances entre des points de deux manières
différentes, en utilisant deux ensembles distincts de repères (trois repères
spatiaux et un repère temporel). D’une manière didactique, on peut envisager
cet univers comme une feuille de papier avec deux grilles de mesure différentes
sur chacune de ses deux faces.

3.3.5 Perspective d’Avenir

Approche Expérimental de l’Inversion de Masse

L’approche scientifique pour comprendre un phénomène peut se résumer par la
capacité à le reproduire et à le mesurer. Il est important de noter qu’il est tout à
fait possible de démontrer le phénomène de l’inversion de masse en laboratoire en
inversant une quantité infinitésimale de matière, à condition de pouvoir induire une
perturbation significative de cette matière en produisant des paramètres électro-
magnétiques de l’ordre de plusieurs dizaines de millions de teslas pendant une très
courte période, en utilisant par exemple des explosifs. L’Union soviétique avait déjà
atteint une production de 100 millions d’ampères en comprimant un flux magné-
tique à l’aide d’explosifs dans les années 1950, en utilisant un générateur magnéto-
cumulatif ([68]). Il serait alors possible de démontrer cette inversion de masse en
mesurant les ondes gravitationnelles émises et détectées par les interféromètres laser
Virgo et Ligo.

Protocole Expérimental pour l’Étude de l’Inversion de Masse via des
États Métastables Nucléaires

Cette approche propose d’explorer le phénomène d’inversion de masse en labo-
ratoire en exploitant les états métastables de noyaux atomiques spécifiques, tels que
ceux du platine, de l’iridium, du cobalt et du xénon. L’objectif est de stocker de
l’énergie dans ces états métastables avant de la libérer pour induire une disruption
de la matière. La détection et la caractérisation de ce phénomène seraient réalisées
par l’observation des ondes gravitationnelles émises, mesurées à l’aide d’interféro-
mètres finement calibrés.

Excitation Nucléaire : La première étape du protocole nécessite l’excitation des
noyaux atomiques à leurs états métastables. Les niveaux d’énergie requis pour de
telles excitations sont significativement plus élevés que ceux fournis par les lasers
de laboratoire standard, se situant dans la gamme des MeV (Megaélectronvolts) à
GeV (Gigaélectronvolts). En conséquence, cette procédure requiert l’utilisation d’un
accélérateur de particules capable de générer et de concentrer ces énergies élevées
sur les noyaux atomiques ciblés.

Sélection de l’Isotope : Une sélection minutieuse de l’isotope approprié est es-
sentielle. L’isotope choisi doit posséder un état métastable dont la demi-vie corres-
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pond au laps de temps souhaité pour le stockage d’énergie. Cette demi-vie doit être
suffisamment brève pour permettre une libération contrôlée de l’énergie, mais assez
longue pour assurer un stockage temporaire de l’énergie injectée. La demi-vie idéale
serait de l’ordre d’une fraction de seconde.

Mesure des Ondes Gravitationnelles : La détection de l’inversion de masse
serait réalisée par la mesure des ondes gravitationnelles émises lors de la disruption
de la matière. Cette étape implique l’utilisation d’interféromètres de haute précision,
calibrés pour détecter des variations extrêmement subtiles dans le champ gravita-
tionnel résultant de l’expérience.

Conclusion : Ce protocole expérimental propose une méthode innovante pour
étudier l’inversion de masse. L’expérimentation nécessitera un équipement de pointe,
notamment un accélérateur de particules, et une expertise en physique nucléaire, en
optique et en mesure des ondes gravitationnelles.

Quantification de la Gravitation

Une unification de la Théorie de la Relativité avec la Mécanique Quantique ne
serait possible que par la quantification de la gravitation. Cependant, il n’y a pas
de concept de quantification de l’énergie dans la Théorie de la Relativité, à l’ex-
ception de l’équivalence masse-énergie car l’équation de champ d’Einstein ne décrit
pas fondamentalement les particules. C’est pourquoi la théorie des cordes est la
seule approche contemporaine acceptée et acceptable pour combler le fossé entre
la Relativité et la Mécanique Quantique. Néanmoins, l’unification demeure problé-
matique selon cette approche, car la Mécanique Quantique interprète les forces à
travers des champs quantiques, et des particules telles que les bosons de jauge sont
essentielles pour transmettre ces interactions. Par exemple, le photon est la parti-
cule fondamentale qui transmet l’interaction électromagnétique, et sa quantification
est possible via l’échange de photons virtuels entre des charges électriques de signes
opposés. En revanche, la seule particule émergeant de la théorie des cordes pour
transmettre la gravité est le graviton, mais cette pseudo-particule n’a jamais été ob-
servée expérimentalement. En effet, le concept de gravité quantique reste spéculatif
dans ce modèle. Une conjecture alternative pour quantifier la gravitation à l’échelle
quantique consisterait à considérer l’interaction de masses de signes opposés, par
l’intégration des masses et énergies négatives dérivées de l’équation de Dirac dans
le modèle standard.
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3.3.6 Réponse aux critiques publiées par le Professeur Thi-
bault Damour sur le site de l’IHES

La cohérence physique et mathématique du modèle Janus a été remise en ques-
tion par l’académicien Thibault Damour dans une correspondance datée du 7 janvier
2019, envoyée sous forme de lettre recommandée avec accusé de réception au domi-
cile de J-P Petit 13.

Voici son contenu :

13. http://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2019-Damour-lettre.pdf
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Réexaminons le contexte, depuis 2014, l’équipe a vainement tenté d’être reçus
par T. Damour, souhaitant lui exposer ses travaux, sans obtenir de réponse. J-P
Petit a donc entrepris, dès 2017, de mettre en ligne sur la plateforme YouTube une
longue série de 40 vidéos présentant le modèle Janus 14.

Probablement indisposé par l’intérêt croissant du public pour ce modèle, T. Da-
mour décida de mettre un point final à ce qu’il considérait comme une imposture
scientifique. Il adressa donc ses arguments dans un premier article mis en ligne le
même jour, le 4 janvier 2019, sur sa page de l’Institut des Hautes Études de Bures-
sur-Yvette. Ce document, toujours en place, est accessible 15.

Des équations comme celles du modèle Janus doivent effectivement satisfaire
des conditions mathématiques appelées « conditions de Bianchi ». Par exemple, les
équations proposées en 2014, publiées dans la revue Astrophysics and Space Science
[76] 16 dans l’article intitulé Negative Mass hypothesis in cosmology and the nature
of dark energy, décrivant une solution instationnaire, homogène et isotrope, sont
mathématiquement correctes. T. Damour, ignorant l’existence de ce premier papier,
qui rend compte de l’accélération de l’expansion cosmique en l’imputant au contenu
de l’univers en masse négative, se concentre sur un second article, paru la même
année dans une autre revue Modern Physics Letters A [75], intitulé Cosmological
Bimetric model with interacting positive and negative masses and two different speeds
of light, in agreement with the observed acceleration of the Universe. Dans cet article,
le système d’équations est décrit de la manière suivante :

14. http://www.jp-petit.org/nouv_f/VIDEOS_JANUS.htm
15. https://www.ihes.fr/~damour/publications/JanusJanvier2019-1.pdf
16. https://jp-petit.org/papers/cosmo/2014-AstrophysSpaceSci2.pdf
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Dans cet article, le cas particulier de la solution homogène et isotrope dépendante
du temps est revisité, pour lequel le système d’équations devient, tel que publié dans
l’article précédent :

On reconnaît les équations précédentes. Ce second article visait à étendre l’ar-
ticle précédent en montrant que les vitesses de la lumière pourraient être différentes
dans les deux « feuillets ». Cependant, l’attention de T. Damour s’est portée sur le
système d’équations de champ couplées (2a) et (2b).

Il est important de souligner le fait qu’un modèle en cosmologie ou en physique
n’émerge pas instantanément sous une forme définitive, parfaitement cohérente sur
le plan mathématique. L’équipe était parfaitement consciente du problème qui res-
tait à résoudre en 2014. Au moment où la critique de T. Damour, tout à fait fondée,
portant sur ce système (2a-2b), est apparue, l’équipe a résolu celui-ci, sous la forme
d’un article qui avait été publié quelques jours plus tôt (le premier en janvier 2019)
dans la revue Progress in Physics [80] 17.

Nous avons donc écrit immédiatement à T. Damour pour lui envoyer l’article,
tout en reconnaissant la pertinence de sa critique, pour laquelle il a été remercié.

Quel est donc le sujet d’une telle critique ?

Dans le système des équations de champ couplées (2a-2b), les termes des premiers
membres font intervenir les tenseurs de Ricci R(+)

µν et R(−)
µν et les scalaires de Ricci

correspondants R(+) et R(−). Ces termes se calculent à partir des deux métriques
g
(+)
µν et g(−)

µν .

À l’aide de ces deux métriques, on calcule alors la forme de deux opérateurs dits
de dérivation covariante ∇(+)

µ et ∇(−)
µ . Il se trouve que, de par leur forme, les deux

premiers membres des deux équations satisfont identiquement la relation suivante :

∇(+)
µ

(
R(+)

µν − 1

2
R(+)g(+)

µν

)
= 0 (3.3.78)

∇(−)
µ

(
R(−)

µν − 1

2
R(−)g(−)

µν

)
= 0 (3.3.79)

17. https://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2019-Progress-in-Physics-1.pdf
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Les deux tenseurs, T (+)
µν et T (−)

µν , satisfont également la condition suivante :

∇(+)
µ T (+)

µν = 0 (3.3.80)

∇(−)
µ T (−)

µν = 0 (3.3.81)

Il s’ensuit que si les équations de champ correspondent à celles présentées en
2014 dans la revue Modern Physics Letters A, on devrait également avoir :

∇(+)
µ T (−)

µν = 0 (3.3.82)

∇(−)
µ T (+)

µν = 0 (3.3.83)

Ce sont ces équations qui conduisent alors à une contradiction.

Tenons maintenant le langage du physicien. Quel sens donner aux tenseurs des
seconds membres des équations ? Ce sont les sources du champ gravitationnel.

Il y a deux “observateurs”. Un observateur de masse positive, qui perçoit ce champ
gravitationnel à travers la métrique g(+)

µν en suivant les géodésiques qui en sont issues.

Et un observateur de masses négatives, qui perçoit ce champ gravitationnel à
travers la métrique g(−)

µν en suivant les géodésiques qui en sont issues. Ainsi :

— La source du champ T
(+)
µν représente l’action des masses positives sur les

masses positives.
— La source du champ T

(−)
µν représente l’action des masses négatives sur les

masses négatives.

Dans les deux seconds membres se trouvent deux termes-sources, qu’on peut ap-
peler des tenseurs d’interaction, et qui traduisent :

— L’action des masses négatives sur les masses positives. On pourrait désigner
cela par T (−/+)

µν .
— L’action des masses positives sur les masses négatives. On pourrait désigner

cela par T (+/−)
µν .

Dans ces conditions, cela aurait amené à écrire ce système d’équations de la
manière suivante :

R(+)
µν − 1

2
R(+)g(+)

µν = χ
[
T (+)
µν + T (−/+)

µν

]
(3.3.84)

R(−)
µν − 1

2
R(−)g(−)

µν = −χ
[
T (−)
µν + T (+/−)

µν

]
(3.3.85)

En posant a priori la satisfaction des conditions suivantes :

∇(+)
µ T (−/+)

µν = 0 (3.3.86)

∇(−)
µ T (+/−)

µν = 0 (3.3.87)
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En se plaçant en régime instationnaire, homogène et isotrope, le système devenait
alors :

R(+)
µν − 1

2
R(+)g(+)

µν = χ

[
T (+)
µν +

a(−)3

a(+)3
T (−)
µν

]
(3.3.88)

R(−)
µν − 1

2
R(−)g(−)

µν = −χ

[
T (−)
µν +

a(+)3

a(−)3
T (+)
µν

]
(3.3.89)

Ce qui était alors mathématiquement et physiquement cohérent. C’est-à-dire que,
dans ce cas, les tenseurs d’interaction deviendraient :

T (−/+)
µν =

a(−)3

a(+)3
T (−)
µν (3.3.90)

T (+/−)
µν =

a(+)3

a(−)3
T (+)
µν (3.3.91)

Pourquoi le système d’équations (2a-2b) a-t-il été écrit ? Ce qui revenait à consi-
dérer :

T (−/+)
µν = T (−)

µν (3.3.92)

T (+/−)
µν = T (+)

µν (3.3.93)

Il n’y avait aucune véritable raison. C’était une erreur de typographie. D’autant
plus que l’équipe avait immédiatement opté pour le cas particulier de la solution ho-
mogène, isotrope et non stationnaire représentée par les équations 3.3.88 et 3.3.89,
physiquement et mathématiquement cohérente.

Ainsi, le système d’équations 3.3.84 et 3.3.85 aurait dû être utilisé. Mais le fait
est qu’il a été présenté ainsi. T. Damour s’est donc concentré sur cette erreur, en
fondant sur cette présentation incorrecte, l’idée que l’ensemble des travaux était
frappé d’incohérence.

En partant de ce système d’équations incorrect, voyons comment se manifeste
l’incohérence physique et mathématique qui en découle.

Les conditions de Bianchi sont d’essence mathématique. Elles ont une signifi-
cation physique. Dans un contexte isotrope, homogène et non stationnaire, elles
traduisent une conservation généralisée de l’énergie. Et, effectivement, dans le dé-
roulement du calcul, dans les articles parus en 2014 dans les deux revues, nous
aboutissons à la relation de conservation de l’énergie (Expression (10) de [75]).

On notera que, lorsqu’on considère l’équation de champ d’Einstein, celle-ci im-
plique la conservation de l’énergie. En théorie bimétrique, la relation (10) de [75],
qui traduit une conservation généralisée de l’énergie, est très satisfaisante pour le
physicien.
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Les conditions de cohérence mathématique, dans le cas non stationnaire, trouvent
leur équivalent physique. Lorsque la situation est stationnaire, elles expriment un
état d’équilibre entre la force de gravité et la force de pression à l’intérieur de la
masse, dans le corps d’un astre massif qui crée le champ de gravitation.

Envisageons un astre massif dont la masse volumique est considérée comme ap-
proximativement constante, par exemple, la Terre. On sait calculer le champ de
gravité à l’intérieur de la Terre : il est nul au centre et maximal à la surface. On
sait que le champ (newtonien) produit par une masse sphérique, à une distance r du
centre du système, est égal au champ newtonien qui serait produit par une masse
M(r) concentrée au centre géométrique, soit :

M(r) =
4

3
πr3ρ (3.3.94)

Ce champ gravitationnel est alors proportionnel à la distance au centre égal à
4
3
πGrρ.

En écrivant que ce champ équilibre la force de pression, on débouche sur la
relation d’Euler traduisant l’équilibre hydrostatique, à savoir l’équilibre entre la
force gravitationnelle et la force de pression dans un fluide de densité uniforme :

dp

dr
= −GMρ

r2
(3.3.95)

Le calcul de la condition de Bianchi doit nous donner cette relation pour un
corps massif de masse volumique constante.

Voyons comment se gère ce type de calcul en relativité.

Nous allons maintenant quitter les notations des publications avec leurs mé-
triques g(+)

µν et g(−)
µν . Dans cet ouvrage, nous optons pour gµν et hµν .

Les tenseurs de Ricci sont R(g)
µν et R(h)

µν et les scalaires de Ricci G et H.

Ceci nous renvoie à la section 3.3.4. La dérivation du système d’équations de
champ a fait apparaître la racine carrée du rapport des déterminants des deux mé-
triques, ce qu’on retrouve également dans l’article [48] de S. Hossenfelder. Le système
est alors écrit en notations tensorielles mixtes 3.3.54 et 3.3.55.

La relation 3.3.37 permet de retrouver la condition de nullité de la dérivée cova-
riante des tenseurs d’interaction.

En relativité générale, l’analyse se concentre sur des cas spécifiques qui sont ma-
thématiquement gérables, souvent associés à des situations physiques extrêmes. Ces
situations incluent :

— Un univers homogène et isotrope qui est dynamique plutôt que statique.
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— Des solutions stationnaires présentant une symétrie sphérique, invariantes
sous l’action du groupe SO(3). Pour ces cas, il est possible de déterminer des
solutions métriques qui décrivent à la fois l’intérieur et l’extérieur de corps
sphéroïdaux.

— Des solutions stationnaires et axisymétriques, invariantes sous l’action du
groupe SO(2). Ici, seule la métrique extérieure est connue, comme dans le cas
de la métrique de Kerr. Le défi persistant en cosmologie est de trouver une
métrique intérieure correspondante.

Ces scénarios délimitent le cadre de l’étude.

Dans le cadre du modèle Janus, l’approche est similaire. Comme les masses de
signes opposés se repoussent mutuellement, elles ne coexistent pas. Par conséquent,
l’étude se limitera aux situations où soit l’une soit l’autre des deux espèces de masses
est prédominante, l’autre ayant une densité considérée comme négligeable dans la
région d’espace en question.

Quand la masse positive est dominante, les équations de champ deviennent :

Rν
µ
(g) − 1

2
δνµG = χT ν

µ
(g,g) (3.3.96)

Rν
µ
(h) − 1

2
δνµH = −χ

√
|g|
|h|
T ν
µ
(g,h) (3.3.97)

C’est le même système d’équations, tensorielles, mais écrit en notation mixte.
Dans ces conditions, les tenseurs métriques s’identifient avec le symbole de Kronecker
(2.3.55). L’avantage est que les tenseurs sources s’expriment de façon simple :

T ν
µ
(g,g) =


ρ(g)c(g)

2
0 0 0

0 −p(g) 0 0
0 0 −p(g) 0
0 0 0 −p(g)

 (3.3.98)

T ν
µ
(h,h) =


ρ(h)c(h)

2
0 0 0

0 −p(h) 0 0
0 0 −p(h) 0
0 0 0 −p(h)

 (3.3.99)

Lorsque c’est au contraire la masse négative qui domine (cas du “Dipole Repel-
ler”), le système d’équations devient :

Rν
µ
(g) − 1

2
δνµG = χ

√
|h|
|g|
T ν
µ
(h,g) (3.3.100)

Rν
µ
(h) − 1

2
δνµH = −χT ν

µ
(h,h) (3.3.101)

Dans la suite de notre analyse, il suffira de considérer l’un des deux cas. Nous
nous appuierons sur le système d’équations 3.3.96 et 3.3.97, tel que traité par T.
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Damour dans son article de janvier 2019 18.

Dans le contexte de cette symétrie, le tenseur d’interaction à définir doit avoir
une forme spécifique :

T ν
µ
(g,h) =


α 0 0 0
0 β 0 0
0 0 β 0
0 0 0 β

 (3.3.102)

Cela est nécessaire pour satisfaire la condition 3.3.37, qui décrit l’influence de
l’espèce g sur l’espèce h, c’est-à-dire l’effet de géométrie induite par une population
sur l’autre.

L’application de la condition de divergence nulle à l’équation 3.3.96 nous mène
à l’équation d’Euler traduisant l’équilibre hydrostatique :

dp(g)

dr
= −GM(r)ρ(r)(g)

r2
(3.3.103)

En nous basant sur le système constitué des deux équations (2a-2b) découlant
de l’erreur typographique de la publication de 2014 dans Modern Physics Letters A,
nous devons exprimer le tenseur d’interaction de la manière suivante :

T ν
µ
(g,h) =


ρ(g)c(g)

2
0 0 0

0 −p(g) 0 0
0 0 −p(g) 0
0 0 0 −p(g)

 (3.3.104)

Dans ces conditions, comme l’a démontré T. Damour dans son article de janvier
2019, la condition de divergence nulle conduit à la relation suivante contredisant
3.3.103 :

dp(g)

dr
= +

GM(r)ρ(r)(g)

r2
(3.3.105)

Il existe évidemment une incohérence à la fois physique et mathématique, qui
résulte d’un choix inapproprié du tenseur d’interaction. En effet, rien n’exige a priori
que nous adoptions l’expression 3.3.104. La condition de divergence nulle peut être
satisfaite en utilisant deux fonctions, α(r) et β(r) dont la nature reste à définir et à
construire.

En revanche, ce qui a pu être établi en 2019, c’est que le choix de tenseur d’in-
teraction suivant :

T ν
µ
(g,h) =


ρ(g)c(g)

2
0 0 0

0 p(g) 0 0
0 0 p(g) 0
0 0 0 p(g)

 (3.3.106)

18. dont le détail complet des calculs donnant les solutions métriques est présenté dans mon étude
de la Compatibilité des Équations de Champ dans la Limite des Champs Faibles). J’ai également
étudié le second cas de la Compatibilité des Équations de Champ au voisinage du Répulseur du
Dipôle.
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faisait disparaître cette incohérence, dans le cas de l’approximation Newtonienne,
dont nous rappelons les fondements :

— Les vitesses considérées sont faibles par rapport à la vitesse de la lumière
— Les effets de courbure de l’espace demeurent modérés.

Comment interprète-t-on la première condition ?

Le fluide cosmique est assimilé à un gaz parfait. Dans cette hypothèse, si ⟨v2⟩
représente la vitesse quadratique moyenne (associée à l’agitation thermique), la pres-
sion peut être exprimée par la relation suivante :

p(g) =
ρ(g)⟨v(g)⟩2

3
(3.3.107)

Ainsi, nous pouvons en déduire que :

v(g) ≪ c(g) =⇒ |p(g)| ≪ ρ(g)c(g)
2

(3.3.108)

En rappelant que la pression n’est rien d’autre qu’une densité volumique d’éner-
gie cinétique liée à l’agitation thermique.

Comment peut-on gérer la condition de faible courbure ?

L’inégalité r ≫ 2m indique que l’on est suffisamment loin de la source gravita-
tionnelle pour que les effets de la relativité générale soient négligeables 19. En effet,
vis-à-vis de grandes distances, la longueur 2GM

c2
20 est totalement négligeable.

Il est important de noter que pour une étoile comme le Soleil, la longueur de
Schwarzschild, qui dépend uniquement de la masse, est d’environ 3 km, ce qui est
insignifiant par rapport au diamètre de l’étoile. Cette observation est valable pour
tous les objets célestes observables, à l’exception des étoiles à neutrons où les effets
de courbure de l’espace-temps deviennent significatifs. De même, les objets hyper-
massifs situés au cœur des galaxies sont exclus, leur nature restant à préciser avec
plus de détails.

Par conséquent, cette approche restreint le champ d’étude aux objets qui s’ins-
crivent dans le cadre de l’approximation newtonienne, ce qui représente 99 % des
objets observables.

Comme le démontre l’analyse détaillée qui suivra, en choisissant le tenseur d’in-
teraction sous la forme 3.3.106 et en tenant compte de ces conditions newtoniennes,
nous retrouvons la relation 3.3.103 et l’apparente contradiction est résolue.

19. où m est souvent remplacé par GM
c2 pour obtenir une dimension de longueur, M étant la

masse de l’objet
20. correspondant à la longueur caractéristique gravitationnelle appelée la “longueur de Schwarz-

schild”
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Avant de détailler cette analyse, revenons sur les échanges avec T. Damour. En
vain, l’équipe a tenté de lui communiquer ce point en 2019. Aucune réponse a été
reçue, ni à l’invitation à une rencontre informelle “devant un tableau noir, sans enre-
gistrement ni témoins”. Durant cinq ans, des démarches similaires ont été entreprises,
y compris auprès d’Étienne Ghys, mathématicien et géomètre éminent, ainsi que se-
crétaire perpétuel de l’Académie des Sciences, concernant ces questions théoriques.

À la fin de l’année 2019, face à l’absence de réponses, le détail de ce calcul a été
mis en ligne pour que des scientifiques, enseignants, ingénieurs et étudiants puissent
y accéder 21.

Il fournit une explication complète des calculs.

Le détail des calculs est présenté dans l’étude de la Compatibilité des Équations
de Champ dans la Limite des Champs Faibles et l’attention pourra être portée sur
les équations 3.3.180 et 3.3.223, lesquelles, comme expliqué, conduisent toutes deux
à la relation d’Euler sous l’approximation newtonienne, à savoir l’équation 3.3.103,
faisant disparaître l’apparente contradication mathématique et physique.

T. Damour a été tenu informé de cette observation après la publication de son
article le 7 janvier 2019. Cependant, il semble qu’il n’ait pas pris connaissance de ce
texte avant novembre 2022.

Plusieurs collègues scientifiques et universitaires, ayant intégré le détail de ces
calculs et étant consternés par le silence de T. Damour pendant trois ans, lui ont
envoyé une lettre recommandée avec accusé de réception le 2 novembre 2022, lui
demandant de répondre à ces interrogations 22.

En réponse, T. Damour a rapidement publié un nouvel article en ligne le 12
décembre 2022 23.

Permettez-moi de citer un extrait de cet article :

21. http://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2019-to-Damour-3.pdf
22. https://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2022-11-02-Duval-to-Damour.pdf
23. https://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2022-12-12-Damour-IHES.pdf
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Et il écrit, plus loin :
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Dans son analyse, T. Damour remet en cause ce schéma d’interaction en écrivant :

Et finit par conclure :

Ceci montre que T. Damour n’a pas pris en compte l’effet du signe “moins”
présent dans le second membre de la seconde équation de champ, dont la solution
est la métrique hµν , d’où découlent les géodésiques suivies par les masses négatives :

R(g)
µν − 1

2
gµνG = χ

(
T (g,g)
µν +

√
|h|
|g|
T (h,g)
µν

)
(3.3.109)

R(h)
µν − 1

2
hµνH = -χ

(
T (h,h)
µν +

√
|g|
|h|
T (g,h)
µν

)
(3.3.110)

Nous avons utilisé les notations de cet ouvrage. Ainsi, sans le signe “moins”,
les masses négatives repousseraient les masses négatives, ce qui correspond à la
contribution du terme T (h,h)

µν au champ. Inversement, les masses positives s’attirent,
comme indiqué par la contribution du terme

√
|g|
|h|T

(g,h)
µν . Cependant, c’est le signe

“moins” qui inverse le sens de ces forces, un détail que T. Damour semble avoir omis.
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Dans la suite de son article, T. Damour aborde la question de la satisfaction des
conditions de Bianchi dans le régime d’approximation newtonienne, un point qu’il
semble avoir découvert récemment, avec trois ans de retard. Il déclare :

Ensuite, il écrit les deux équations d’état :

En convenant trois ans plus tard, que la contradiction précédemment observée
disparaît dans le cadre de l’approximation newtonienne.

T. Damour a été immédiatement contacté pour lui signaler que son interpréta-
tion concernant le sens des forces était incorrecte, et que la contradiction relative
aux lois d’interaction découlait uniquement de ses erreurs de calcul 24.

L’équipe lui écrit alors :

24. https://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2022-12-14-to-Damour.pdf
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T. Damour retire sa version datée du 12 décembre 2022 et la remplace par un
nouvel article le 28 décembre 2022 25.

Citons-le :

Malgré la précision apportée dans la correspondance du 12 décembre 2022, T.
Damour a maintenu sa conclusion sur l’incohérence des lois de force. Cela démontre
qu’il n’a pas saisi ou n’a pas souhaité saisir les explications fournies.

Il est ensuite à noter, en réexaminant son texte du 12 décembre 2022, que bien
que l’approximation newtonienne élimine la contradiction, il revisite le cas d’une

25. https://www.jp-petit.org/papers/cosmo/2022-12-28-Damour-IHES.pdf
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solution relativiste pour l’intérieur d’étoiles à neutrons, où de telles approximations
sont inadéquates. En effet, les termes α(r) et β(r) présents dans le tenseur d’inter-
action doivent être choisis de manière à satisfaire la condition de divergence nulle
3.3.37. Cela permettrait théoriquement de construire la métrique hµν . Cependant,
quelle observation tangible cela apporterait-il ? Aucune.

En effet, cela permettrait de modéliser les géodésiques empruntées par les pho-
tons d’énergie négative, qui restent non observables. Par conséquent, nous ne sommes
pas obligés de construire cette seconde métrique. Cependant, il est parfaitement pos-
sible de construire la métrique intérieure gµν sous sa forme non linéaire, à savoir celle
d’une “solution intérieure de Schwarzschild”, qui mène à la célèbre équation d’état
de TOV. Cette solution avait déjà été proposée par Karl Schwarzschild dans son
second article de février 1916 [90].

Qu’en est-il alors lorsque le champ est généré par une masse négative ? Nous
observons cela dans des régions où l’effet répulsif est manifeste, tant sur les masses
que sur les photons à énergie négative, en raison de la présence d’un conglomérat de
masse négative agissant comme le “Dipole Repeller”.

Dans de tels cas, où l’objet est étendu, l’approximation newtonienne est tout à
fait suffisante. Les vitesses d’agitation thermique des atomes d’antimatière à masse
négative sont insignifiantes comparées à la vitesse de la lumière à énergie négative.
De même, le rayon de Schwarzschild associé à l’objet est négligeable par rapport à
son diamètre.

La seule situation où les corrections relativistes pourraient être nécessaires se-
rait dans le cas d’une étoile à neutrons à masse négative. Cependant, de tels objets
n’existent pas selon le modèle (voir la section Nature de l’antimatière primordiale).

Un cadre théorique a pu être établi, capable de couvrir tous les cas possibles et
de répondre aux objections soulevées par T. Damour.

T. Damour a finalement reconnu, après trois ans de retard dans ses articles des
12 et 28 décembre 2022, qu’il n’y avait aucune incohérence manifeste en restant
dans le cadre de l’approximation newtonienne. Par conséquent, il n’est pas tenu de
fournir une explication détaillée du calcul menant aux équations d’état.

Il n’est pas indispensable de fournir une analyse détaillée du calcul des opérateurs
de dérivée covariante. La contradiction en dehors du cadre newtonien se manifeste
simplement dans l’effort de construire une solution métrique basée sur des hypo-
thèses de symétrie simples, à savoir :

— Stationnarité
— Invariance sous l’action du groupe SO(3)

Il pourrait être objecté que cela limite l’examen aux systèmes présentant une
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symétrie sphérique et exempts de rotation. Mais pour être rigoureux, on devrait
considérer :

— La métrique extérieure, à savoir celle de Kerr.
— Une métrique intérieure décrivant la géométrie à l’intérieur d’une masse en

rotation.

La construction de cette seconde métrique, qui serait le complément de celle de
Kerr, reste à ce jour une tâche inachevée.

On se limite donc à la construction de la solution intérieure à symétrie sphérique
dont le détail des calculs est présenté dans l’étude de la Compatibilité des Équations
de Champ dans la Limite des Champs Faibles.
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3.3.7 Compatibilité des Équations de Champ dans la Limite
des Champs Faibles

Pour obtenir une solution géométrique complète, le modèle doit être capable de
reproduire la solution initialement développée par K. Schwarzschild en 1916 [91], et
de l’étendre à la géométrie intérieure d’une sphère emplie d’un fluide incompressible
[90].

La maîtrise de cette solution est importante pour le calcul de l’atténuation de la
luminosité d’une source distante, après que les rayons lumineux qu’elle émet ont tra-
versé un amas de masse négative. En effet, alors que les photons d’énergie positive
interagissent avec la matière de masse positive 26, ils ne subissent qu’une interac-
tion anti-gravitationnelle lorsqu’ils traversent une masse négative. La représentation
schématique de ce phénomène est illustrée dans la 3.16.

Figure 3.16 – Allure de la déviation des photons d’énergie positive par une masse
négative.

Une situation analogue se présenterait si nous considérions un faisceau de neutri-
nos parallèles d’énergie positive (ou de faible masse) traversant une masse homogène,
également positive (figure 3.17). Les trajectoires, dans les deux cas, lorsque la cour-
bure reste modérée, sont très proches d’hyperboles. Dans les deux cas, l’angle de
déviation, positif ou négatif, atteint un maximum (C) lorsque la géodésique est tan-
gente à la limite de la masse, positive ou négative. Il diminue ensuite régulièrement
jusqu’à zéro à de très grandes distances (D). L’angle de déviation est nul, à cause
de la symétrie, lorsque la géodésique passe par le centre de la masse (A).

26. pouvant être émis ou absorbés par celle-ci.
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Figure 3.17 – Allure de la déviation des neutrinos d’énergie positive par une masse
positive.

Dans ce calcul des trajectoires géodésiques correspondant à cette “solution inté-
rieure de Schwarzschild” [90] et sous conditions quasi-newtoniennes, les particules,
de masse nulle ou non nulle, subissent la déviation (B) qui correspondrait à l’action
de la masse contenue à l’intérieur de la sphère pointillée, concentrée au centre. Une
sphère tangente à la ligne (C) correspond à la déviation maximale. Pour la ligne
(A), passant par le centre de la sphère, elle est nulle. À la distance (D), la déviation
tend vers zéro.

En développant un calcul similaire à la construction de la métrique intérieure
(14.47) de [1], nous pouvons écrire :

ds(g)
2
= −eν(g)dx02 + eλ

(g)

dr2 + r2dϕ2 + r2 sin2 θdϕ2 (3.3.111)

ds(h)
2
= −eν(h)dx02 + eλ

(h)

dr2 + r2dϕ2 + r2 sin2 θdϕ2 (3.3.112)

Considérons à présent ces deux métriques sous la signature (+−−−) :

ds(g)
2
= eν(r)

(g)

dx0
2 − eλ(r)

(g)

dr2 − r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.113)

ds(h)
2
= eν(r)

(h)

dx0
2 − eλ(r)

(h)

dr2 − r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.114)

Dans le cadre de la relativité générale, la forme de la métrique décrivant un
espace-temps à symétrie sphérique et statique, est souvent exprimée en termes de
fonctions spécifiques pour faciliter l’analyse des équations d’Einstein. Une des solu-
tions les plus adaptées à ces équations est la métrique extérieure de Schwarzschild
2.3.117, qui décrit l’espace-temps autour d’une masse ponctuelle dans un espace
vide. Cette solution ne fait pas explicitement usage de fonctions exponentielles dans
sa forme la plus connue, mais des formes plus générales de métriques à symétrie
sphérique peuvent les introduire pour modéliser diverses configurations de matière.

Dans des situations où la distribution de matière n’est pas ponctuelle ou dans
des régimes à forte courbure spatio-temporelle, des fonctions exponentielles telles
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que eν(r) et eλ(r) peuvent être introduites pour décrire le potentiel gravitationnel
et la courbure de l’espace. Ces fonctions exponentielles facilitent le traitement ma-
thématique des équations différentielles en assurant certaines propriétés physiques,
telles que la platitude de l’espace-temps à l’infini 27.

La fonction ν(r) est liée au potentiel gravitationnel perçu par un observateur à
l’infini, tandis que λ(r) concerne la courbure de l’espace due à la présence de ma-
tière. Pour une métrique générale à symétrie sphérique, l’élément de ligne peut être
écrit sous la forme 3.3.113. Cette formulation permet d’adapter la métrique à dif-
férentes distributions de matière et de capturer le comportement de la gravité dans
des contextes variés, allant des champs gravitationnels faibles aux régimes extrêmes
près d’objets supermassifs tels que des étoiles à neutrons. Ainsi, le potentiel gra-
vitationnel peut augmenter de manière "exponentielle" à proximité de tels objets,
et les fonctions exponentielles peuvent capturer ce comportement de manière précise.

Dans la suite de notre analyse, nous nous appuierons sur le système d’équations
3.3.96 et 3.3.97 en régime stationnaire où les masses négatives sont négligeables par
rapport aux masses positives. Nous déterminerons alors la solution de chacune de
ces équations de champ dans la limite newtonienne.

Solution de la première Équation de Champ 3.3.96

Nous pouvons exprimer le tenseur métrique 3.3.113 de la manière suivante 28 :

gµν =


eν(r) 0 0 0
0 −eλ(r) 0 0
0 0 −r2 0
0 0 0 −r2 sin2 θ

 gµν =


e−ν(r) 0 0 0
0 −e−λ(r) 0 0
0 0 − 1

r2
0

0 0 0 − 1
r2 sin2 θ


(3.3.115)

Et nous savons que :
gνµ = δνµ (3.3.116)

Nous allons à présent calculer les symboles de Christoffel 29 du tenseur métrique
3.3.113 selon la relation 2.3.73.

Nous pouvons remarquer qu’il s’agit d’une métrique statique et à symétrie sphé-
rique souvent utilisée en relativité générale. Les composantes non nulles du tenseur
métrique sont :

gtt = eν(r) (3.3.117)

grr = −eλ(r) (3.3.118)
gθθ = −r2 (3.3.119)
gϕϕ = −r2 sin2 θ (3.3.120)

27. Il s’agit d’une caractéristique de l’espace-temps de Minkowski.
28. Pour simplifier l’écriture, l’exposant (g) ne sera pas pris en compte dans toute la démonstra-

tion.
29. Les symboles de Christoffel sont également connus sous le nom de coefficients de connexion

de Levi-Civita comme nous l’avons déjà vu.
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Et les composantes de la métrique inverse gβα sont simplement l’inverse des
éléments diagonaux 30 :

gtt = e−ν(r) (3.3.121)

grr = −e−λ(r) (3.3.122)

gθθ = − 1

r2
(3.3.123)

gϕϕ = − 1

r2 sin2 θ
(3.3.124)

Étant donné que cette métrique est diagonale, le calcul se simplifie considéra-
blement. Beaucoup des symboles de Christoffel seront nuls parce que les dérivées
partielles des composantes non diagonales sont nulles. Nous devons seulement cal-
culer les composantes non nulles pour :

— Γr
tt :

Γr
tt =

1

2
grr
(
−∂gtt
∂r

)
=

1

2
(−e−λ)

[
− d

dr
(eν)

]
=

1

2
eν−λdν

dr
=

1

2
eν−λν ′

(3.3.125)
— Γr

rr :

Γr
rr =

1

2
grr
(
∂grr
∂r

)
=

1

2
(−e−λ)

[
d

dr
(−eλ)

]
=

1

2

dλ

dr
=

1

2
λ′ (3.3.126)

— Γr
θθ :

Γr
θθ =

1

2
grr
(
−∂gθθ
∂r

)
=

1

2
(−e−λ)(−2r) = re−λ (3.3.127)

— Γr
ϕϕ :

Γr
ϕϕ =

1

2
grr
(
−∂gϕϕ

∂r

)
=

1

2
(−e−λ)(−2r sin2 θ) = re−λ sin2 θ (3.3.128)

— Γθ
rθ et Γϕ

rϕ :

Γθ
rθ = Γϕ

rϕ =
1

2
gθθ
(
∂gθθ
∂r

)
=

1

2

(
− 1

r2

)
(−2r) =

1

r
(3.3.129)

— Γθ
ϕϕ :

Γθ
ϕϕ =

1

2
gθθ
(
−∂gϕϕ

∂θ

)
=

1

2

(
− 1

r2

)
(−2r2 sin θ cos θ) = sin θ cos θ (3.3.130)

— Γϕ
θϕ :

Γϕ
θϕ =

1

2
gϕϕ
(
∂gϕϕ
∂θ

)
=

1

2

(
− 1

r2 sin2 θ

)
(2r2 sin θ cos θ) = cot θ (3.3.131)

30. Les éléments non diagonaux sont nuls.
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— Γt
rt :

Γt
rt =

1

2
gtt
(
∂gtt
∂r

)
=

1

2
e−ν

(
d

dr
eν
)

=
1

2

dν

dr
=

1

2
ν ′ (3.3.132)

Nous pouvons alors calculer les composantes nécessaires du tenseur de Riemann
pour obtenir une des composantes Rtt du tenseur de Ricci dans un espace-temps à
symétrie sphérique selon la relation suivante (obtenue à partir de 3.3.20) :

Rtt = Rr
trt +Rθ

tθt +Rϕ
tϕt (3.3.133)

Or la première composante est donnée par :

Rr
trt = ∂tΓ

r
rt − ∂rΓ

r
tt + Γr

tλΓ
λ
rt − Γr

rλΓ
λ
tt (3.3.134)

Ainsi, en remplaçant chaque symbole de Christoffel par sa valeur calculée précé-
demment, et en sachant que la métrique est statique, nous obtenons :

Rr
trt = −1

2
eν−λ

(
ν ′′ +

ν ′2

2
− λ′ν ′

2

)
(3.3.135)

La seconde composante nécessaire Rθ
tθt se calcule également de manière triviale :

Rθ
tθt = −Γθ

θrΓ
r
tt (3.3.136)

Rθ
tθt = −1

r

1

2
eν−λν ′ (3.3.137)

Rθ
tθt = − 1

2r
eν−λν ′ (3.3.138)

(3.3.139)

La dernière composante Rϕ
tϕt est identique à Rθ

tθt
31 :

Rϕ
tϕt = − 1

2r
eν−λν ′ (3.3.140)

Finalement, en combinant les différents termes de la composante temporelle Rtt

du tenseur de Ricci, nous obtenons :

Rtt = eν−λ

(
−ν

′′

2
− ν ′2

4
+
λ′ν ′

4
− ν ′

r

)
(3.3.141)

En utilisant la même méthode, nous pouvons déduire les autres composantes
diagonales du tenseur de Ricci :

Rrr =
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
− λ′

r
(3.3.142)

Rθθ = e−λ

(
1 +

ν ′r

2
− λ′r

2

)
− 1 (3.3.143)

Rϕϕ = Rθθ sin
2 θ (3.3.144)

31. En raison de l’isotropie des coordonnées angulaires
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Pour déterminer le scalaire de Ricci 32, nous devons d’abord exprimer les com-
posantes du tenseur de Ricci en utilisant des indices mixtes. Pour cela, nous élevons
un indice en utilisant la métrique inverse selon la relation suivante :

Rµ
ν =

3∑
ρ=0

gµρRρν (3.3.145)

Ainsi, nous obtenons :

Rt
t = gttRtt = −e−λ

(
ν ′′

2
+
ν ′2

4
− λ′ν ′

4
+
ν ′

r

)
(3.3.146)

Rr
r = grrRrr = −e−λ

(
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
− λ′

r

)
(3.3.147)

Rθ
θ = gθθRθθ = −e−λ

(
1

r2
+
ν ′

2r
− λ′

2r

)
+

1

r2
(3.3.148)

Rϕ
ϕ = Rθ

θ (3.3.149)

Nous pouvons en déduire le scalaire de Ricci :

R = Rµ
µ = Rt

t +Rr
r +Rθ

θ +Rϕ
ϕ (3.3.150)

R = 2e−λ

(
−ν

′′

2
+
λ′ν ′

4
− ν ′2

4
− ν ′

r
+
λ′

r
− 1

r2

)
+

2

r2
(3.3.151)

Or, le tenseur d’Einstein est donnée en mode mixte par la relation suivante :

Gν
µ = Rν

µ −
1

2
Rδνµ (3.3.152)

Ainsi, nous pouvons établir chacune des composantes du tenseur d’Einstein :

Gt
t = Rt

t −
1

2
Rδtt = Rt

t −
1

2
R = e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
(3.3.153)

Gr
r = Rr

r −
1

2
Rδrr = Rr

r −
1

2
R = e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
− 1

r2
(3.3.154)

Gθ
θ = Rθ

θ −
1

2
Rδθθ = Rθ

θ −
1

2
R = e−λ

(
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)
(3.3.155)

Or, si nous considérons l’équation de champ d’Einstein en mode mixte :

Eν
µ = χT ν

µ (3.3.156)

Nous pouvons exprimer ses composantes dans le même contexte mathématique :

e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
= χT t

t

e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
− 1

r2
= χT r

r (3.3.157)

e−λ

(
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)
= χT θ

θ

32. Le scalaire de Ricci quantifie la courbure totale de l’espace-temps
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D’où :

χT t
t − χT r

r = − (ν ′ + λ′)
e−λ

r
(3.3.158)

Examinons la construction classique de la métrique intérieure en partant de
l’expression du tenseur énergie-impulsion T ν

µ
(g,g) de la première équation de champ

3.3.96 sous sa forme classique en mode mixte 33 :

T ν
µ
(g,g) =


ρ 0 0 0
0 − p

c2
0 0

0 0 − p
c2

0
0 0 0 − p

c2

 (3.3.159)

Les équations 3.3.157 et 3.3.158 s’écrivent alors de la manière suivante :

e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
= χρ (3.3.160)

e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
− 1

r2
= −χ p

c2
(3.3.161)

e−λ

(
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)
= −χ p

c2
(3.3.162)

−ν
′ + λ′

r
e−λ = χ

(
ρ+

p

c2

)
(3.3.163)

D’où nous pouvons en déduire :

e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
= e−λ

[
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

]
(3.3.164)

eλ
1

r2
=

1

r2
− ν ′2

4
+
ν ′λ′

4
+
ν ′ + λ′

2r
− ν ′′

2
(3.3.165)

Pour résoudre ces équations différentielles, nous pouvons procéder de manière
similaire à l’expression (14.15) de la référence [1] du chapitre 14 en posant :

e−λ = 1− 2m(r)

r
=⇒ 2m(r) = r

(
1− e−λ

)
(3.3.166)

Avec :
m =

GM

c2
(3.3.167)

En considérant 3.3.160, si nous dérivons cette expression, nous obtenons 34 :

2m′ =
(
1− e−λ

)
+ rλ′e−λ (3.3.168)

−2m′

r2
=

−1 + e−λ − rλ′e−λ

r2
= − 1

r2
+ e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
(3.3.169)

m′ = −r
2χρ

2
=

4πr2G

c2
ρ (3.3.170)

33. (13.1) page 425 de [1]
34. Par convention, nous adoptons la valeur de la constante gravitationnelle d’Einstein χ = − 8πG

c2

selon (10.98) de [1].

112



CHAPITRE 3. LE MODÈLE COSMOLOGIQUE JANUS DE JEAN-PIERRE PETIT

De manière similaire à l’équation (14.18) de [1], nous pouvons en déduire :

m(r) =
Gρ

c2

∫ r

0

4πr2dr =
4

3
πr3ρ

G

c2
(3.3.171)

Ainsi, l’expression 3.3.161 couplée à l’expression 3.3.166 nous permet d’obtenir :

ν ′ =
r

r(r − 2m)

(
−χpr

2

c2
+ 1

)
− (r − 2m)

r(r − 2m)
(3.3.172)

D’où :

ν ′ = 2
m+ 4πGpr3

c4

r(r − 2m)
(3.3.173)

Or, en procédant à la dérivation de l’expression 3.3.161, nous obtenons :

−χp
′

c2
=

2

r3
− λ′e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
+ e−λ

(
−2

r3
+
ν ′′

r
− ν ′

r2

)
(3.3.174)

D’où par simplification :

−χp
′

c2
=

2

r3
− e−λ

(
λ′

r2
+
λ′ν ′

r
+

2

r3
− ν ′′

r
+
ν ′

r2

)
(3.3.175)

−χp
′

c2
=

2

r3
− 2

e−λ

r

(
λ′

2r
+
λ′ν ′

2
+

1

r2
− ν ′′

2
+
ν ′

2r

)
(3.3.176)

−χp
′

c2
=

2

r3
− 2

e−λ

r

(
1

r2
− ν ′2

4
+
λ′ν ′

4
+
λ′ + ν ′

2r
− ν ′′

2
+
ν ′2

4
+
λ′ν ′

4

)
(3.3.177)

En combinant ce résultat avec l’expression 3.3.165, nous pouvons en déduire :

−χp
′

c2
= −e−λ ν

′

2r
(ν ′ + λ′) (3.3.178)

D’où l’expression suivante par couplage avec la relation 3.3.163 :

−χp
′

c2
= −e

−λ

r
(ν ′ + λ′)

ν ′

2
= χ

(
ρ+

p

c2

) ν ′
2

=⇒ p′

c2
= −ν

′

2

(
ρ+

p

c2

)
(3.3.179)

En considérant l’expression 3.3.173, nous aboutissons alors à l’équation classique
de Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV) ([66], (14.25c) de [1]) :

p′

c2
= −

m+ 4πGpr3

c4

r(r − 2m)

(
ρ+

p

c2

)
(3.3.180)

Nous pouvons terminer ce calcul en obtenant la forme explicite de la métrique
intérieure, toujours dans ce cadre quasi-newtonien.

En effet, en tenant compte de la relation (14.28) de [1] 35 pour r ≤ Rs, et de la
masse obtenue 3.3.171, nous pouvons déjà établir l’un des termes de la métrique à
partir de 3.3.166 :

e−λ = 1− 2m(r)

r
= 1− 8

3
πr2ρ

G

c2
=⇒ e−λ = 1− r2

r̂2
(3.3.181)

35. correspondant à 6.1.3 que l’on étudiera dans la section 8
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La métrique intérieure 3.3.113 peut alors s’écrire de la manière suivante :

ds2 = eν(r)dx0
2 − dr2

1− r2

r̂2

− r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.182)

Déterminons à présent la fonction ν(r) en sachant que la densité de l’étoile est
constante par hypothèse. Nous obtenons alors d’après 3.3.179 :

ν ′ = − 2p′

ρc2 + p
⇒ ν ′ = −2(ρc2 + p)′

ρc2 + p
= −2 ln(ρc2 + p)′ (3.3.183)

Soit :

−ν
2
= ln(ρc2+p)+C1 =⇒ 36 De−

ν
2 =

8πG

c2

(
ρ+

p

c2

)
= −χ

(
ρ+

p

c2

)
(3.3.184)

En considérant 3.3.163, nous pouvons résoudre cette équation de la manière
suivante :

−ν
′ + λ′

r
e−λ = χ

(
ρ+

p

c2

)
= −De−

ν
2 =⇒ rDe−

ν
2 = ν ′e−λ+λ′e−λ = ν ′e−λ− d

dr
(e−λ)

(3.3.185)
Ainsi, d’après 3.3.181, nous obtenons :

rDe−
ν
2 = ν ′

(
1− r2

r̂2

)
− d

dr

(
1− r2

r̂2

)
= ν ′

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
(3.3.186)

Or, en posant :

e
ν
2 = γ(r) =⇒ γ′ =

ν ′

2
e

ν
2 (3.3.187)

D’où 3.3.186 nous permet d’obtenir :

rD = ν ′e
ν
2

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
e

ν
2 = 2γ′

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
γ (3.3.188)

Or, la résolution d’équations différentielles linéaires du premier ordre s’appuie
sur la superposition des solutions. La solution générale est la somme d’une solu-
tion particulière de l’équation non homogène et de la solution générale de l’équa-
tion homogène. Cette méthode exploite la linéarité des opérateurs différentiels pour
construire une solution complète qui englobe tous les comportements possibles de
l’équation 37.

36. En appliquant l’exponentielle à chaque membre de l’équation, on introduit une nouvelle
constante d’intégration D = eC1 qui doit être cohérente avec la structure des équations de champ
d’Einstein pour un fluide parfait. Dans ces équations, le tenseur énergie-impulsion Tµν est pro-
portionnel au tenseur d’Einstein Gµν selon la constante gravitationnelle d’Einstein 8πG

c4 reliant la
courbure de l’espace-temps à la distribution de la matière. Ainsi, l’équation De−

ν
2 = ρc2 + p peut

être réécrite de la manière suivante : De−
ν
2 = 8πG

c2

(
ρ+ p

c2

)
, où D est déterminée par les conditions

aux limites spécifiques pour une densité de matière ρ constante.
37. La résolution d’équations différentielles linéaires du premier ordre implique souvent l’utilisa-

tion de la superposition des solutions. Cette méthode repose sur le fait que les opérateurs différen-
tiels sont linéaires, ce qui signifie que si deux fonctions f1 et f2 sont des solutions d’une équation
différentielle linéaire, alors toute combinaison linéaire de ces fonctions af1 + bf2 est également une
solution.
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Ainsi, une solution particulière de cette équation est γp = r̂2D
2

. 38

Et la solution générale de l’équation homogène est donnée par 39 :

u′
(
1− r2

r̂2

)
+

r

r̂2
u = 0 ⇒ u = −B

(
1− r2

r̂2

)1/2

(3.3.189)

Démonstration. Intégrons les deux membres de l’équation.

L’intégration du premier membre implique u et sa dérivée u′, tandis que l’inté-
gration du second membre s’effectue par rapport à r.∫

u′

u
du = −

∫
r

r̂2 − r2
dr (3.3.190)

Ce qui donne :

lnu =
1

2
ln(r̂2 − r2) + C1 (3.3.191)

D’où :

u = −B
(
1− r2

r̂2

)1/2
40 (3.3.192)

La solution générale est donc donnée par :

γ = e
ν
2 =

r̂2D

2
−B

(
1− r2

r̂2

) 1
2

(3.3.193)

Ainsi, nous obtenons la composante temporelle du tenseur métrique :

g00 = eν =

[
A−B

(
1− r2

r̂2

) 1
2

]2
(3.3.194)

Par identification et en considérant 6.1.3, nous obtenons :

r̂2D

2
= A⇒ D = 2

A

r̂2
=

2ρ

3

8πG

c2
A = −χ2ρ

3
A (3.3.195)

Ainsi, en couplant 3.3.185 et 3.3.193, nous obtenons :

De−
ν
2 = −χ

(
ρ+

p

c2

)
= −χ2ρ

3
A

[
r̂2D

2
−B

(
1− r2

r̂2

)1/2
]−1

(3.3.196)

38. En effet, cette solution appliquée au second membre de l’équation 3.3.188 permet d’obtenir
le premier membre.

39. En posant u = 2γ
40. B est une constante d’intégration déterminée de telle sorte que la solution appliquée au

premier membre de l’équation différentielle 3.3.189 permet de l’annuler.
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Ce qui nous permet d’en déduire :

ρ+
p

c2
=

2ρ

3

A[
A−B

(
1− r2

r̂2

)1/2] (3.3.197)

Or, si on considère que la pression s’annule à la surface de la sphère à r = rn
41,

nous pouvons en déduire la relation suivante :

A = 3B

(
1− rn

2

r̂2

)1/2

(3.3.198)

Pour déterminer B, il faut opérer un raccordement des métriques intérieures
et extérieures à la surface de la sphère 42, ce que l’on peut traduire de la manière
suivante en considérant 3.3.194 :

gint00 (rn) = eν(rn) =

[
A−B

(
1− rn

2

r̂2

)1/2
]2

= gext00 (rn) =

(
1− 2GM

rnc2

)
(3.3.199)

Ainsi, en considérant 3.3.198, nous pouvons en déduire 43 :

B2

[
3

(
1− rn

2

r̂2

)1/2

−
(
1− rn

2

r̂2

)1/2
]2

=

(
1− rn

2

r̂2

)
=⇒ B =

1

2
(3.3.200)

D’où nous pouvons obtenir :

A =
3

2

(
1− rn

2

r̂2

)1/2

(3.3.201)

Soit :

gint00 (r) =

[
3

2

(
1− rn

2

r̂2

)1/2

− 1

2

(
1− r2

r̂2

)1/2
]2

(3.3.202)

D’où la métrique intérieure de Schwarzschild :

ds2 =

[
3

2

√(
1− rn2

r̂2

)
− 1

2

√(
1− r2

r̂2

)]2
dx0

2 − dr2

1− r2

r̂2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.203)

Cette métrique se raccorde à la métrique extérieure de Schwarzschild :

ds2 =

(
1− 2GM

c2r

)
c2dx0

2 − dr2

1− 2GM
c2r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.204)

Nous pouvons ainsi en déduire selon la théorie classique de la RG, qu’une parti-
cule de matière ordinaire subira un champ gravitationnel attractif sous l’effet d’une
distribution de masses positives.

41. Comme nous le verrons plus tard 8.2.9
42. Pour r = rn, comme nous l’avons vu à la section 2.3.8
43. En considérant 3.3.171, 3.3.167 et 6.1.3.
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Solution de la Seconde Équation de Champ 3.3.97

Considèrons l’impact de la présence des masses positives sur la géométrie de
l’espace-temps structurée par hµν de la seconde équation de champ 3.3.97 associée
à la population des masses négatives. Nous rappelons qu’on est parfaitement libre
de choisir le tenseur d’interaction T ν

µ
(g,h), dans la mesure où ce choix peut découler

d’une dérivation lagrangienne.

Nous avons ainsi choisi l’expression 3.3.106, que nous pouvons définir classique-
ment de la manière suivante :

T ν
µ
(g,h) =


ρ 0 0 0
0 p

c2
0 0

0 0 p
c2

0
0 0 0 p

c2

 (3.3.205)

Nous pouvons construire les premiers membres à partir de la métrique 3.3.114,
qui sont les mêmes que pour le cas précédent des masses positives 44. Au second
membre de la seconde équation de champ 3.3.97, le rapport des déterminants sera
considéré quasiment unitaire dans la mesure où nous effectuons ce calcul dans l’ap-
proximation newtonienne.

Ainsi, nous obtenons : √
|g|
|h|

=

√
eνeλr4 sin2 θ

eν̄eλ̄r4 sin2 θ
≈ 1 (3.3.206)

Soit :

e−λ̄

(
1

r2
− λ̄′

r

)
− 1

r2
= −χρ (3.3.207)

e−λ̄

(
1

r2
+
ν̄ ′

r

)
− 1

r2
= −χ p

c2
(3.3.208)

e−λ̄

(
ν̄ ′′

2
− ν̄ ′λ̄′

4
+
ν̄ ′2

4
+
ν̄ ′ − λ̄′

2r

)
= −χ p

c2
(3.3.209)

− ν̄
′ + λ̄′

r
e−λ̄ = −χ

(
ρ− p

c2

)
(3.3.210)

D’où :

eλ̄
1

r2
=

1

r2
− ν̄ ′2

4
+
ν̄ ′λ̄′

4
+
ν̄ ′ + λ̄′

2r
− ν̄ ′′

2
(3.3.211)

44. Pour simplifier l’écriture, les exposants (g) et (h) ne seront pas pris en compte dans toute
la démonstration. Étant donné que la source du champ gravitationnel de la seconde équation de
champ 3.3.97 est créée par une masse positive, nous conserverons la forme classique des variables
ρ, c et p au second membre. En revanche, le premier membre de cette équation décrit la géométrie
induite par cette source sur les géodésiques parcourues par des masses négatives. Nous utiliserons
donc les notations λ̄, ν̄ au premier membre pour représenter ce phénomène physique.
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Pour résoudre ces équations différentielles, nous pouvons procéder de manière
similaire au cas précédent en posant :

e−λ̄ = 1− 2m̄(r)

r
=⇒ 2m̄(r) = r

(
1− e−λ̄

)
(3.3.212)

D’où :

−2m̄′

r2
= − 1

r2
+ e−λ̄

(
1

r2
− λ̄′

r

)
(3.3.213)

(3.3.214)

Or, de manière similaire à l’équation (14.18) de [1], nous pouvons écrire :

m̄′ = −4πr2G

c2
ρ =⇒ m̄(r) = −Gρ

c2

∫ r

0

4πr2dr = −4

3
πr3ρ

G

c2
= −m(r) (3.3.215)

L’expression 3.3.208 nous permet ainsi d’obtenir :

ν̄ ′ = 2
−m+ 4πGpr3

c4

r(r + 2m)
(3.3.216)

Or, en procédant à la dérivation de l’expression 3.3.208, nous obtenons :

−χp
′

c2
=

2

r3
− λ̄′e−λ̄

(
1

r2
+
ν̄ ′

r

)
+ e−λ̄

(
−2

r3
+
ν̄ ′′

r
− ν̄ ′

r2

)
(3.3.217)

D’où par simplification :

−χp
′

c2
=

2

r3
− e−λ̄

(
λ̄′

r2
+
λ̄′ν̄ ′

r
+

2

r3
− ν̄ ′′

r
+
ν̄ ′

r2

)
(3.3.218)

−χp
′

c2
=

2

r3
− 2

e−λ̄

r

(
λ̄′

2r
+
λ̄′ν̄ ′

2
+

1

r2
− ν̄ ′′

2
+
ν̄ ′

2r

)
(3.3.219)

−χp
′

c2
=

2

r3
− 2

e−λ̄

r

(
1

r2
− ν̄ ′2

4
+
λ̄′ν̄ ′

4
+
λ̄′ + ν̄ ′

2r
− ν̄ ′′

2
+
ν̄ ′2

4
+
λ̄′ν̄ ′

4

)
(3.3.220)

En combinant ce résultat avec l’expression 3.3.211, nous pouvons en déduire :

−χp
′

c2
= −e−λ̄ ν̄

′

2r
(ν̄ ′ + λ̄′) (3.3.221)

D’où l’expression suivante par couplage avec la relation 3.3.210 :

−χp
′

c2
= −e

−λ̄

r
(ν̄ ′ + λ̄′)

ν̄ ′

2
= −χ

(
ρ− p

c2

) ν̄ ′
2

=⇒ p′

c2
=
ν̄ ′

2

(
ρ− p

c2

)
(3.3.222)

En considérant l’expression 3.3.216, nous aboutissons alors à la solution de
Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV) pour la population des masses négatives :

p′

c2
= −

m− 4πGpr3

c4

r(r + 2m)

(
ρ− p

c2

)
(3.3.223)
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Les deux solutions 3.3.180 et 3.3.223 tendent vers l’équation d’Euler dans l’ap-
proximation newtonienne. Cela correspond également à la satisfaction asymptotique
des identités de Bianchi dans ce même contexte 45.

Nous allons à présent établir la métrique intérieure de Schwarzschild associée à la
population des masses négatives en appliquant le même schéma de calcul que pour
la population des masses positives, ce qui constitue alors la solution de la seconde
équation de champ 3.3.97.

En effet, en tenant compte de la relation (14.28) de [1] pour r ≤ Rs et de 3.3.212,
nous pouvons établir la relation suivante :

e−λ̄ = 1− 2m̄(r)

r
=⇒ e−λ̄ = 1 +

r2

r̂2
(3.3.224)

La métrique intérieure 3.3.114 peut alors s’écrire de la manière suivante :

d̄s
2
= eν̄(r)dx0

2 − dr2

1 + r2

r̂2

− r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.225)

Déterminons à présent la fonction ν̄(r) en sachant que la densité de l’étoile est
constante par hypothèse. Nous obtenons alors d’après 3.3.222 :

ν̄ ′ = − 2p′

−ρc2 + p
⇒ ν̄ ′ = −2(ρc2 − p)′

ρc2 − p
= −2 ln(ρc2 − p)′ (3.3.226)

Soit :

− ν̄
2
= ln(ρc2 − p) + C2 =⇒ D̄e−

ν̄
2 = −χ

(
ρ− p

c2

)
(3.3.227)

En considérant 3.3.210, nous pouvons résoudre cette équation de la manière
suivante :

− ν̄
′ + λ̄′

r
e−λ̄ = −χ

(
ρ− p

c2

)
= D̄e−

ν̄
2 =⇒ −rD̄e−

ν̄
2 = ν̄ ′e−λ̄ − d

dr
(e−λ̄)

(3.3.228)
Ainsi, d’après 3.3.224, nous obtenons :

−rD̄e−
ν̄
2 = ν̄ ′

(
1 +

r2

r̂2

)
− d

dr

(
1 +

r2

r̂2

)
= ν̄ ′

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
(3.3.229)

Or, en posant :

e
ν̄
2 = γ̄(r) =⇒ γ̄′ =

ν̄ ′

2
e

ν̄
2 (3.3.230)

D’où 3.3.229 nous permet d’obtenir :

−rD̄ = ν̄ ′e
ν̄
2

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
e

ν̄
2 = 2γ̄′

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
γ̄ (3.3.231)

45. L’inégalité r ≫ 2m (où m est souvent remplacé par GM
c2 (3.3.167) pour obtenir une dimension

de longueur, M étant la masse de l’objet et G la constante gravitationnelle) indique que l’on est
suffisamment loin de la source gravitationnelle pour que les effets de la relativité générale soient
négligeables. En effet, à de grandes distances, la longueur 2GM

c2 est totalement négligeable.
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Une solution particulière de cette équation est γ̄p = r̂2D̄
2

.

Et la solution générale de l’équation homogène est donnée par 46 :

ū′
(
1 +

r2

r̂2

)
− r

r̂2
ū = 0 ⇒ ū = B̄

(
1 +

r2

r̂2

)1/2

(3.3.232)

D’où la solution générale :

γ̄ = e
ν̄
2 =

r̂2D̄

2
+ B̄

(
1 +

r2

r̂2

) 1
2

(3.3.233)

Ainsi, nous obtenons la composante temporelle du tenseur métrique :

ḡ00 = eν̄ =

[
Ā+ B̄

(
1 +

r2

r̂2

) 1
2

]2
(3.3.234)

Par identification et en considérant 6.1.3, nous obtenons :

r̂2D̄

2
= Ā⇒ D̄ = 2

Ā

r̂2
=

2ρ

3

8πG

c2
Ā = −χ2ρ

3
Ā (3.3.235)

Ainsi, en couplant 3.3.228 et 3.3.233, nous obtenons :

D̄e−
ν̄
2 = −χ

(
ρ− p

c2

)
= −χ2ρ

3
Ā

[
r̂2D̄

2
+ B̄

(
1 +

r2

r̂2

)1/2
]−1

(3.3.236)

Ce qui nous permet d’en déduire :

ρ− p

c2
=

2ρ

3

Ā[
Ā+ B̄

(
1 + r2

r̂2

)1/2] (3.3.237)

Or, si on considère que la pression s’annule à la surface de la sphère à r = rn,
nous pouvons en déduire la relation suivante :

Ā = −3B̄

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

(3.3.238)

Pour déterminer B̄, il faut opérer un raccordement des métriques intérieures et
extérieures à la surface de la sphère, ce que l’on peut traduire de la manière suivante
en considérant 3.3.234 :

ḡint00 (rn) = eν̄(rn) =

[
Ā+ B̄

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2
]2

= ḡext00 (rn) =

(
1 +

2GM

rnc2

)
(3.3.239)

Ainsi, en tenant compte de l’expression 3.3.238, nous pouvons en déduire :[
−3B̄

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

+ B̄

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2
]2

=

(
1 +

rn
2

r̂2

)
=⇒ B =

1

2
(3.3.240)

46. En posant ū = 2γ̄
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D’où nous pouvons obtenir :

Ā = −3

2

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

(3.3.241)

Soit :

ḡint00 (r) =

[
−3

2

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

+
1

2

(
1 +

r2

r̂2

)1/2
]2

(3.3.242)

D’où la métrique intérieure de Schwarzschild :

d̄s
2
=

[
3

2

√(
1 +

rn2

r̂2

)
− 1

2

√(
1 +

r2

r̂2

)]2
dx0

2 − dr2

1 + r2

r̂2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.243)

Cette métrique se raccorde à la métrique extérieure de Schwarzschild :

d̄s
2
=

(
1 +

2GM

c2r

)
c2dx0

2 − dr2

1 + 2GM
c2r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.244)

Nous pouvons en déduire qu’une particule de masse négative subira un champ
gravitationnel répulsif sous l’effet d’une distribution de masses positives.

Ainsi, la forme générale est donnée par :

ds(f)
2
=

[
3

2

√(
1− ε

rn2

r̂2

)
− 1

2

√(
1− ε

r2

r̂2

)]2
dx0

2 − dr2

1− ε r
2

r̂2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.245)

Avec ε = 1 pour représenter des masses de même signe qui s’attirent, et ε = −1
pour des masses de signes opposés qui se repoussent.

Le paradigme de la Relativité Générale (RG) peut être résumé de la manière
suivante :

L’univers est une variété M4, équipée d’une métrique, solution de l’équa-
tion de champ d’Einstein 2.3.1.

Le modèle Janus de Jean-Pierre Petit est une extension de la RG :
L’univers est une variété M4, équipée de deux métriques, solutions du
système d’équations de champ couplées 3.3.54 et 3.3.55.

Dans ces conditions, la RG représente une approximation de ce modèle, dans
les régions où la masse négative peut être négligée, par exemple au voisinage du
Soleil. C’est évidemment une proposition extrêmement ambitieuse, qui nécessite des
confirmations observationnelles pour être crédible.

121



CHAPITRE 3. LE MODÈLE COSMOLOGIQUE JANUS DE JEAN-PIERRE PETIT

3.3.8 Compatibilité des Équations de Champ au voisinage du
Répulseur du Dipôle

Considérons à présent les régions où les masses négatives dominent, par exemple,
au voisinage du Répulseur du Dipôle. Nous pouvons déterminer la solution de cha-
cune des équations de champ 3.3.100 et 3.3.101.

Solution de la première Équation de Champ 3.3.100

Considèrons l’impact de la présence des masses négatives sur la géométrie de
l’espace-temps structurée par gµν de la première équation de champ 3.3.100 associée
à la population des masses positives. On peut choisir le tenseur d’interaction T ν

µ
(h,g)

de la manière suivante, dans la mesure où ce choix peut découler d’une dérivation
lagrangienne 47 :

T ν
µ
(h,g) =


ρ̄ 0 0 0
0 − p̄

c̄2
0 0

0 0 − p̄
c̄2

0
0 0 0 − p̄

c̄2

 (3.3.246)

Nous pouvons construire les premiers membres à partir de la métrique 3.3.113,
qui sont les mêmes que pour les cas précédents. Au second membre de la première
équation de champ 3.3.100, le rapport des déterminants sera considéré quasiment
unitaire.

Ainsi, nous obtenons : √
|h|
|g|

=

√
eν̄eλ̄r4 sin2 θ

eνeλr4 sin2 θ
≈ 1 (3.3.247)

e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
− 1

r2
= −χρ̄ (3.3.248)

e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
− 1

r2
= −χ p̄

c̄2
(3.3.249)

e−λ

(
ν ′′

2
− ν ′λ′

4
+
ν ′2

4
+
ν ′ − λ′

2r

)
= −χ p̄

c̄2
(3.3.250)

−ν
′ + λ′

r
e−λ = −χ

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
(3.3.251)

D’où :

eλ
1

r2
=

1

r2
− ν ′2

4
+
ν ′λ′

4
+
ν ′ + λ′

2r
− ν ′′

2
(3.3.252)

47. Pour simplifier l’écriture, les exposants (g) et (h) ne seront pas pris en compte dans toute
la démonstration. Étant donné que la source du champ gravitationnel de la première équation
de champ 3.3.100 est créée par une masse négative, nous utiliserons les notations ρ̄, c̄ et p̄ au
second membre pour représenter ce phénomène physique. En revanche, le premier membre de cette
équation décrit la géométrie induite par cette source sur les géodésiques parcourues par des masses
positives. Nous conserverons donc la forme classique des variables λ et ν au premier membre.
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Pour résoudre ces équations différentielles, nous pouvons procéder de manière
similaire à l’étude précédente :

e−λ = 1− 2m(r)

r
=⇒ 2m(r) = r

(
1− e−λ

)
avec m =

GM

c2
(3.3.253)

D’où :

−2m′

r2
= − 1

r2
+ e−λ

(
1

r2
− λ′

r

)
(3.3.254)

(3.3.255)

Or, de manière similaire à l’équation (14.18) de [1], nous pouvons écrire :

m′ =
4πr2G

c2
ρ =⇒ m(r) =

Gρ

c2

∫ r

0

4πr2dr =
4

3
πr3ρ

G

c2
(3.3.256)

L’expression 3.3.249 couplée à l’expression 3.3.253 nous permet ainsi d’obtenir :

ν ′ = 2
−m+ 4πGp̄r3

c̄4

r(r + 2m)
(3.3.257)

Or, en procédant à la dérivation de l’expression 3.3.249, nous obtenons :

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− λ′e−λ

(
1

r2
+
ν ′

r

)
+ e−λ

(
−2

r3
+
ν ′′

r
− ν ′

r2

)
(3.3.258)

D’où par simplification :

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− e−λ

(
λ′

r2
+
λ′ν ′

r
+

2

r3
− ν ′′

r
+
ν ′

r2

)
(3.3.259)

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− 2

e−λ

r

(
λ′

2r
+
λ′ν ′

2
+

1

r2
− ν ′′

2
+
ν ′

2r

)
(3.3.260)

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− 2

e−λ

r

(
1

r2
− ν ′2

4
+
λ′ν ′

4
+
λ′ + ν ′

2r
− ν ′′

2
+
ν ′2

4
+
λ′ν ′

4

)
(3.3.261)

En combinant ce résultat avec l’expression 3.3.252, nous pouvons en déduire :

−χ p̄
′

c̄2
= −e−λ ν

′

2r
(ν ′ + λ′) (3.3.262)

D’où l’expression suivante par couplage avec la relation 3.3.251 :

−χ p̄
′

c̄2
= −e

−λ

r
(ν ′ + λ′)

ν ′

2
= −χ

(
ρ̄− p̄

c̄2

) ν ′
2

=⇒ p̄′

c̄2
=
ν ′

2

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
(3.3.263)

En considérant l’expression 3.3.257, nous aboutissons alors à la solution de
Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV) pour la population des masses positives 48 :

p̄′

c̄2
= −

m− 4πGp̄r3

c̄4

r(r + 2m)

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
(3.3.264)

48. L’impact du gradient de pression des masses négatives sur les géodésiques parcourues par la
matière ordinaire et les photons d’énergie positive
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Nous allons à présent établir la métrique intérieure de Schwarzschild solution de
la première équation de champ 3.3.100.

En effet, en tenant compte de la relation (14.28) de [1] pour r ≤ Rs et de 3.3.253,
nous pouvons établir la relation suivante :

e−λ = 1− 2m(r)

r
=⇒ e−λ = 1 +

r2

r̂2
(3.3.265)

La métrique intérieure 3.3.113 peut alors s’écrire de la manière suivante :

ds2 = eν(r)dx0
2 − dr2

1 + r2

r̂2

− r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.266)

Déterminons à présent la fonction ν(r) en sachant que la densité de la sphère est
constante par hypothèse. Nous obtenons alors d’après 3.3.222 :

ν ′ = − 2p̄′

−ρ̄c̄2 + p̄
⇒ ν ′ = −2(ρ̄c̄2 − p̄)′

ρ̄c̄2 − p̄
= −2 ln(ρ̄c̄2 − p̄)′ (3.3.267)

Soit :

−ν
2
= ln(ρ̄c̄2 − p̄) + C2 =⇒ De−

ν
2 = −χ

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
(3.3.268)

En considérant 3.3.251, nous pouvons résoudre cette équation de la manière
suivante :

−ν
′ + λ′

r
e−λ = −χ

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
= De−

ν
2 =⇒ −rDe−

ν
2 = ν ′e−λ − d

dr
(e−λ)

(3.3.269)
Ainsi, d’après 3.3.265, nous obtenons :

−rDe−
ν
2 = ν ′

(
1 +

r2

r̂2

)
− d

dr

(
1 +

r2

r̂2

)
= ν ′

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
(3.3.270)

Or, en posant :

e
ν
2 = γ(r) =⇒ γ′ =

ν ′

2
e

ν
2 (3.3.271)

D’où 3.3.270 nous permet d’obtenir :

−rD = ν ′e
ν
2

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
e

ν
2 = 2γ′

(
1 +

r2

r̂2

)
− 2r

r̂2
γ (3.3.272)

Une solution particulière de cette équation est γp = r̂2D
2

.

Et la solution générale de l’équation homogène est donnée par 49 :

u′
(
1 +

r2

r̂2

)
− r

r̂2
u = 0 ⇒ u = B

(
1 +

r2

r̂2

)1/2

(3.3.273)

49. En posant u = 2γ
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D’où la solution générale :

γ = e
ν
2 =

r̂2D

2
+B

(
1 +

r2

r̂2

) 1
2

(3.3.274)

Ainsi, nous obtenons la composante temporelle du tenseur métrique :

g00 = eν =

[
A+B

(
1 +

r2

r̂2

) 1
2

]2
(3.3.275)

Par identification et en considérant 6.1.3, nous obtenons :

r̂2D

2
= A⇒ D = 2

A

r̂2
=

2ρ̄

3

8πG

c̄2
A = −χ2ρ̄

3
A (3.3.276)

Ainsi, en couplant 3.3.269 et 3.3.274, nous obtenons :

De−
ν
2 = −χ

(
ρ̄− p̄

c̄2

)
= −χ2ρ̄

3
A

[
r̂2D

2
+B

(
1 +

r2

r̂2

)1/2
]−1

(3.3.277)

Ce qui nous permet d’en déduire :

ρ̄− p̄

c̄2
=

2ρ̄

3

A[
A+B

(
1 + r2

r̂2

)1/2] (3.3.278)

Or, si on considère que la pression s’annule à la surface de la sphère à r = rn,
nous pouvons en déduire la relation suivante :

A = −3B

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

(3.3.279)

Pour déterminer B, il faut opérer un raccordement des métriques intérieures et
extérieures à la surface de la sphère, ce que l’on peut traduire de la manière suivante
en considérant 3.3.275 :

gint00 (rn) = eν(rn) =

[
A+B

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2
]2

= gext00 (rn) =

(
1 +

2GM

rnc2

)
(3.3.280)

Ainsi, en tenant compte de l’expression 3.3.279, nous pouvons en déduire :[
−3B

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

+B

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2
]2

=

(
1 +

rn
2

r̂2

)
=⇒ B =

1

2
(3.3.281)

D’où nous pouvons obtenir :

A = −3

2

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

(3.3.282)
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Soit :

gint00 (r) =

[
−3

2

(
1 +

rn
2

r̂2

)1/2

+
1

2

(
1 +

r2

r̂2

)1/2
]2

(3.3.283)

D’où la solution métrique intérieure de Schwarzschild :

ds2 =

[
3

2

√(
1 +

rn2

r̂2

)
− 1

2

√(
1 +

r2

r̂2

)]2
dx0

2 − dr2

1 + r2

r̂2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.284)

Cette métrique se raccorde à la métrique extérieure de Schwarzschild :

ds2 =

(
1 +

2GM

c2r

)
c2dx0

2 − dr2

1 + 2GM
c2r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.285)

Nous pouvons en déduire qu’une particule de matière ordinaire subira un champ
gravitationnel répulsif sous l’effet d’une distribution de masses négatives.

Solution de la seconde Équation de Champ 3.3.101

Ici, la source du champ gravitationnel de la seconde équation de champ 3.3.101
est créée par une masse négative. J’adopte donc la même forme des variables ρ̄, c̄ et
p̄ au second membre. Le premier membre de cette équation décrivant la géométrie
induite par cette source sur les géodésiques parcourues par des masses négatives,
j’utilise également les notations λ̄, ν̄ au premier membre pour représenter ce phéno-
mène physique.

Examinons la construction classique de la métrique intérieure en partant de
l’expression du tenseur énergie-impulsion T ν

µ
(h,h) de la seconde équation de champ

3.3.101 associée à la population des masses négatives que je suis parfaitement libre
de définir de la manière suivante :

T ν
µ
(h,h) =


ρ̄ 0 0 0
0 p̄

c̄2
0 0

0 0 p̄
c̄2

0
0 0 0 p̄

c̄2

 (3.3.286)

Ainsi, nous pouvons poser les équations différentielles suivantes :

e−λ̄

(
1

r2
− λ̄′

r

)
− 1

r2
= χρ̄ (3.3.287)

e−λ̄

(
1

r2
+
ν̄ ′

r

)
− 1

r2
= −χ p̄

c̄2
(3.3.288)

e−λ̄

(
ν̄ ′

′

2
− ν̄ ′λ̄′

4
+
ν̄ ′

2

4
+
ν̄ ′ − λ̄′

2r

)
= −χ p̄

c̄2
(3.3.289)

− ν̄
′ + λ̄′

r
e−λ̄ = χ

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
(3.3.290)
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D’où :

e−λ̄

(
1

r2
− λ̄′

r

)
− 1

r2
= e−λ̄

[
ν̄ ′

′

2
− ν̄ ′λ̄′

4
+
ν̄ ′

2

4
+
ν̄ ′ − λ̄′

2r

]
(3.3.291)

eλ̄
1

r2
=

1

r2
− ν̄ ′

2

4
+
ν̄ ′λ̄′

4
+
ν̄ ′ + λ̄′

2r
− ν̄ ′

′

2
(3.3.292)

Pour résoudre ces équations différentielles, nous pouvons procéder de manière
similaire à l’expression (14.15) de la référence [1] du chapitre 14 en posant :

e−λ̄ = 1− 2m̄(r)

r
=⇒ 2m̄(r) = r

(
1− e−λ̄

)
(3.3.293)

En considérant 3.3.287, si nous dérivons cette expression, nous obtenons :

2m̄′ =
(
1− e−λ̄

)
+ rλ̄′e−λ̄ (3.3.294)

−2m̄′

r2
=

−1 + e−λ̄ − rλ̄′e−λ̄

r2
= − 1

r2
+ e−λ̄

(
1

r2
− λ̄′

r

)
(3.3.295)

m̄′ = −r
2χρ̄

2
=

4πr2G

c̄2
ρ̄ (3.3.296)

De manière similaire à l’équation (14.18) de [1], nous pouvons en déduire :

m̄(r) =
Gρ̄

c̄2

∫ r

0

4πr2dr =
4

3
πr3ρ̄

G

c̄2
(3.3.297)

L’expression 3.3.288 couplée à l’expression 3.3.293 nous permet d’obtenir :

ν̄ ′ =
r

r(r − 2m̄)

(
−χp̄r

2

c̄2
+ 1

)
− (r − 2m̄)

r(r − 2m̄)
(3.3.298)

D’où :

ν̄ ′ = 2
m̄+ 4πGp̄r3

c̄4

r(r − 2m̄)
(3.3.299)

Or, en procédant à la dérivation de l’expression 3.3.288, nous obtenons :

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− λ̄′e−λ̄

(
1

r2
+
ν̄ ′

r

)
+ e−λ̄

(
−2

r3
+
ν̄ ′

′

r
− ν̄ ′

r2

)
(3.3.300)

D’où par simplification :

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− e−λ̄

(
λ̄′

r2
+
λ̄′ν̄ ′

r
+

2

r3
− ν̄ ′

′

r
+
ν̄ ′

r2

)
(3.3.301)

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− 2

e−λ̄

r

(
λ̄′

2r
+
λ̄′ν̄ ′

2
+

1

r2
− ν̄ ′

′

2
+
ν̄ ′

2r

)
(3.3.302)

−χ p̄
′

c̄2
=

2

r3
− 2

e−λ̄

r

(
1

r2
− ν̄ ′

2

4
+
λ̄′ν̄ ′

4
+
λ̄′ + ν̄ ′

2r
− ν̄ ′

′

2
+
ν̄ ′

2

4
+
λ̄′ν̄ ′

4

)
(3.3.303)
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En combinant ce résultat avec l’expression 3.3.292, nous pouvons en déduire :

−χ p̄
′

c̄2
= −e−λ̄ ν̄

′

2r
(ν̄ ′ + λ̄′) (3.3.304)

D’où l’expression suivante par couplage avec la relation 3.3.290 :

−χ p̄
′

c̄2
= −e

−λ̄

r
(ν̄ ′ + λ̄′)

ν̄ ′

2
= χ

(
ρ̄+

p̄

c̄2

) ν̄ ′
2

=⇒ p̄′

c̄2
= − ν̄

′

2

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
(3.3.305)

En considérant l’expression 3.3.299, nous pouvons en déduire l’équation classique
de Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV) :

p̄′

c̄2
= −

m̄+ 4πGp̄r3

c̄4

r(r − 2m̄)

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
(3.3.306)

Les deux solutions 3.3.264 et 3.3.306 tendent vers l’équation d’Euler dans l’ap-
proximation newtonienne. La compatibilité des deux équations de champ est assurée
de manière asymptotique.

La forme du tenseur d’interaction 3.3.246 et du tenseur énergie-impulsion 3.3.286
permet de satisfaire les conditions de Bianchi. Ceci ne serait évidemment plus le cas
si la masse négative sortait de ce cadre. Pour cela, il faudrait qu’il existe des étoiles à
neutrons de masse négative. Or, le temps caractéristique d’évolution des conglomé-
rats de masse négative 50, dépasse l’âge de l’univers. Ces conglomérats sphéroïdaux
ne pouvant évoluer, le contenu de cet espace-temps négatif se limitera à un mélange
d’anti-hydrogène et d’anti-hélium de masse négative. La nucléosynthèse ne pouvant
se produire, il ne peut donc y avoir ni anti-galaxies, ni anti-étoiles, quelles que soient
leur masse. Par conséquent, il ne peut exister d’anti-étoiles à neutrons 51.

Par ailleurs, dans le cas où cet espace-temps négatif engendrerait des astres hy-
perdenses par un mécanisme encore inconnu, il serait alors nécessaire de reconsidérer
la forme de ces tenseurs. Cependant, la configuration actuelle satisfait à toutes les
données observationnelles actuellement et potentiellement disponibles.

Les photons d’énergie positive, émis par les sources situées derrière le Répulseur
du Dipôle, subiront une diminution significative de leur magnitude en raison de l’ef-
fet de lentille gravitationnelle négative. Ces photons traversent alors librement ce
grand vide. L’effet sera maximal lorsque les photons frôlent ce conglomérat sphé-
roïdal, où l’intégralité de la masse doit être prise en compte. En revanche, il sera
négligeable lorsque ces photons traversent le voisinage central (Figure 3.16).

Ainsi, lorsqu’une cartographie sera établie par le télescope JWST, la masse in-
visible pourrait manifester sa présence par une atténuation de luminosité, non pas
sur l’ensemble d’un disque, mais selon un anneau.

50. leur "cooling time"
51. Consulter la section Nature de l’antimatière primordiale
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Déterminons maintenant la forme explicite de la métrique intérieure.

En tenant compte de la relation (14.28) de [1] pour r ≤ Rs, nous pouvons établir
l’un des termes de la métrique à partir de 3.3.293 :

e−λ̄ = 1− 2m̄(r)

r
= 1− 8

3
πr2ρ̄

G

c̄2
=⇒ e−λ̄ = 1− r2

r̂2
(3.3.307)

La métrique intérieure 3.3.114 peut alors s’écrire de la manière suivante :

d̄s
2
= eν̄(r)dx0

2 − dr2

1− r2

r̂2

− r2dϕ2 − r2 sin2 θdϕ2 (3.3.308)

Déterminons à présent la fonction ν̄(r) en sachant que la densité de la sphère est
constante par hypothèse. Nous obtenons alors d’après 3.3.305 :

ν̄ ′ = − 2p̄′

ρ̄c̄2 + p̄
⇒ ν̄ ′ = −2(ρ̄c̄2 + p̄)′

ρ̄c̄2 + p̄
= −2 ln(ρ̄c̄2 + p̄)′ (3.3.309)

Soit :

− ν̄
2
= ln(ρ̄c̄2 + p̄) + C1 =⇒ D̄e−

ν̄
2 =

8πG

c̄2

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
= −χ

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
(3.3.310)

En considérant 3.3.290, nous pouvons résoudre cette équation de la manière
suivante :

− ν̄
′ + λ̄′

r
e−λ̄ = χ

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
= −D̄e−

ν̄
2 =⇒ rD̄e−

ν̄
2 = ν̄ ′e−λ̄+λ̄′e−λ̄ = ν̄ ′e−λ̄− d

dr
(e−λ̄)

(3.3.311)
Ainsi, d’après 3.3.307, nous obtenons :

rD̄e−
ν̄
2 = ν̄ ′

(
1− r2

r̂2

)
− d

dr

(
1− r2

r̂2

)
= ν̄ ′

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
(3.3.312)

Or, en posant :

e
ν̄
2 = γ̄(r) =⇒ γ̄′ =

ν̄ ′

2
e

ν̄
2 (3.3.313)

D’où 3.3.312 nous permet d’obtenir :

rD̄ = ν̄ ′e
ν̄
2

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
e

ν̄
2 = 2γ̄′

(
1− r2

r̂2

)
+

2r

r̂2
γ̄ (3.3.314)

Une solution particulière de cette équation est γ̄p = r̂2D̄
2

. 52

Et la solution générale de l’équation homogène est donnée par 53 :

ū′
(
1− r2

r̂2

)
+

r

r̂2
ū = 0 ⇒ ū = −B̄

(
1− r2

r̂2

)1/2

(3.3.315)

52. En effet, cette solution appliquée au second membre de l’équation 3.3.314 permet d’obtenir
le premier membre.

53. En posant ū = 2γ̄
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La solution générale est donc donnée par :

γ̄ = e
ν̄
2 =

r̂2D̄

2
− B̄

(
1− r2

r̂2

) 1
2

(3.3.316)

Ainsi, nous obtenons la composante temporelle du tenseur métrique :

ḡ00 = eν̄ =

[
Ā− B̄

(
1− r2

r̂2

) 1
2

]2
(3.3.317)

Par identification et en considérant 6.1.3, nous obtenons :

r̂2D̄

2
= Ā⇒ D̄ = 2

Ā

r̂2
=

2ρ̄

3

8πG

c̄2
Ā = −χ2ρ̄

3
Ā (3.3.318)

Ainsi, en couplant 3.3.311 et 3.3.316, nous obtenons :

D̄e−
ν̄
2 = −χ

(
ρ̄+

p̄

c̄2

)
= −χ2ρ̄

3
Ā

[
r̂2D̄

2
− B̄

(
1− r2

r̂2

)1/2
]−1

(3.3.319)

Ce qui nous permet d’en déduire :

ρ̄+
p̄

c̄2
=

2ρ̄

3

Ā[
Ā− B̄

(
1− r2

r̂2

)1/2] (3.3.320)

Or, si on considère que la pression s’annule à la surface de la sphère à r = r̄n,
nous pouvons en déduire la relation suivante :

Ā = 3B̄

(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2

(3.3.321)

Pour déterminer B, il faut opérer un raccordement des métriques intérieures et
extérieures à la surface de la sphère, ce que l’on peut traduire de la manière suivante
en considérant 3.3.317 :

ḡint00 (r̄n) = eν̄(r̄n) =

[
Ā− B̄

(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2
]2

= ḡext00 (r̄n) =

(
1− 2GM̄

r̄nc̄2

)
(3.3.322)

Ainsi, en considérant 3.3.321, nous pouvons en déduire :

B̄2

[
3

(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2

−
(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2
]2

=

(
1− r̄n

2

r̂2

)
=⇒ B̄ =

1

2
(3.3.323)

D’où nous pouvons obtenir :

Ā =
3

2

(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2

(3.3.324)
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Soit :

ḡint00 (r) =

[
3

2

(
1− r̄n

2

r̂2

)1/2

− 1

2

(
1− r2

r̂2

)1/2
]2

(3.3.325)

D’où la métrique intérieure de Schwarzschild :

d̄s
2
=

[
3

2

√(
1− r̄n2

r̂2

)
− 1

2

√(
1− r2

r̂2

)]2
dx0

2 − dr2

1− r2

r̂2

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.326)

Cette métrique se raccorde à la métrique extérieure de Schwarzschild :

d̄s
2
=

(
1− 2GM̄

c̄2r

)
c̄2dx0

2 − dr2

1− 2GM̄
c̄2r

− r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
(3.3.327)

Nous pouvons en déduire qu’une particule de masse négative subira un champ
gravitationnel attractif sous l’effet d’une distribution de masses négatives.
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Chapitre 4

Modélisation de la Dynamique
Galactique

Ce chapitre est extrait du fichier de G. D’Agostini 1.

Il a été possible de construire un modèle de galaxie à symétrie sphérique entourée
par un halo de masses négatives. Cette dernière a un effet confinant qui explique
un certain nombre de phénomènes généralement attribués à la matière noire dans
le cadre du Modèle Standard ΛCDM, notamment sa décélération résultant de son
interaction par friction dynamique avec son environnement de masse négative, ainsi
que sa structure spirale. Ce modèle explique également pourquoi les étoiles dans les
régions extérieures des galaxies se déplacent à des vitesses plus élevées que celles
prédites par la seule gravité de la matière visible. Sans les masses négatives, les
lois de la gravité newtonienne suggéreraient que ces étoiles devraient se déplacer
plus lentement, étant plus éloignées du centre massif de la galaxie. Cependant, les
observations montrent que ces étoiles ont des vitesses relativement élevées, ce qui
suggère l’influence anti-gravitationnelle supplémentaire d’une masse invisible, à sa-
voir la matière à masse négative.

Les galaxies elliptiques représentent une proportion significative de la masse
de l’Univers visible. Elles sont principalement composées d’étoiles âgées, caracté-
risées par une forte dispersion de vitesse et réparties dans le disque 2 ainsi que dans
l’halo galactique, et contiennent très peu de gaz 3. À l’opposé, les galaxies spirales
contiennent environ 10% de leur masse sous forme de gaz interstellaire. Ce gaz se
concentre principalement autour du plan diamétral, formant un disque très aplati.
Sa distribution n’est pas uniforme, mais présente des condensations, les plus signi-

1. http://www.jp-petit.org.papers/cosmo/2016-Dagostini-courbe-rotation.pdf
2. Le disque se réfère à une structure plate et étendue, qui est distincte des régions centrales

plus denses des galaxies, appelées bulbes, et des halos galactiques externes, qui contiennent des
étoiles plus anciennes et moins de gaz.

3. Les galaxies elliptiques se distinguent par leur forme sphéroïdale ou elliptique sans bras spi-
raux distincts. Elles ont généralement une distribution homogène d’étoiles âgées et peu de formation
stellaire en cours, en raison de la rareté du gaz nécessaire à la naissance de nouvelles étoiles. Ces
galaxies sont souvent trouvées dans des environnements densément peuplés comme les centres des
amas de galaxies.
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ficatives contribuant à la structure en spirale de la galaxie. Dans ces galaxies, les
étoiles jeunes, à faible dispersion de vitesse et concentrées près du plan de symétrie,
se trouvent principalement dans les bras spiraux.

Les amas globulaires, en revanche, sont des systèmes à symétrie sphérique, pra-
tiquement dépourvus de gaz.

Pour étudier la dynamique des systèmes stellaires, tels que les galaxies ou les
amas globulaires, il est donc raisonnable en première approximation de négliger la
présence du gaz et de se concentrer uniquement sur la population d’étoiles âgées, à
forte dispersion de vitesse. Il est à noter qu’à l’échelle d’une rotation galactique, ces
systèmes sont pratiquement non collisionnels et peuvent être décrits par l’équation
de Vlasov.

4.1 L’Équation de Vlasov et ses Composants

Les systèmes stellaires auto-gravitants avaient déjà été modélisés en 1942 par S.
Chandrasekhar [18] en utilisant une solution de type Maxwell-Boltzmann de l’équa-
tion de Vlasov, couplée à l’équation de Poisson. Les étoiles dans les galaxies formant
des ensembles non-collisionnels 4.

En effet, l’équation de Vlasov est une équation fondamentale en physique des
plasmas et en dynamique stellaire qui décrit l’évolution temporelle de la fonction de
distribution f(r⃗, v⃗, t) dans l’espace des phases pour un système de particules sous
l’influence d’un champ de force conservatif. Cette équation aide les scientifiques à
comprendre comment les groupes de particules, comme les étoiles dans une galaxie
ou les particules dans un plasma, se déplacent et se comportent au fil du temps.

La fonction de distribution dont il est question dans cette équation représente la
répartition des particules dans un espace qui prend en compte à la fois leur position
et leur vitesse. Cet espace des phases est un outil conceptuel qui permet de visua-
liser et de calculer le comportement d’un grand nombre de particules simultanément.

L’équation de Vlasov est donnée par :

∂f

∂t
+ v⃗ ·∇r⃗f −∇r⃗Ψ ·∇v⃗f = 0 (4.1.1)

où :

— f(r⃗, v⃗, t) est la fonction de distribution qui représente la densité numérique
de particules dans l’espace des phases à une position r⃗, avec une vitesse v⃗, au

4. Lorsque la fonction de distribution évolue sans collision selon l’équation de Vlasov, cela signi-
fie qu’elle décrit le mouvement des particules en considérant qu’elles ne se heurtent pas directement
les unes avec les autres. C’est une approximation utile pour étudier des systèmes comme les ga-
laxies, où les étoiles sont si éloignées les unes des autres qu’elles interagissent principalement par
la gravité et non par des collisions directes.
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temps t.

— ∂f
∂t

est la dérivée partielle de la fonction de distribution par rapport au temps,
représentant le changement de la fonction de distribution au fil du temps.

— v⃗ · ∇r⃗f représente la dérivée convective 5 dans l’espace de position, qui dé-
crit comment la fonction de distribution change en raison du mouvement des
particules à travers l’espace à la vitesse v⃗.

— Ψ(r⃗, t) est le champ potentiel scalaire, qui dépend de la position et du temps,
et son gradient négatif −∇r⃗Ψ donne la force par unité de masse agissant sur
les particules.

— −∇r⃗Ψ ·∇v⃗f est le terme de force, représentant comment la fonction de dis-
tribution change en raison des forces agissant sur les particules, modifiant
leurs vitesses.

L’équation affirme que la fonction de distribution est constante le long des tra-
jectoires des particules en l’absence de collisions, ce qui est connu comme le théorème
de Liouville. Cette propriété est importante pour la conservation de la densité de
l’espace des phases et sous-tend la dynamique sans collision décrite par l’équation
de Vlasov.

NB :
— Dans un contexte physique, le terme −∇r⃗Ψ représente la force agissant sur

une particule. Pour un potentiel scalaire Ψ(r⃗, t), le gradient négatif par rap-
port à la position, écrit comme −∇r⃗Ψ, nous donne le vecteur force F⃗ . Cette
relation est une pierre angulaire de la mécanique classique et est décrite par
l’équation :

F⃗ = −∇r⃗Ψ (4.1.2)

où :

— F⃗ est le vecteur force ressenti par une particule,

— ∇r⃗ désigne le gradient par rapport à la position,

— Ψ(r⃗, t) est le champ potentiel scalaire qui dépend de la position r⃗ et du
temps t.

Le signe négatif indique que la force agit dans la direction d’une énergie
potentielle décroissante, ce qui s’aligne avec le principe physique selon lequel
les particules tendent à se déplacer des régions de haute énergie potentielle

5. La dérivée convective décrit comment une quantité (comme la densité, la vitesse, la tempé-
rature, etc.) change en suivant le mouvement général d’un système fluide. Elle prend en compte à
la fois la variation de la quantité dans le temps et la variation due au déplacement du fluide.
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vers des régions de basse énergie potentielle.

— La distribution de Maxwell-Boltzmann, nommée d’après James Clerk
Maxwell et Ludwig Boltzmann, est une loi statistique fondamentale en phy-
sique qui joue un rôle important dans la description de la distribution des
vitesses des particules dans un gaz à une température spécifique. Lorsqu’un
gaz est chauffé, de l’énergie est transmise à ses particules, les amenant à se
déplacer à différentes vitesses. Cette distribution caractérise mathématique-
ment comment ces vitesses sont réparties parmi les particules dans un gaz
en équilibre, signifiant que la distribution globale des vitesses reste constante
dans le temps, même si les particules individuelles peuvent échanger de l’éner-
gie lors de collisions.

Pour illustrer ce concept, imaginez une salle remplie de balles rebondis-
santes, chacune représentant une particule dans le gaz. Ces balles entrent en
collision les unes avec les autres, en changeant parfois de vitesse. Certaines
peuvent ralentir, tandis que d’autres accélèrent. Avec le temps, vous obser-
verez que certaines balles se déplacent lentement, la plupart à des vitesses
modérées, et quelques-unes se déplacent très rapidement. La distribution des
vitesses de Maxwell est un modèle mathématique qui prédit la proportion de
particules se déplaçant à chaque vitesse dans le gaz.

La distribution est exprimée par la fonction de densité de probabilité f(v),
où v est la vitesse d’une particule, m est la masse d’une particule, kB est la
constante de Boltzmann, T est la température du gaz. La formule pour f(v)
est donnée par :

f(v) =

(
m

2πkBT

) 3
2

4πv2e−
mv2

2kT (4.1.3)

Comprendre la distribution de Maxwell-Boltzmann est essentiel non seule-
ment pour saisir le comportement des gaz mais forme également la base de
la théorie cinétique des gaz, qui aide les scientifiques à prédire les propriétés
des gaz telles que la diffusion, la viscosité et la conductivité thermique.

Dans certains cas, lorsque la distribution des vitesses est influencée par
des facteurs externes tels que des champs gravitationnels ou des distribu-
tions de température non uniformes, la fonction de distribution peut être
exprimée différemment. En supposant une dépendance de la fonction de dis-
tribution aux coordonnées spatiales ρ et z 6, ainsi qu’aux composantes de
vitesse U, V,W dans les directions X, Y, Z respectivement, l’expression de la
distribution devient :

ln f = A(ρ, z) +B(ρ, z)(U2 + V 2 +W 2) (4.1.4)

6. ρ représente la distance radiale dans le plan XY , perpendiculaire à l’axe (OZ), avec ρ2 =
x2 + y2, et r2 = ρ2 + z2 décrit la distance totale depuis l’origine dans l’espace tridimensionnel,
comme illustré dans la figure 4.1.
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Cette expression peut être simplifiée en considérant la norme au carré de
la vitesse 7 v2, où v2 = U2+V 2+W 2. Ainsi, nous pouvons réécrire la fonction
de distribution logarithmique sous la forme :

ln f(v) ≈ Cst − mv2

2kBT
(4.1.5)

Cette formulation modifiée de la distribution de Maxwell-Boltzmann est
particulièrement utile pour décrire des systèmes où les particules se déplacent
à des vitesses élevées, tels que dans des plasmas à haute énergie ou des champs
gravitationnels intenses.

Le champ de vitesses correspond alors à une rotation de corps solide où :

c0 = ω0 k × r (4.1.6)

ω0 représente la vitesse angulaire constante des particules dans leur rota-
tion autour de l’axe k, caractéristique d’un mouvement de rotation uniforme
autour de l’axe OZ comme illustré dans la figure 4.1. Le vecteur unitaire k
définit la direction de cet axe de rotation, perpendiculaire au plan de rota-
tion (XY ). Le vecteur r représente la position radiale d’une particule dans
le plan, mesurant la distance au centre de rotation O, et le produit vectoriel
k×r donne la direction de la vitesse tangentielle dans le mouvement circulaire.

Un milieu dans lequel la fonction de distribution est de type Maxwel-
lienne est un milieu dominé par les collisions. En effet, la conductivité ther-
mique et la dissipation visqueuse s’établissent progressivement par le biais
des collisions. Un tel milieu, avec cette fonction de distribution, possède une
conductivité thermique qui, sinon infinie, est au moins très élevée, et exhibe
donc une température absolue constante T en tout point. Sa forte viscosité
empêche tout glissement des couches de gaz les unes sur les autres (rotation
différentielle), ce qui résulte en une rotation de corps solide.

4.2 Le Système Vlasov-Poisson

Le système Vlasov-Poisson décrit l’évolution d’un système auto-gravitant en l’ab-
sence de collisions. Comme nous l’avons évoqué, l’équation de Vlasov régit l’évolu-
tion de la fonction de distribution f(r⃗, v⃗, t) dans l’espace des phases et l’équation de
Poisson relie le potentiel gravitationnel Ψ à la densité de masse ρ :

∆Ψ = 4πGρ (4.2.1)

où ρ est liée à la fonction de distribution par ρ(r⃗, t) =
∫
f(r⃗, v⃗, t) d3v⃗, qui est

la densité de masse obtenue en intégrant la fonction de distribution sur toutes les
vitesses. Ce système d’équations est fondamental dans l’étude de la dynamique des

7. c’est-à-dire la somme des carrés des composantes de la vitesse dans chaque direction spatiale.
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systèmes stellaires et des galaxies.

NB : La connexion entre l’équation de Poisson et l’équation de Vlasov se fait par
le potentiel gravitationnel Ψ. Dans un système composé de nombreuses particules,
telles que les étoiles dans une galaxie ou les molécules dans un gaz, l’équation de
Vlasov régit l’évolution de la fonction de distribution des particules dans l’espace des
phases, et l’équation de Poisson relie l’effet collectif de la distribution de masse de ces
particules au champ de potentiel dans lequel elles se déplacent. Lorsque l’équation
de Vlasov est utilisée pour décrire un système auto-gravitant de particules, comme
les étoiles dans une galaxie, elle est souvent couplée avec l’équation de Poisson. Le
potentiel gravitationnel qui apparaît dans l’équation de Vlasov est le même potentiel
qui satisfait l’équation de Poisson. Dans ce système couplé, l’équation de Poisson
fournit l’équation de champ qui détermine le potentiel gravitationnel Ψ résultant de
la distribution de masse ρ, et l’équation de Vlasov utilise ce potentiel pour détermi-
ner comment la fonction de distribution évolue dans le temps.

Dans le contexte de l’astrophysique, lors de la description du mouvement des
particules dans un système, il est courant de distinguer entre la vitesse moyenne des
particules et leurs vitesses individuelles ou résiduelles. La vitesse moyenne, notée
c0 = ⟨c⟩, est la vitesse moyenne de toutes les particules du système. La vitesse
résiduelle C également appelée vitesse particulière (vitesse relative ou propre) d’une
particule est alors définie comme sa vitesse individuelle (ou vitesse absolue) c moins
cette vitesse moyenne 8 :

C = c − c0 (4.2.2)

Cette vitesse résiduelle représente l’écart entre la vitesse d’une particule et l’écou-
lement moyen. Elle peut être associée au concept de vitesse d’agitation thermique
en mécanique des fluides, qui est liée au mouvement aléatoire des particules dans
un fluide. En effet, dans un système comme une galaxie ou un fluide, les particules
(comme les étoiles ou les molécules) se déplacent. La vitesse moyenne représente
celle de toutes ces particules. Cependant, chaque particule a sa propre vitesse, qui
peut être différente de cette moyenne. La vitesse résiduelle d’une particule est la dif-
férence entre sa vitesse individuelle et la vitesse moyenne du système. C’est comme
si vous mesuriez à quel point le mouvement d’une particule est plus rapide ou plus
lent que le mouvement moyen dans le système.

De plus, un opérateur D est défini. Il combine la dérivée temporelle avec la
convection par l’écoulement moyen (Page 48 - Section 3.12 de [20]) :

D

Dt
=

∂

∂t
+ c0 ·∇r (4.2.3)

où ∂
∂t

est la dérivée partielle temporelle, et c0 ·∇r désigne l’opérateur d’advection
agissant sur un champ scalaire ou vectoriel par rapport à la vitesse moyenne (Page

8. Nous utiliserons désormais une lettre en gras pour définir un vecteur et une lettre maigre
pour désigner un scalaire. De plus, nous utiliserons c plutôt que v pour définir la vitesse selon [20]
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9 - Section 1.33 de [20]).

Cet opérateur D est utilisé pour décrire le changement d’une quantité à la fois
par rapport au temps et tel qu’il est transporté par l’écoulement moyen. En effet,
cet opérateur est une façon de prendre en compte deux choses à la fois : comment les
particules changent avec le temps (c’est la partie ∂

∂t
) et comment elles se déplacent

avec l’écoulement ou le mouvement moyen du système (c’est la partie c0 · ∇r). c0
est la vitesse moyenne, et ∇r est un opérateur mathématique qui mesure comment
les particules changent d’un endroit à l’autre. En combinant ces deux, l’opérateur
D nous aide à comprendre comment une quantité (comme la densité ou la pression)
change non seulement au fil du temps mais aussi en se déplaçant avec le flux général
du système.

Il est particulièrement utile dans l’étude de la dynamique des fluides et de la
physique des plasmas, où il peut simplifier les équations régissant le comportement
du système en se concentrant sur les fluctuations plutôt que sur le mouvement global.

Nous pouvons alors considérer deux équations de Vlasov, écrites en termes de
vitesses résiduelles, couplées avec l’équation de Poisson :

Df

Dt
+ C ·∇rf −

(
∇rΨ+

Dc0
Dt

)
·∇Cf −∇CfC : ∇rc0 = 0 (4.2.4)

Df

Dt
+ C ·∇rf −

(
∇rΨ+

Dco
Dt

)
·∇Cf −∇CfC : ∇rco = 0 (4.2.5)

où, je le rappelle, D est la dérivée convective par rapport à l’écoulement moyen,
c0 est la vitesse moyenne, C est la vitesse résiduelle ou la vitesse relative (agitation
thermique), f est la fonction de distribution, et Ψ est le potentiel gravitationnel.

Les termes ∇CfC et ∇rc0 sont appelés produits dyadiques 9, qui sont des opé-
rations tensorielles aboutissant à des matrices (dans ce contexte, appelées matrices
dyadiques selon [20] et [96]). Le terme ∇CfC : ∇rc0 représente le produit scalaire
de deux dyades défini ([20] page 16 eq. 1.31.4 et [96] section 3.3) par la notation
A : B = Aj

iB
j
i .

NB : A : B représente le produit scalaire (point) de deux matrices ou dyades, où
chaque élément de la première matrice A est multiplié par l’élément correspondant
de la seconde matrice B, et les produits sont sommés :

A : B =
3∑

i=1

3∑
j=1

AijBij (4.2.6)

9. Ce sont des opérations mathématiques complexes qui transforment les vitesses et d’autres
quantités en matrices. Ces matrices sont utilisées pour décrire les relations entre différentes vitesses
et pour comprendre comment elles changent ensemble.
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Or, on sait d’après 4.2.3 que :

Df

Dt
=
∂f

∂t
+ c0

∂f

∂r
= ∇tf + c0 ·∇rf (4.2.7)

Soit :

D ln(f)

Dt
=

1

f

Df

Dt
=
∂ ln(f)

∂t
+ c0

∂ ln(f)

∂r
= ∇t ln(f) + c0 ·∇r ln(f) (4.2.8)

Ainsi, les équations 4.2.4 et 4.2.5 deviennent :

∇t ln(f)+c0·∇r ln(f)+C·∇r ln(f)−
(
∇rΨ+

Dc0
Dt

)
·∇C ln(f)−∇C ln(f)C : ∇rc0 = 0

(4.2.9)

∇tln(f)+co·∇rln(f)+C·∇rln(f)−
(
∇rΨ+

Dco
Dt

)
·∇Cln(f)−∇Cln(f)C : ∇rco = 0

(4.2.10)
Pour rechercher les solutions de ces équations, le principe est le suivant :
1. On commence par prendre une distribution f en fonction des vitesses et du

temps.
2. Ensuite, on la substitue dans l’équation de Vlasov.
3. On regroupe les termes en fonction des monômes des composantes de la vi-

tesse, ce qui génère autant d’équations individuelles.

4.3 Modélisation d’une Galaxie à Distribution de
Vitesse Ellipsoïdale

La distribution des vitesses dans un système stellaire peut souvent être décrite
par une fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann. Le logarithme naturel de
cette fonction de distribution f est exprimé en fonction des composantes Cx, Cy, Cz

de la vitesse résiduelle, qui dans le cas de la distribution de Maxwell-Boltzmann
aboutit à un polynôme sphérique.

Si la distribution n’est pas isotrope 10, ce qui est souvent le cas, par exemple
dans le système solaire autour du Soleil, la distribution des vitesses peut adopter
une forme ellipsoïdale, comme le montre la figure 4.1. En effet, l’ellipsoïde de vitesses
représente un espace des vitesses où la distribution est plutôt de forme ellipsoïdale
que sphérique, indiquant une distribution anisotrope 11.

10. Le terme isotrope fait référence à une propriété qui est identique dans toutes les directions.
Une distribution isotrope des vitesses signifierait que les vitesses des objets dans l’espace sont
réparties de manière uniforme dans toutes les directions.

11. Les vitesses des étoiles ou des particules au sein d’une galaxie ne sont pas distribuées uni-
formément dans toutes les directions (isotrope), mais plutôt de manière anisotrope, avec des pré-
férences de direction qui peuvent être décrites par un ellipsoïde
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La distribution des vitesses résiduelles stellaires autour du Soleil n’est pas iso-
trope mais correspond à un ellipsoïde des vitesses où l’un des axes est à peu près le
double des deux autres. La figure 4.1 représente l’ellipsoïde des vitesses d’une galaxie
en rotation autour de l’axe OZ 12. Un modèle de galaxie (ou d’amas globulaire) a
été construit correspondant à cette figure.

12. Dans une galaxie sphérique, la distribution des positions présente une symétrie sphérique.
Cependant, si la galaxie tourne autour de l’axe OZ, comme une galaxie spirale, alors la distribution
des vitesses ne peut plus être à symétrie sphérique. En réalité, la vitesse moyenne d’agitation de
la matière composant la galaxie devient perpendiculaire à l’axe de rotation. Une distribution à
symétrie cylindrique est alors plus appropriée pour représenter ce scénario. Nous cherchons donc
une distribution des vitesses où la vitesse moyenne est principalement tangentielle au plan de
rotation de la galaxie (avec une composante radiale éventuelle). Pour ce faire, nous décomposons
la vitesse d’agitation en introduisant les composantes radiale et tangentielle, avec trois inconnues
(H, a et α) que nous cherchons à déterminer à l’aide de l’équation de Vlasov.
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Figure 4.1 – Ellipsoïde des vitesses à symétrie cylindrique.

Dans la figure 4.1, nous pouvons noter que :

— k est, rappelons-le, le vecteur unitaire le long de l’axe (OZ) autour duquel la
galaxie tourne. 13

— R est le vecteur unitaire le long de l’axe radial, colinéaire à r, donné par la
relation suivante : R = r

∥r∥
— P est le vecteur unitaire dans la direction perpendiculaire à r et Z, donné

par la relation suivante : P = k×r
∥k×r∥ .

14

— Q est le vecteur unitaire perpendiculaire aux deux vecteurs précédents, donné
par la relation suivante : Q = P×R

∥P×R∥

Cette nouvelle étude se fonde sur [60]. Nous choisissons une distribution ellipsoï-
dale où les vitesses forment un ellipsoïde défini selon une fonction logarithmique de
distribution des vitesses quadratiques :

ln(f) = ln(B) + arC
2
r + apC

2
p + aqC

2
q (4.3.1)

Ces termes de vitesse sont quadratiques car ils sont proportionnels au carré des
composantes de la vitesse dans chaque direction respective :

13. Le vecteur unitaire k =

00
1

 est aligné avec l’axe (OZ) dans le repère (O,X, Y, Z).

14. Le produit vectoriel génère un vecteur orthogonal à deux vecteurs donnés. Ensuite, la nor-
malisation de ce vecteur résultant est effectuée en le divisant par sa propre norme.
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— Cr : La composante de vitesse de C dans la direction radiale R (c’est-à-dire la
direction de r). ar représente le coefficient associé à la composante de vitesse
radiale Cr, correspondant au mouvement des étoiles ou des particules le long
de la direction r. Il modélise l’importance de la dispersion de vitesse dans la
direction radiale, que ce soit vers ou loin du centre galactique.

— Cp : La composante de vitesse de C dans une direction perpendiculaire à
la direction radiale R et à l’axe (OZ) (c’est-à-dire le long du vecteur P).
ap représente le coefficient associé à la composante de vitesse transversale
Cp, qui est perpendiculaire à la direction radiale et à l’axe (OZ). Il régule
la contribution de la vitesse dans le plan perpendiculaire, souvent liée à la
rotation galactique.

— Cq : La composante de vitesse de C dans une direction perpendiculaire à la
fois à R et à P (c’est-à-dire le long du vecteur Q). aq est le coefficient associé
à la composante Cq, qui est perpendiculaire à la fois aux directions r et P,
modélisant les mouvements hors du plan principal de la galaxie.

Ces coefficients contrôlent l’anisotropie de la distribution de vitesse dans ces trois
directions.

Les dispersions de vitesse σ (σr, σp, et σq) sont directement liées aux compo-
santes de vitesse Cr, Cp, et Cq. Elles représentent les éléments suivants :

— σr : La dispersion de la composante de vitesse radiale Cr, qui représente la
vitesse le long de la direction radiale r. Elle mesure l’étendue des valeurs
de Cr, indiquant à quel point les vitesses radiales varient autour de leur
moyenne :

σr = ⟨C2
r ⟩ (4.3.2)

— σp : La dispersion de la composante de vitesse transversale Cp, qui correspond
à la vitesse dans la direction transversale P, perpendiculaire à r et à Z. Elle
quantifie la variabilité des vitesses dans le plan perpendiculaire au mouvement
radial, souvent associée à la rotation galactique :

σp = ⟨C2
p⟩ (4.3.3)

— σq : La dispersion de la composante de vitesse verticale Cq, qui représente la
vitesse dans la direction verticale Q, perpendiculaire à la fois à r et à P. Elle
reflète l’étendue de la variation de la vitesse dans la direction verticale, hors
du plan galactique :

σq = ⟨C2
q ⟩ (4.3.4)

Le logarithme de la fonction f est alors un polynôme elliptique, une fonction
des composantes U, V,W de la vitesse d’agitation thermique C, également appelée
vitesse résiduelle par les astrophysiciens. Dans le cadre d’une distribution de vitesses
ellipsoïdale, 4.3.1 peut également s’écrire sous la forme suivante 15 :

ln(f) = ln(B)− m

2kBH
C2 + a(C · r)2 + α[C · (k × r)]2 (4.3.5)

15. C = ∥C∥
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où :

B, H, a et α dépendent à priori du temps et de l’espace.

Or, nous pouvons poser les hypothèses suivantes :
1. Nous nous placerons en régime stationnaire, ce qui signifie qu’il n’y a pas de

dépendance implicite par rapport au temps.
2. Nous considérerons une solution présentant une symétrie autour de l’axe OZ,

caractérisée par une rotation autour de cet axe avec une vitesse moyenne tan-
gentielle.

Ce qui se traduit par les simplifications suivantes :

∂ ln(f)

∂t
= 0 (4.3.6)

Dc0
Dt

=
∂c0
∂t

+ c0 ·
∂c0
∂r

= c0 ·
∂c0
∂r

(4.3.7)

c0 ·
∂ ln(f)

∂r
= 0 (4.3.8)

Les équations de Vlasov 4.2.9 et 4.2.10 se réduisent alors aux expressions sui-
vantes :

C ·∇r ln(f)−
(
∇rΨ+ c0 ·

∂c0
∂r

)
·∇C ln(f)−∇C ln(f)C : ∇rc0 = 0 (4.3.9)

C ·∇rln(f)−
(
∇rΨ+ c0 ·

∂co
∂r

)
·∇Cln(f)−∇Cln(f)C : ∇rco = 0 (4.3.10)

143



CHAPITRE 4. MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE GALACTIQUE

4.3.1 Tentatives de Développement de Solutions à l’Équation
de Vlasov

Essayons d’établir une solution de équation de Vlasov 4.3.9. En effet, cette expres-
sion comporte trois termes. Le premier donné par C·∇r ln(f) va donner des solutions
de vitesse d’ordre trois et un. Le second

(
∇rΨ+ c0 · ∂c0

∂r

)
·∇C ln(f) nous permettra

d’obtenir des solutions de vitesse d’ordre un et le dernier ∇C ln(f)C : ∇rc0 d’ordre
deux.

Solution d’ordre 3 pour la fonction de distribution elliptique des vitesses

Le premier terme de l’équation de Vlasov 4.3.9 doit satisfaire la relation suivante :

C ·∇r ln(f) = 0 (4.3.11)

Pour simplifier davantage les calculs, à partir de 4.1.6, nous obtenons :

∂c0
∂r

= ω0
∂(k× r)

∂r
(4.3.12)

avec :

k× r =

−y
x
0

 (4.3.13)

Soit :
C · (k× r) = −yCx + xCy (4.3.14)

et :

[C · (k× r)](k× r) =

 y2Cx − xyCy

−xyCx + x2Cy

0

 (4.3.15)

Ainsi, l’introduction de l’équation 4.3.5 dans 4.3.11 nous permet d’obtenir la
relation suivante, en ne conservant que les termes d’ordre trois :

− m

2kB
C2C· ∂

∂r

(
1

H

)
+2a(C·r)CT ·C+C·∂a

∂r
(C·r)2+C·∂α

∂r
[C·(k×r)]2 = 0 (4.3.16)

Nous pouvons l’exprimer en fonction des composantes Cx, Cy, Cz de la vitesse
résiduelle afin de profiter de la symétrie autour de l’axe OZ et de regrouper ensuite
les monômes :

− m

2kB

(
C2

x + C2
y + C2

z

)(
Cx

∂

∂x

(
1

H

)
+ Cy

∂

∂y

(
1

H

)
+ Cz

∂

∂z

(
1

H

))
+ 2a

(
C2

x + C2
y + C2

z

)
(xCx + yCy + zCz)

+

(
Cx
∂a

∂x
+ Cy

∂a

∂y
+ Cz

∂a

∂z

)
(xCx + yCy + zCz)

2

+

(
Cx
∂α

∂x
+ Cy

∂α

∂y
+ Cz

∂α

∂z

)
(−yCx + xCy)

2 = 0

(4.3.17)
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Nous obtenons ainsi 45 termes qui, regroupées par monômes, permettent de
déduire les dix équations aux dérivées partielles suivantes :

C3
x : − m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ 2ax+ x2

∂a

∂x
+ y2

∂α

∂x
= 0 (4.3.18)

C3
y : − m

2kB

∂

∂y

(
1

H

)
+ 2ay + y2

∂a

∂y
+ x2

∂α

∂y
= 0 (4.3.19)

C3
z : − m

2kB

∂

∂z

(
1

H

)
+ 2az + z2

∂a

∂z
= 0 (4.3.20)

C2
xCy : −

m

2kB

∂

∂y

(
1

H

)
+ 2ay + x2

∂a

∂y
+ 2xy

∂a

∂x
+ y2

∂α

∂y
− 2xy

∂α

∂x
= 0 (4.3.21)

C2
yCx : − m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ 2ax+ y2

∂a

∂x
+ 2xy

∂a

∂y
+ x2

∂α

∂x
− 2xy

∂α

∂y
= 0 (4.3.22)

C2
xCz : −

m

2kB

∂

∂z

(
1

H

)
+ 2az + x2

∂a

∂z
+ 2xz

∂a

∂x
+ y2

∂α

∂z
= 0 (4.3.23)

C2
yCz : −

m

2kB

∂

∂z

(
1

H

)
+ 2az + y2

∂a

∂z
+ 2yz

∂a

∂y
+ x2

∂α

∂z
= 0 (4.3.24)

C2
zCx : − m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ 2ax+ z2

∂a

∂x
+ 2xz

∂a

∂z
= 0 (4.3.25)

C2
zCy : −

m

2kB

∂

∂y

(
1

H

)
+ 2ay + z2

∂a

∂y
+ 2yz

∂a

∂z
= 0 (4.3.26)

CxCyCz : 2yz
∂a

∂x
+ 2xz

∂a

∂y
+ 2xy

∂a

∂z
− 2xy

∂α

∂z
= 0 (4.3.27)

En faisant l’hypothèse que a et α ne dépendent pas de r, nous obtenons :

C3
x ≡ C2

zCx ≡ C2
yCx : − m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ 2ax = 0 (4.3.28)

C3
y ≡ C2

xCy ≡ C2
zCy : −

m

2kB

∂

∂y

(
1

H

)
+ 2ay = 0 (4.3.29)

C3
z ≡ C2

xCz ≡ C2
yCz : −

m

2kB

∂

∂z

(
1

H

)
+ 2az = 0 (4.3.30)

Cependant, nous savons que le rayon de l’ellipsoïde dans son plan de rotation
défini selon le repère (O,X, Y ) autour de l’axe (OZ) est donné par :

ρ2 = x2 + y2 =⇒


∂ρ2

∂x
= 2x

∂ρ2

∂y
= 2y

(4.3.31)

Nous obtenons alors en fonction de ρ :

− m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ a

∂ρ2

∂x
= 0 (4.3.32)
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En posant ζ = ρ2, nous avons :

− m

2kB

∂

∂x

(
1

H

)
+ a

∂ζ

∂x
= 0 (4.3.33)

En multipliant les deux membres de l’équation 4.3.33 par ∂x
∂ζ

, nous obtenons :

− m

2kB

∂x

∂ζ

∂

∂x

(
1

H

)
+ a

∂x

∂ζ

∂ζ

∂x
= 0 (4.3.34)

Ainsi, en appliquant la règle de la chaîne, nous obtenons :

− m

2kB

∂

∂ζ

(
1

H

)
+ a = 0 (4.3.35)

Par conséquent :
∂

∂ζ

(
1

H

)
=

2kB
m

a (4.3.36)

D’où :
1

H
=

2kB
m

aζ + φ1 (4.3.37)

où la constante d’intégration φ1 dépend de z, c’est pourquoi nous renommons
φ1 en f1(z) comme suit :

1

H
=

2kB
m

aρ2 + f1(z) (4.3.38)

Ainsi :
∂

∂z

(
2kB
m

aρ2 + f1(z)

)
=

∂

∂z
f1(z) =

∂

∂z

(
1

H

)
(4.3.39)

À partir de 4.3.30, nous pouvons déduire :

∂

∂z

(
1

H

)
=

4kB
m

az (4.3.40)

Puis :
∂

∂z
f1(z) =

4kB
m

az (4.3.41)

Et donc :
f1(z) =

2kB
m

az2 + κ (4.3.42)

où κ est une constante d’intégration.

Finalement, nous avons :

1

H
=

2kB
m

aρ2 +
2kB
m

az2 + κ (4.3.43)

Puisque r2 = ρ2 + z2, nous obtenons :

1

H
=

2kB
m

ar2 + κ (4.3.44)
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Nous décidons d’assigner la valeur 1
T0

à 1
H

lorsque r = 0 16.

Alors :
1

H
=

1

T0

(
1 +

2akBT0
m

r2
)

(4.3.45)

Définissons :
r20 =

m

2akBT0
(4.3.46)

Nous pouvons en déduire :

H =
T0

1 + r2

r20

(4.3.47)

Nous savons que la composante de tout vecteur C le long de l’un des axes du
repère est la projection orthogonale, obtenue en effectuant le produit scalaire du
vecteur C avec le vecteur unitaire de l’axe respectif. Ainsi, nous pouvons exprimer
les composantes de 4.3.1 de la manière suivante :

Cr = C ·R = C · r

∥r∥
=

C · r
∥r∥

(4.3.48)

Cp = C ·P = C · k× r

∥k× r∥
=

C · (k× r)

∥k× r∥
(4.3.49)

Cq est définie par :
CqQ = C− CrR− CpP (4.3.50)

Et en tenant compte du fait que 17 :

∥k× r∥2 = (k× r) · (k× r) = (k · k)(r · r)− (k · r)(k · r) = r2 − z2 = ρ2 (4.3.51)

Après introduction dans 4.3.1 et en regroupant les termes, nous obtenons :

ln(f) = ln(B) +
(ar − aq)

r2
(C · r)2 + (ap − aq)

ρ2
[C · (k × r)]2 + aqC2 (4.3.52)

Ainsi, par identification avec 4.3.5, nous pouvons en déduire que :

aq = − m

2kBH
(4.3.53)

a =
ar − aq
r2

⇒ ar = − m

2kBH
+ ar2 (4.3.54)

α =
ap − aq
ρ2

⇒ ap = − m

2kBH
+ αρ2 (4.3.55)

Or, si on pose également :
ρ20 =

m

2αkBT0
(4.3.56)

16. ainsi κ = 1
T0

.
17. L’identité de Lagrange est une relation bien connue en mathématiques qui s’énonce comme

suit :
∥a× b∥2 = ∥a∥2∥b∥2 − (a · b)2

où a et b sont des vecteurs.
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Alors, nous obtenons :

ar = − m

2kBT0
(4.3.57)

ap = − m

2kBT0

(
1 +

r2

r20
− ρ2

ρ20

)
(4.3.58)

aq = − m

2kBT0

(
1 +

r2

r20

)
(4.3.59)

Nous pouvons en déduire la fonction logarithmique de distribution des vitesses
quadratiques :

f = f0e

(
− m

2kBT0

[
C2

r+C2
p

(
1+ r2

r20
− ρ2

ρ20

)
+C2

q

(
1+ r2

r20

)])
(4.3.60)

avec :

f0 = n

(
m

2πkBT0

) 3
2
(
1 +

r2

r20

) 1
2
(
1 +

r2

r20
− ρ2

ρ20

) 1
2

(4.3.61)

où n est la densité locale de particules, qui représente le nombre de particules
par unité de volume à une position spatiale donnée. Le terme f0 assure la normali-
sation correcte de la distribution de telle sorte que l’intégrale de f sur l’espace des
vitesses donne la densité locale de particules n. Ici, T0 représente la température
caractéristique du système, et r0 et ρ0 sont des échelles spatiales caractéristiques.

Cela nous donne les axes de l’ellipsoïde des vitesses :

σr =

√
2kBT0
m

(4.3.62)

σp =

√
2kBT0
m

1

1 + r2

r20
− ρ2

ρ20

(4.3.63)

σq =

√
2kBT0
m

1

1 + r2

r20

(4.3.64)

Nous voyons que :
σp ≤ σq ≤ σr (4.3.65)

Au centre du système, la distribution des vitesses est Maxwellienne :

σp = σq = σr (4.3.66)

La composante σr est indépendante de r. Si nous voulons prendre en compte les
données observationnelles, celles-ci indiquent que σp ≈ σq. Cela signifie, dans notre
solution, que 1

ρ20
≪ 1

r20
, c’est-à-dire α ≪ a.

À une certaine distance, les axes transversaux tendent vers zéro, tandis que l’axe
radial conserve sa valeur.
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Solution d’ordre 2 pour la détermination des vitesses angulaire et circu-
laire

L’identification des termes du second ordre est indispensable pour déterminer
la loi de la vitesse de rotation. Dans le cadre de l’équation de Vlasov 4.3.9, cela se
traduit par l’analyse du dernier terme associé à ces contributions. Il correspond à
∇C ln(f)C : ∇rc0, qui implique le double produit de deux dyadiques égal à la trace
du produit des matrices correspondantes :

∇C ln(f)C : ∇rc0 = Tr(AB) = 0 (4.3.67)

avec : {
A = ∇C ln(f)C
B = ∇rc0

Calculons B :

D’après 4.1.6, nous pouvons en déduire :

B =
∂c0
∂r

=

∂c0x
∂x

∂c0y
∂x

0
∂c0x
∂y

∂c0y
∂y

0
∂c0x
∂z

∂c0y
∂z

0

 =

 −y ∂ω
∂x

x∂ω
∂x

+ ω 0
−y ∂ω

∂y
− ω x∂ω

∂y
0

−y ∂ω
∂z

x∂ω
∂z

0

 (4.3.68)

Calculons A :

A = ∇C ln(f)C (4.3.69)

À partir de 4.3.5, nous pouvons déduire ce qui suit, que nous décomposons en 3
matrices, A1, A2 et A3 :

A = − m

kBH
CC︸ ︷︷ ︸

A1

+2a(C · r)rC︸ ︷︷ ︸
A2

+2α[C · (k× r)](k× r)C︸ ︷︷ ︸
A3

(4.3.70)

Calculons chaque terme :

A1 = − m

kBH

 C2
x CxCy CxCz

CyCx C2
y CyCz

CzCx CzCy C2
z

 , (4.3.71)

A2 = 2a(xCx + yCy + zCz)

xCx xCy xCz

yCx yCy yCz

zCx zCy zCz

 , (4.3.72)

A3 = 2α

 y2Cx − xyCy

−xyCx + x2Cy

0

(Cx Cy Cz

)
(4.3.73)

= 2α

 y2CxCx − xyCyCx y2CxCy − xyCyCy y2CxCz − xyCyCz

−xyCxCx + x2CyCx −xyCxCy + x2CyCy −xyCxCz + x2CyCz

0 0 0

 .

(4.3.74)
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Considérons les deux matrices A et B suivantes :

A =

Axx Axy Axz

Ayx Ayy Ayz

Azx Azy Azz

 et B =

Bxx Bxy Bxz

Byx Byy Byz

Bzx Bzy Bzz

 (4.3.75)

La trace de leur produit matriciel est donnée par 18 :

Tr(AB) = AxxBxx + AxyByx + AxzBzx + AyxBxy + AyyByy + AyzBzy + 0 (4.3.76)

Calculons chaque terme Aij de cette trace :

Axx = − m

kBH
C2

x + 2a(x2C2
x + yxCxCy + zxCxCz) + 2α(y2C2

x − xyCyCx)

= C2
x

(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)
+ CxCy2(a− α)xy + CxCz2axz (4.3.77)

Ayy = − m

kBH
C2

y + 2a(xCxyCy + yCyyCy + zCzyCy) + 2α(−xyCxCy + x2CyCy)

= C2
y

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)
+ CxCy2(a− α)xy + CyCz2ayz (4.3.78)

Axy = − m

kBH
CxCy + 2a(xCxxCy + yCyxCy + zCzxCy) + 2α(y2CxCy − xyCyCy)

= CxCy

(
− m

kBH
+ 2αx2 + 2αy2

)
+ C2

y2(a− α)xy + CyCz2axz (4.3.79)

Ayx = − m

kBH
CyCx + 2a(xCxyCx + yCyyCx + zCzyCx) + 2α(−xyCxCx + x2CyCx)

= C2
x2(a− α)xy + CxCy

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)
+ CxCz2ayz (4.3.80)

Axz = − m

kBH
CxCz + 2a(xCxxCz + yCyxCz + zCzxCz) + 2α(y2CxCz − xyCyCz)

= C2
z2axz + CxCz

(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)
+ CyCz2(a− α)xy (4.3.81)

Ayz = − m

kBH
CyCz + 2a(xCxyCz + yCyyCz + zCzyCz) + 2α(−xyCxCz + x2CyCz)

= C2
z2ayz + CxCz2(a− α)xy + CyCz

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)
(4.3.82)

Les termes en C2
x proviennent de Axx Bxx et Ayx Bxy :(

− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)(
−y∂ω

∂x

)
+ 2(a− α)xy

(
x
∂ω

∂x
+ ω

)
= 0 (4.3.83)

Les termes en C2
y proviennent de Axy Byx et Ayy Byy :(

− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)(
x
∂ω

∂y

)
+ 2(a− α)xy

(
−y∂ω

∂y
− ω

)
= 0 (4.3.84)

18. En considérant la rotation de la galaxie autour de l’axe (OZ), qui impose une symétrie axiale
et annule les composantes en dehors du plan de rotation, comme indiqué dans 4.3.68
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Les termes en C2
z proviennent de Axz Bzx et Ayz Bzy :

2axz

(
−y∂ω

∂z

)
+ 2ayz

(
x
∂ω

∂z

)
= 0 (4.3.85)

Les termes en CxCy proviennent de Axy Byx, Axx Bxx, Ayx Bxy et Ayy Byy :(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)(
−y∂ω

∂y
− ω

)
+ 2(a− α)xy

(
−y∂ω

∂x

)
+

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)(
x
∂ω

∂x
+ ω

)
+ 2(a− α)xy

(
x
∂ω

∂y

)
= 0

(4.3.86)

Les termes en CxCz proviennent de Axz Bzx, Axx Bxx, Ayx Bxy et Ayz Bzy :

(2axz)

(
−y∂ω

∂x

)
+

(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)(
−y∂ω

∂z

)
+(2axy)

(
x
∂ω

∂x
+ ω

)
+ 2(a− α)xy

(
x
∂ω

∂z

)
= 0

(4.3.87)

Les termes en CyCz proviennent de Axy Byx, Axz Bzx, Ayy Byy et Ayz Bzy :

(2axz)

(
−y∂ω

∂y
− ω

)
+ 2(a− α)xy

(
−y∂ω

∂z

)
+(2ayz)

(
x
∂ω

∂y

)
+

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)(
x
∂ω

∂z

)
= 0

(4.3.88)

Exploitons à présent le fait que ω ne dépend que de ρ2 et z2 pour simplifier les
expressions. Ainsi, d’après 4.3.31, nous obtenons :

∂ω

∂x
=
∂ω

∂ρ2
∂ρ2

∂x
= 2x

∂ω

∂ρ2
(4.3.89)

∂ω

∂y
=
∂ω

∂ρ2
∂ρ2

∂y
= 2y

∂ω

∂ρ2
(4.3.90)

∂ω

∂z
=
∂ω

∂z2
∂z2

∂z
= 2z

∂ω

∂z2
(4.3.91)

L’équation en C2
x devient 19 :

∂ lnω

∂ρ2
= − a− α

m
kBH

− 2αρ2
(4.3.92)

En se plaçant dans le contexte particulier où a et α sont constants dans l’espace
(indépendants de r)), soit à partir de 4.3.45, nous pouvons en déduire la relation
suivante :

∂ lnω

∂ρ2
= −1

2

2(a− α)(
m

kBT0
+ 2(a− α)ρ2 + 2az2

)
= −1

2

∂

∂ρ2

[
ln

(
m

kBT0
+ 2(a− α)ρ2 + 2az2

)] (4.3.93)

19. En utilisant la relation ∂ lnω
∂ρ2 = 1

ω · ∂ω
∂ρ2
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De la même manière qu’auparavant, l’équation pour CxCz nous donne :

∂ lnω

∂z2
= − a

m
kBH

− 2αρ2
(4.3.94)

Ainsi, les solutions aux équations différentielles 4.3.93 et 4.3.94 fournissent la
vitesse angulaire de la galaxie :

ω =
ω0√

m
kBT0

+ 2(a− α)ρ2 + 2az2
(4.3.95)

Cette solution étant compatible avec le dernier terme en CyCz
20.

Les solutions des autres équations sont compatibles 21.

Dans le contexte de la dynamique des galaxies, si ω représente la vitesse angulaire
de la galaxie 22, alors la vitesse circulaire v à un rayon ρ est donnée par :

v = ρ · ω = ρ · ω0√
m
kT0

+ 2(a− α)ρ2 + 2az2
(4.3.96)

Dans le plan diamétral de la galaxie :

v =
ω0 ρ√

m
kBT0

+ 2(a− α)ρ2)
(4.3.97)

En prenant en compte que α ≪ a :

v ≈ ω0 ρ√
m

kBT0
+ 2aρ2)

(4.3.98)

Cela conduit à une augmentation linéaire de la vitesse près du centre de symé-
trie (indiquant une rotation de corps solide) et à une vitesse constante en périphérie,
formant un plateau (voir Figure 4.2).

Nous observons que le simple fait d’orienter l’ellipsoïde des vitesses d’une manière
particulière nous a permis de déterminer :

— L’évolution de ses axes dans l’espace.
— La valeur locale de la vitesse de rotation, avec un mouvement de corps solide

au centre de la galaxie.
— L’existence d’un plateau de vitesse en périphérie.

20.
(

m
kH − 2αρ2

) (
∂ω
∂z2

)
= −aω

21. Pour les termes en C2
y , C2

z = 0 et CxCy

22. Cela est dû au fait que la vitesse circulaire est la vitesse à laquelle une étoile (ou tout autre
objet) doit se déplacer le long d’un chemin circulaire pour maintenir une orbite stable autour du
centre de la galaxie, en raison de la force centripète fournie par l’attraction gravitationnelle de la
galaxie.
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Figure 4.2 – Courbe théorique de rotation d’une galaxie. Le graphique illustre
la variation de la vitesse de rotation en fonction de la distance radiale par rapport
au centre de la galaxie. L’axe des abscisses représente la distance radiale depuis le
centre galactique, tandis que l’axe des ordonnées montre la vitesse de rotation. Près
du centre de symétrie, la vitesse augmente linéairement, indiquant une rotation de
corps solide, où toutes les parties de la galaxie tournent comme une unité unique.
À mesure que la distance au centre augmente, la vitesse de rotation atteint une
valeur constante, formant un plateau en périphérie. Ce comportement est typique
des galaxies spirales, où la courbe de rotation plate à grande distance suggère la
présence de matière noire ou pourrait être expliquée par un modèle impliquant une
masse négative.

Il convient de souligner que cette solution ne décrit pas un système de masses
ponctuelles s’auto-gravitant dans leur propre champ gravitationnel. Elle se limite
à représenter le mouvement d’une galaxie dans un champ gravitationnel ψ, dont
la source reste initialement indéterminée. Néanmoins, il est possible de construire
ce potentiel gravitationnel dans le plan en considérant que le champ gravitationnel
compense la force centrifuge. En effet, la vitesse de rotation circulaire v est direc-
tement reliée à la dérivée du potentiel gravitationnel ψ par rapport à la distance
radiale ρ dans le plan de symétrie, ou plan équatorial, de la galaxie ([11]). La relation
entre la vitesse circulaire et le potentiel gravitationnel s’exprime ainsi :

v2 = ρ
∂ψ

∂ρ
(4.3.99)

Ainsi, selon 4.3.98, nous pouvons déduire :

∂ψ

∂ρ
=

ω2
0 ρ

m
kBT0

+ 2aρ2
=
kBT0ω

2
0

m

ρ

1 + ρ2

r20

(4.3.100)

Définissons ξ = 1 + ρ2

r20
=⇒ ∂ξ

∂ρ
= 2ρ

r20
.

Ainsi :
1

ξ

∂ξ

∂ρ
=

2

r20

ρ

1 + ρ2

r20

(4.3.101)
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En multipliant les deux membres de l’équation 4.3.101 par r20
2

kBT0ω2
0

m
, nous obte-

nons :
r20
2

kBT0ω
2
0

m

1

ξ

∂ξ

∂ρ
=
kBT0ω

2
0

m

ρ

1 + ρ2

r20

(4.3.102)

Selon 4.3.46, nous pouvons déduire l’expression suivante :

1

2

ω2
0

2a

1

ξ

∂ξ

∂ρ
=
∂ψ

∂ρ
(4.3.103)

Ainsi :
1

2

ω2
0

2a

∂ ln ξ

∂ρ
=
∂ψ

∂ρ
(4.3.104)

Par conséquent :

ψ =
1

2

ω2
0

2a
ln ξ + Φ (4.3.105)

où Φ ne dépend pas de ρ.

Ainsi :

ψ =
ω2
0

2a
ln

√
1 +

ρ2

r20
+ Φ(z) (4.3.106)

Nous pouvons également réécrire 4.3.100 comme suit :

∂ψ

∂ρ
=
kBT0ω

2
0

mρ

1
1
ρ2

+ 1
r20

(4.3.107)

Pour ρ≫ r0, 1
ρ2

≪ 1
r20

, donc 1
ρ2

+ 1
r20

≈ 1
r20

, d’où :

∂ψ

∂ρ
≈ kBT0ω

2
0r

2
0

m

1

ρ
(4.3.108)

Ensuite, à grande distance, comme montré dans la Figure 4.3 et selon l’équation
4.3.46, nous pouvons déduire :

∂ψ

∂ρ
≈ ω2

0

2a

1

ρ
=⇒ ∂ψ

∂ρ
∝ 1

ρ
(4.3.109)

De plus, selon l’équation 4.3.106, nous pouvons calculer le Laplacien du champ
gravitationnel en coordonnées cylindriques, qui est donné par :

∆ψ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂ψ

∂ρ

)
+
∂2ψ

∂z2
(4.3.110)

Ainsi :

∆ψ =
ω2
0

2a

2r20
(r20 + ρ2)2

+
∂2Φ(z)

∂z2
(4.3.111)
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Figure 4.3 – Cette courbe théorique montre la dérivée du potentiel gravitationnel
ψ par rapport à la distance radiale ρ depuis le centre galactique, mettant en évi-
dence l’équilibre entre les forces gravitationnelles et les forces centrifuges. La dérivée
atteint un maximum à ρ = r0, où l’attraction gravitationnelle est compensée par
la force centrifuge. Au-delà de cette distance, la dérivée diminue, indiquant une ré-
duction progressive de l’influence gravitationnelle à mesure que ρ augmente. Cette
décroissance suit approximativement un comportement en 1

ρ
à grande distance, ce

qui est caractéristique d’un potentiel gravitationnel classique dans certains modèles
de halos de matière noire, ou pourrait être expliqué par un modèle impliquant une
masse négative.

À partir de cela, nous pouvons déduire sa valeur à grande distance :

∆ψ ≈ ∂2Φ

∂z2
(4.3.112)

ce qui est indépendant de ρ.

Ainsi, la majeure partie du potentiel n’est pas créée par la masse des étoiles de la
galaxie, mais par une entité externe de nature inconnue. Pour expliquer ce champ de
vitesse de rotation, il est nécessaire de supposer qu’en plus du champ gravitationnel
de la galaxie, il en existe un créé par un vaste halo de matière noire à masse positive
[6, 12, 14, 27, 15, 37, 57, 63, 102], ou bien, dans le cadre d’un modèle cosmologique
bimétrique tel que le modèle Janus [28, 54, 75, 76, 77, 80], que cette contribution
soit due à un vide dans un environnement de masse négative.
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Solution d’ordre 1

Les termes contribuant à la solution de l’équation de Vlasov sont C ·∇r ln(f) et(
∇rΨ+ c0 · ∂c0

∂r

)
·∇C ln(f), et doivent satisfaire la relation :

C ·∇r ln(f) +

(
∇rΨ+ c0 ·

∂c0
∂r

)
·∇C ln(f) = 0 (4.3.113)

Il faut donc exprimer C · ∇r ln(f) en ne conservant que les termes d’ordre 1,
soit :

C
∂ lnB

∂r
= Cx

∂ lnB

∂x
+ Cy

∂ lnB

∂y
+ Cz

∂ lnB

∂z
(4.3.114)

Concernant
(
∇rΨ+ c0 · ∂c0

∂r

)
· ∇C ln(f), nous savons que la vitesse angulaire

d’une galaxie ω ne dépend que de ρ2 et et z2. Ainsi, les expressions 4.3.89, 4.3.90 et
4.3.91 nous permettent de transformer la relation 4.3.68 de la manière suivante :

∂c0
∂r

=

 −2xy ∂ω
∂r2

2x2 ∂ω
∂r2

+ ω 0
−2y2 ∂ω

∂r2
− ω 2xy ∂ω

∂r2
0

−2yz ∂ω
∂z2

2xz ∂ω
∂z2

0

 (4.3.115)

Ainsi, son produit scalaire avec 4.1.6 nous permet d’en déduire que :

c0
∂c0
∂r

= −ω2
c0
(x, y, 0) (4.3.116)

Donc : (
∇rΨ+ c0 ·

∂c0
∂r

)
= −

(
∂Ψ
∂x
, ∂Ψ
∂y
, ∂Ψ
∂z

)
+ ω2

c0

(
x, y, 0

)
(4.3.117)

Or nous savons que 23 :

ω2
c0
(x, y, 0) = −

(
∂Ψ0

∂r

)
= −

(
∂Ψ0

∂x
,
∂Ψ0

∂y
,
∂Ψ0

∂z

)
avec Ψ0 = −1

2
ω2
c0
ρ2 (4.3.118)

Par conséquent : (
∇rΨ+ c0 ·

∂c0
∂r

)
= −∂(Ψ + Ψ0)

∂r
(4.3.119)

Ainsi, d’après 4.1.6, 4.3.15 et 4.3.70, nous pouvons en déduire :

∇C ln(f) = − m

kBH

Cx

Cy

Cz

+ 2a

xxCx + xyCy + xzCz

xyCx + yyCy + yzCz

xzCx + yzCy + zzCz

+ 2α

 y2Cx − xyCy

−xyCx + x2Cy

0


(4.3.120)

Ce qui donne :

∇C ln(f) =


Cx

(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)
+ Cy2xy(a− α) + Cz2axz

Cx2xy(a− α) + Cy

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)
+ Cz2ayz

Cx2axz + Cy2ayz + Cz

(
− m

kBH
+ 2az2

)
 (4.3.121)

23. En considérant 4.3.31, nous pouvons en déduire que ∂Ψ0

∂ρ = − 1
2ω

2
c0

∂ρ2

∂ρ = −ω2
c0(x, y, 0)
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Nous obtenons donc :

(
∇rΨ+ c0 ·

∂c0
∂r

)
·∇C ln(f) = −∂(Ψ + Ψ0)

∂r


Cx

(
− m

kBH
+ 2ax2 + 2αy2

)
+ Cy2xy(a− α) + Cz2axz

Cx2xy(a− α) + Cy

(
− m

kBH
+ 2ay2 + 2αx2

)
+ Cz2ayz

Cx2axz + Cy2ayz + Cz

(
− m

kBH
+ 2az2

)


(4.3.122)
Ainsi, les trois équations aux dérivées partielles qui satisfont les termes d’ordre

1 de l’équation de Valsov 4.3.113 sont les suivantes 24 :

∂ lnB

∂x
+

∂(Ψ + Ψ0)

∂x

(
m

kBT0
+ 2(a− α)y2 + 2az2

)
− 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂y
xy(a− α)− 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂z
axz = 0

(4.3.123)
∂ lnB

∂y
− 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂x
xy(a− α) +

∂(Ψ + Ψ0)

∂y

(
m

kBT0
+ 2(a− α)x2 + 2az2

)
− 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂z
ayz = 0

(4.3.124)
∂ lnB

∂z
+ 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂x
axz + 2

∂(Ψ + Ψ0)

∂y
ayz − ∂(Ψ + Ψ0)

∂z

(
m

kBT0
+ 2az2

)
= 0

(4.3.125)

24. Toujours en se plaçant dans le contexte particulier où a et α sont constants dans l’espace et
sachant que d’après 4.3.45, nous obtenons m

kBH = m
kBT0

+ 2ar2 = m
kBT0

+ 2ax2 + 2ay2 + 2az2
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4.3.2 Comparaison avec les Données Observationnelles

Les courbes de rotation d’un large échantillon de galaxies spirales sont présentées
dans la figure 4.4. Bien que la plupart montrent effectivement un plateau à grande
distance du centre, elles présentent également des pics de vitesse abrupts près du
centre, contrairement à notre modèle. Cela est dû aux noyaux à forte densité stellaire
présents dans la majorité des galaxies spirales. En revanche, pour les quelques ga-
laxies de type disque uniquement, il existe une correspondance globale raisonnable,
comme le montre la figure 4.5 pour la galaxie prototype NGC 128.

Figure 4.4 – Courbes de rotation de galaxies spirales obtenues en combinant des
données CO pour les régions centrales, optiques pour les disques, et HI pour le
disque externe et le halo ([92]). Ces courbes de rotation observées pour un large
échantillon de galaxies spirales illustrent le plateau caractéristique de la vitesse de
rotation à grande distance, une indication claire de la présence de matière noire dans
les régions externes. De nombreuses galaxies présentent des pics de vitesse abrupts
près du centre en raison de leurs noyaux à forte densité stellaire, ce qui diffère des
prédictions de notre modèle, qui n’anticipe pas de tels pics de vitesse centraux.
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Figure 4.5 – Courbe de rotation de la galaxie prototype NGC 128, de type disque
uniquement. Contrairement aux galaxies spirales typiques, les galaxies de type disque
uniquement montrent une meilleure correspondance globale avec le modèle, avec une
augmentation plus graduelle de la vitesse de rotation sans pics centraux prononcés.

La forme singulière près de l’origine résulte du phénomène de cannibalisme ga-
lactique. Les grandes galaxies absorbent les plus petites, mais les deux types restent
des systèmes non-collisionnels. La petite galaxie tombe dans le puits de potentiel de
la plus grande, subissant une compression de sa population stellaire. Comme une
patineuse qui rapproche ses bras de son corps, la conservation du moment angulaire
augmente la vitesse de rotation de ces étoiles.

4.3.3 Modélisation Des Effets De L’Environnement De Masse
Négative Sur La Distribution De Vitesse

En symétrie sphérique, les deux axes transversaux de l’ellipsoïde des vitesses,
qui sont égaux, diffèrent de l’axe pointant vers le centre de la galaxie. Pour un
système axisymétrique, les deux axes transversaux diffèrent, ce qui a été développé
dans la référence [60]. Dans la configuration de la figure 4.6, la forme de la fonction
de distribution de vitesse correspond à une configuration particulière à symétrie
sphérique :

ln(f) = lnB(r)− C2

⟨c2⟩
+ a(r)(C · r)2 (4.3.126)

L’équation prend en compte la moyenne du carré des vitesses des particules,
notée ⟨c2⟩, et une fonction potentielle B(r), ainsi qu’une fonction a(r) qui ajuste la
distribution en fonction de la distance radiale r. Le terme C représente la vitesse
résiduelle d’agitation thermique, et C · r représente le produit scalaire de la vitesse
résiduelle avec le vecteur position, ce qui aurait une signification dans le contexte
d’une distribution de vitesse dans une galaxie ou un système similaire.
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Figure 4.6 – Galaxie entourée d’une masse négative confinante.

Pour l’environnement de masse négative, une distribution de vitesse Maxwel-
lienne est utilisée :

ln(f) = lnB(r)− C2

⟨c2⟩
(4.3.127)

En introduisant ces fonctions dans les deux équations de Vlasov 4.3.9 et 4.3.10
et en utilisant l’algèbre dyadique ([20] [96]), nous obtenons des solutions exactes qui
modélisent le confinement de cette galaxie correspondant à la figure 4.7.

Figure 4.7 – Galaxie sphéroïdale, amas globulaire ou amas de galaxies.

Ce modèle met en évidence le rôle de l’environnement de masse négative dans le
confinement des galaxies, des amas de galaxies et, dans le cas des galaxies, donne
la possibilité de reconstruire leurs courbes de rotation plates. Les objets à masse
positive sont situés dans des vides de la distribution de masse négative. Ces vides,
équivalents à une masse positive, sont principalement responsables des effets de len-
tille gravitationnelle observés. Ainsi, le modèle rend compte de cet ensemble d’ob-
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servations.

Dans cette perspective, il offre une alternative au modèle de matière noire. Dans
ce contexte, une rotation de corps solide 25 est introduite.

L’image de la figure 3.7 provient de simulations numériques menées au labora-
toire Deutsches Elektronen-Synchrotron (DESY) à Hambourg en 1992 par l’étudiant
Frédéric Descamp, qui a utilisé le pseudonyme F. Landsheat dans ses publications.
En seulement quelques cycles, après une phase transitoire, une galaxie spirale barrée
se forme, et persiste pendant environ trente cycles [81].

L’évolution du moment cinétique de la galaxie, ainsi que l’établissement de sa
courbe de rotation différant de la rotation initiale du corps solide, sont illustrés dans
la figure 3.8.

Le phénomène de décélération sert d’illustration dans les systèmes où les colli-
sions sont minimes et les phénomènes de transport tels que la chaleur et le moment
angulaire sont négligeables. Dans le contexte des galaxies spirales, ces interactions
sont orchestrées par des ondes de densité, qui deviennent évidentes dans la distri-
bution des masses positives et de leurs contreparties dans le domaine des masses
négatives, comme le démontrent les simulations numériques.

Depuis trois décennies, les astrophysiciens ont lié les structures spirales observées
dans les galaxies à un phénomène de décélération. Un article de recherche récent [22]
présente des preuves observationnelles de ce phénomène, connu sous le nom de fric-
tion dynamique. Les auteurs concluent que cela soutient l’hypothèse de l’existence
d’un halo de matière noire, qui, selon eux, explique cette décélération. Néanmoins,
une interprétation alternative reste plausible. Notre étude peut être vue comme
fournissant un argument en faveur de l’idée que la décélération résulte de l’interac-
tion entre la masse de la galaxie et l’environnement de masse négative qui la confine.

NB :

— Le moment cinétique est une propriété physique qui décrit la rotation d’un
objet. Pour une galaxie, cela signifie la manière dont elle tourne dans l’espace.
L’évolution du moment cinétique indique qu’au fil du temps, la façon dont
la galaxie tourne change. Cela peut être dû à plusieurs facteurs, tels que les
interactions gravitationnelles avec d’autres galaxies ou son environnement de
masses négatives, les mouvements internes des étoiles, ou même la formation
de nouvelles structures à l’intérieur de la galaxie.

— La courbe de rotation d’une galaxie montre comment la vitesse de rotation

25. Cela signifie que toutes les parties de l’objet tournent à la même vitesse, comme une toupie.
Mais la courbe de rotation réelle de la galaxie diffère de ce modèle simple de corps solide. Autrement
dit, la vitesse de rotation de la galaxie varie à différentes distances du centre, ce qui est typique
pour les galaxies réelles.
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varie à différentes distances de son centre. Typiquement, on s’attendrait à ce
que les parties éloignées de la galaxie tournent plus lentement que les parties
proches du centre, un peu comme les planètes dans notre système solaire -
plus elles sont éloignées du soleil, plus leur vitesse orbitale est lente.

— Un phénomène de friction dynamique existe au sein de la galaxie. Il s’agit
d’un processus qui se produit lorsqu’un objet massif, comme une étoile ou un
groupe d’étoiles, se déplace à travers un champ de matière dense composé de
gaz et d’étoiles dans une galaxie. En se déplaçant, cet objet massif attire la
matière environnante en raison de la gravité. Cette matière tire en retour sur
l’objet, le ralentissant progressivement. Imaginez courir à travers une foule.
Même si les gens ne vous arrêtent pas directement, leur présence ralentit votre
mouvement. C’est une analogie simple de la friction dynamique. Lorsque de
nombreux objets dans une galaxie subissent une friction dynamique, cela peut
ralentir la rotation générale de la galaxie. Ce ralentissement n’est générale-
ment pas uniforme ; il peut affecter différentes parties de la galaxie de manière
différente, en fonction de la distribution de la matière et des mouvements des
étoiles et d’autres objets.
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4.3.4 Conclusion

Le logarithme de la fonction de distribution a été modélisé selon un polynôme
quadratique du second degré en les composantes U , V , et W de la vitesse résiduelle.
En utilisant des données observationnelles au voisinage du Soleil, on peut sélection-
ner un ellipsoïde de vitesse dans une solution stationnaire et axisymétrique, avec
son axe majeur orienté vers le centre de la galaxie. Les calculs ont révélé que la
fonction de distribution est maxwellienne au centre de la galaxie, et que cet axe
majeur reste constant dans l’espace, tandis que les axes transversaux tendent vers
zéro en périphérie. Les calculs de vitesse révèlent une rotation uniforme au centre
de la galaxie, similaire à celle d’un corps solide, qui évolue progressivement vers un
plateau de vitesse constante en périphérie, une caractéristique typique des courbes
de rotation galactiques observées. Ainsi, sur la base de mes considérations théoriques
relatives à la forme de la distribution de vitesse résiduelle, nous pouvons observer
que le champ responsable de cette distribution de vitesse n’a pas pour origine les
masses visibles de la galaxie, mais plutôt une entité de nature inconnue. Dans l’in-
terprétation standard, cela est attribué à la présence d’un halo de matière noire de
masse positive. En revanche, dans le cadre du modèle cosmologique Janus de J-P
Petit, un résultat similaire est obtenu avec une cavité dans une distribution uni-
forme de masse négative entourant la galaxie, où le profil de densité correspond à
l’image négative du halo de matière noire. En analysant les courbes de rotation,
nous pouvons remarquer qu’elles conservent les empreintes des instances successives
de cannibalisme galactique, avec l’augmentation de la vitesse liée à la conservation
du moment angulaire de la galaxie absorbée. Les deux galaxies, principale et in-
gérée, forment des systèmes non collisionnels, empêchant l’ajustement des vitesses
angulaires entre elles. Ce modèle fournit un ajustement raisonnable aux courbes de
vitesse rotationnelle observées pour les galaxies à disque uniquement, mais présente
un désaccord marqué pour les galaxies dotées de noyaux centraux très denses.
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4.4 Simulations de Galaxies Spirales Stables
Dans le cadre de l’étude des structures spirales galactiques, nous avons réalisé

des simulations N-body 2D et 3D en Javascript. Ces simulations utilisent des tech-
niques avancées pour modéliser l’interaction gravitationnelle entre masses positives
et négatives, et intègrent des hypothèses spécifiques sur la matière négative.

4.4.1 Modèle Théorique

Calcul de la Force Gravitationnelle

Pour calculer l’accélération gravitationnelle dans un système N-body classique,
nous pouvons utiliser la formule suivante [11] :

r̈i = −G
N∑

j=1,j ̸=i

mj(ri − rj)

(r2ij + ϵ2)3/2
(4.4.1)

Cette expression inclut un paramètre de lissage ϵ pour éviter les singularités
lorsque deux masses sont très proches l’une de l’autre. Le code implémente cette
formule par les étapes suivantes :

— Calcul de la distance au carré :

d = r.x2 + r.y2 + r.z2 (4.4.2)

— Calcul de l’inverse du cube de la distance :

invd =
1

d3/2
(4.4.3)

Pour ϵ = 0, nous obtenons effectivement une force en 1/r2.

Dans la version actuelle de notre simulation, nous utilisons une méthode légè-
rement différente pour calculer les forces gravitationnelles, en intégrant un cutoff
implicite pour éviter les singularités.

Dans la simulation, nous calculons la force gravitationnelle en appliquant un
cutoff implicite. Cela signifie que si la distance entre deux particules est inférieure
à une certaine valeur seuil, la force entre elles est considérée comme nulle. Cette
méthode évite les singularités lorsque les particules sont très proches les unes des
autres. La formule utilisée dans notre code est la suivante :

F⃗ij =

{
Gmimj

r3ij
· r⃗ij, si rij ≥ rcutoff

0, si rij < rcutoff
(4.4.4)

où rcutoff est la distance seuil en dessous de laquelle la force est considérée comme
nulle.

Le code implémente cette formule de la manière suivante :
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— Calcul de la distance entre les particules i et j :

d =
√

(ri.x− rj.x)2 + (ri.y − rj.y)2 + (ri.z − rj.z)2 (4.4.5)

— Calcul de la force gravitationnelle en utilisant la distance modifiée :

F⃗ij =

{
Gmimj

d3
· r⃗ij si d > rcutoff

0 si d ≤ rcutoff
(4.4.6)

Cette méthode de calcul assure que les forces gravitationnelles restent finies et
physiques même lorsque deux particules sont très proches l’une de l’autre, améliorant
ainsi la stabilité de la simulation.

Condition d’Équivalence des Masses

Une condition importante dans notre simulation est que la masse inertielle mi est
égale à la valeur absolue de la masse gravitationnelle |mg|. Cette condition permet
de reproduire la dynamique newtonienne classique dans le cadre du modèle cosmo-
logique Janus. En d’autres termes, elle assure que les interactions gravitationnelles
dans notre simulation suivent les mêmes principes que ceux décrits par la mécanique
newtonienne, même en présence de matière positive et négative. 26

La mise en œuvre de cette condition garantit que les forces d’interaction et les
mouvements des particules dans la simulation restent cohérents avec les lois de la
physique classique, tout en permettant d’explorer les effets uniques de la matière
négative prévue par le modèle Janus. Cette approche simplifie également le calcul
des forces gravitationnelles et contribue à la stabilité globale de la simulation.

Calcul de l’Accélération

Dans un cadre newtonien classique, la force gravitationnelle entre deux masses
m1 et m2 est donnée par :

F⃗12 = G
mg1mg2

r212
r⃗12 (4.4.7)

où mg1 et mg2 sont les masses gravitationnelles, r12 est la distance entre les
masses, et r⃗12 est le vecteur unitaire dans la direction de r1 − r2.

L’accélération de la masse m1 est alors donnée par :

a⃗1 =
F⃗12

mi1

(4.4.8)

26. En physique, la masse inertielle (mi) mesure la résistance d’un objet à l’accélération lors-
qu’une force est appliquée, tandis que la masse gravitationnelle (mg) mesure la force gravita-
tionnelle exercée par un objet. Le principe d’équivalence stipule que ces deux masses sont égales
(mi = mg). Dans le modèle cosmologique Janus, cette condition est adaptée pour les masses néga-
tives en utilisant mi = |mg|, ce qui signifie que la masse inertielle est égale à la valeur absolue de
la masse gravitationnelle. Cette adaptation permet de conserver une dynamique cohérente même
avec des masses négatives.
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où mi1 est la masse inertielle de m1.

Or, dans le modèle cosmologique Janus, nous avons mi1 = |mg1|.

Ainsi, l’accélération devient :

a⃗1 =
Gmg1mg2

|mg1|r212
· r⃗12 (4.4.9)

Nous pouvons simplifier cela en notant que mg1/|mg1| est le signe de mg1 , soit :

a⃗1 = sgn(mg1)
Gmg2

r212
· r⃗12 (4.4.10)

où sgn(mg1) est le signe de mg1 .

Impact sur le Principe d’Équivalence

Le principe d’équivalence modifié se manifeste par le fait que les termes de masse
gravitationnelle ne se simplifient plus dans l’expression de l’accélération. Autrement
dit, la force gravitationnelle est toujours proportionnelle à mg1 et mg2 , mais l’ac-
célération ressentie par une particule dépend de la valeur absolue de sa masse gra-
vitationnelle. Cela se traduit par l’expression 4.4.9, où le terme mg1

|mg1 |
représente le

rapport entre la masse gravitationnelle et la masse inertielle, qui n’est plus néces-
sairement égal à 1.

Cette distinction est importante pour comprendre les dynamiques gravitation-
nelles dans le modèle cosmologique Janus, où des particules de masse positive et
négative interagissent selon des règles légèrement modifiées par rapport à la gravité
newtonienne classique.

4.4.2 Résultats des Simulations

Les simulations en 2D + 1 des figures 4.8, 4.10 (2 dimensions spatiales et 1 di-
mension temporelle) et en 3D + 1 des figures 4.9, 4.11 (3 dimensions spatiales et 1
dimension temporelle) créent des galaxies stables qui ne s’effondrent pas. Un ami
B. Mélési a réalisé ces simulations en appliquant des hypothèses spécifiques sur la
vitesse et la température de la matière négative, utilisant la condition de Jeans pour
modéliser son comportement d’effondrement gravitationnel [49]. J’ai reproduis sa
simulation et ajouté un algorithme de lissage des fluctuations de vitesse.

Pour les vitesses des particules, toutes les particules sont initialisées avec la même
vitesse absolue, et une direction aléatoire est attribuée aux particules de masse néga-
tive. Bien que l’utilisation d’une distribution de Maxwell-Boltzmann soit commune
[56], cette approche simplifiée n’affecte pas significativement la formation et l’évo-
lution des galaxies dans cette simulation 27. Un potentiel gravitationnel est appliqué

27. Le gaz de masse négative présent autour de la galaxie ne s’est pas effondré pour former des
proto-étoiles géantes de masse négative. Par conséquent, ce gaz appartient déjà à la queue de la
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vers le centre de la simulation pour représenter l’influence de la masse négative ex-
térieure.

L’équilibre constant dans la simulation est maintenu grâce à un échange continu
de particules à la frontière, reflétant l’interaction avec un environnement de matière
négative. Un léger moment angulaire est appliqué pour initier le mouvement de
rotation en spirale de la galaxie. Il est important de noter que la taille de la simulation
doit être grande par rapport à la taille de la galaxie pour minimiser les effets d’onde
induits par les particules négatives repoussées par les particules positives, assurant
ainsi un rééquilibrage constant des masses.

4.4.3 Courbes de Rotation

La rotation de la galaxie composée uniquement de masses positives montre une
croissance rapide de la vitesse de rotation des étoiles près du centre de la galaxie due
à la forte concentration de masse. Ensuite, la vitesse de rotation diminue progressive-
ment en suivant une relation proportionnelle à 1/r2, conforme aux lois képlériennes
pour un système gravitationnel newtonien [11].

Néanmoins, la galaxie avec un halo de masse négative a une courbe de rotation
(incrustée en haut à gauche de la figure 4.11) dont la vitesse augmente rapidement
près du centre galactique, suivie d’une diminution progressive selon une relation
proportionnelle à 1/r2, puis une stabilisation essentiellement plate à une distance
plus éloignée due à l’échange dynamique des ondes de densité entre les particules de
masses positive et négative.

Pour montrer que la vitesse de rotation tend à se stabiliser même à des distances
éloignées du centre galactique, j’ai développé un algorithme de lissage des fluctua-
tions de vitesse. Il divise le rayon de la galaxie en plusieurs segments, calcule la
moyenne des vitesses des étoiles dans chaque segment et utilise une fenêtre glissante
sur plusieurs segments voisins pour lisser les fluctuations.

distribution de Maxwell-Boltzmann, ce qui implique qu’il possède des vitesses supérieures à la
moyenne avant même la formation de la structure à grande échelle de l’univers. Ainsi, avant la
formation des galaxies, ce gaz faisait partie d’une distribution de vitesses relativement homogène,
mais les particules situées à l’extrémité de cette distribution présentaient des vitesses plus élevées.
Après l’effondrement des proto-étoiles géantes et la formation des galaxies, il est incertain que ce
gaz de masse négative soit suffisamment dense pour atteindre un nouvel équilibre thermique, tel
que décrit par une distribution de Maxwell-Boltzmann. En fait, pour déterminer si ce gaz de masse
négative peut se rééquilibrer thermiquement après ces processus, il serait nécessaire de réaliser des
simulations hydrodynamiques avancées incorporant les effets de la relativité générale (RG). De
telles simulations permettraient d’évaluer la capacité du gaz à atteindre une nouvelle distribution
de Maxwell-Boltzmann après la formation des grandes structures. IL s’agit là d’un nouveau terrain
de recherche à développer.
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Figure 4.8 – Interface de configuration des paramètres pour la simulation N-Body
en 2D+1 utilisant le modèle cosmologique Janus. Elle intègre des paramètres telles
que la taille de la simulation, l’échelle, le pas de temps, le nombre d’étoiles de masse
positive et négative, les masses solaires correspondantes, le rayon de la galaxie, la
forme initiale de la galaxie, la vitesse de rotation initiale, et les opacités des étoiles
de masse positive et négative. Ces paramètres permettent d’ajuster les conditions
initiales et d’observer différents comportements dynamiques dans la simulation.

4.4.4 Conclusion

Ces simulations montrent que des galaxies spirales stables peuvent être formées
et maintenues grâce aux interactions complexes entre la matière à masse positive
et la matière à masse négative, selon le modèle cosmologique Janus. Les résultats
obtenus confirment les observations des courbes de rotation galactique et offrent une
nouvelle perspective sur la dynamique des galaxies.
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Figure 4.9 – Interface de configuration des paramètres pour la simulation N-Body
en 3D+1 utilisant le modèle cosmologique Janus. Elle intègre des paramètres telles
que la taille de la simulation, l’échelle, le pas de temps, le nombre d’étoiles de masse
positive et négative, les masses solaires correspondantes, le rayon de la galaxie, la
forme initiale de la galaxie, la vitesse de rotation initiale, et les opacités des étoiles
de masse positive et négative. Ces paramètres permettent d’ajuster les conditions
initiales et d’observer différents comportements dynamiques dans la simulation.
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Figure 4.10 – Évolution temporelle de la galaxie spirale dans la simulation N-
Body en 2D + 1 utilisant le modèle cosmologique Janus. Les images montrent la
distribution des étoiles de masse positive (en blanc) et de masse négative (en cyan)
à trois étapes différentes de la simulation. On observe la formation et la stabilisation
d’une structure spirale, avec une interaction dynamique continue entre les particules
de masse positive et négative (friction dynamique par échange d’ondes de densité).
Ces images illustrent comment les paramètres initiaux influencent la formation et
l’évolution de la galaxie spirale. La courbe de rotation (à droite en bleu) montre
la vitesse circulaire des étoiles en fonction de la distance par rapport au centre
galactique en années-lumière. Elle représente la moyenne mobile de la vitesse des
étoiles soumises à un halo de masse négative tandis que les points verts montrent les
vitesses individuelles des étoiles. On observe une augmentation rapide de la vitesse
de rotation près du centre galactique, suivie d’une diminution progressive conforme à
une relation proportionnelle à 1/r2, et une stabilisation à des distances plus éloignées
due à l’influence de cet halo de masse négative.
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Figure 4.11 – Simulation N-Body 3D+1 d’une galaxie spirale stable représentant
notre voie lactée utilisant le modèle cosmologique Janus. Cette simulation présente
la distribution des étoiles avec des particules positives (en jaune) et des particules
négatives (en violet). Les paramètres de la simulation incluent un nombre de 100, 000
masses négatives et 20, 000 masses positives, une masse solaire totale de 5 × 1011

unités, une densité de masse négative de −10, 000 unités (masse solaire / année-
lumière3), et un paramètre de lissage ϵ = 1. La courbe de rotation (incrustée en
haut à gauche) montre la vitesse circulaire des étoiles de masse positive soumises
à un halo de masses négatives en fonction de la distance au centre de la galaxie
en années-lumière. On observe une vitesse de rotation qui augmente rapidement
près du centre galactique, suivie d’une diminution progressive selon une relation
proportionnelle à 1/r2, puis une stabilisation à une distance plus éloignée due à
l’échange dynamique des ondes de densité entre les particules de masses positive
et négative. Les paramètres de simulation permettent d’explorer différents effets de
masse, de vitesse et de taille, garantissant la formation et la stabilité de la galaxie
spirale dans un cadre newtonien.
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Chapitre 5

Contribution à la Cosmologie & à la
Physique des Particules

5.1 Introduction aux Groupes Dynamiques

La Théorie des Systèmes Dynamiques est une discipline mathématique axée sur
l’analyse des évolutions au fil du temps de différents systèmes en prenant en compte
les conditions initiales et les influences externes. La Géométrie Symplectique, qui
fusionne des aspects de la théorie des systèmes dynamiques avec ceux de la géo-
métrie différentielle, se penche sur les propriétés et les déformations des espaces
courbes sous l’action de forces extérieures. Ce domaine, fondé sur les principes de la
mécanique hamiltonienne, explore des structures nommées “variétés symplectiques”,
dotées d’une configuration singulière utile pour mesurer les volumes. À la différence
de la géométrie riemannienne qui se sert d’un tenseur métrique pour évaluer lon-
gueurs et angles, la géométrie symplectique emploie une forme mathématique, la
“forme symplectique”, pour le calcul des superficies.

Jean-Marc Souriau a été un pionnier de premier plan en géométrie topologique
symplectique. Il a développé le concept de quantification géométrique, transformant
des quantités physiques fondamentales telles que l’énergie et la quantité de mouve-
ment en objets purement géométriques. Le travail de Souriau a donné une signifi-
cation physique à l’inversion de la flèche du temps dans notre modèle cosmologique
([10], [50]).

Qu’est-ce qu’un groupe ?

En termes mathématiques, il fait référence à certaines matrices agissant sur
d’autres matrices. Mais physiquement, que représente cela ?

Selon J-M Souriau, un groupe est créé pour le transport, et la méthode de trans-
port est plus significative que l’entité transportée : “Dites-moi comment vous vous
déplacez, et je vous dirai qui vous êtes.”

Notre attention se porte principalement sur les groupes de Lie(voir [16]), qui sont
à la fois des groupes et des variétés différentielles (des “espaces courbes” localement
projetés sur un espace euclidien n-dimensionnel). Ils sont essentiels pour décrire les
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mouvements et les transformations dans l’espace. Deux groupes clés sont le groupe
orthogonal O(3) et le groupe euclidien E(3) :

— Le groupe orthogonal O(3) est utilisé pour décrire les rotations et les
symétries en trois dimensions, préservant les distances dans l’espace. Il com-
prend un sous-groupe appelé SO(3), le groupe des rotations, qui gère les
rotations autour d’un axe.

— Le groupe euclidien E(3) décrit les mouvements tridimensionnels tels que
les rotations, les symétries et les translations. Basé sur le groupe orthogonal
O(3), il peut être décomposé en une force et un couple appliqués à un objet
en mécanique des solides. Il s’agit d’un groupe dans lequel le théorème de
Pythagore peut être utilisé pour calculer la distance entre deux points. Ce
groupe transforme un point avec des coordonnées x, y, z en un nouveau point
avec des coordonnées x′, y′, z′. La caractéristique unique de ce groupe dyna-
mique est sa capacité à générer une famille d’objets géométriques invariants
au sein du groupe. Par exemple, une ligne soumise à une translation reste
une ligne, en faisant un objet géométrique invariant unidimensionnel. Une
sphère est un exemple parfait d’objet symétrique tridimensionnel. Sa pro-
priété unique est qu’elle reste inchangée sous l’action d’une rotation autour
de son centre, démontrant une symétrie de rotation. En termes géométriques,
cela implique que lorsqu’une sphère effectue un mouvement de rotation, elle
conserve ses propriétés géométriques de manière uniforme en chaque point.
Dans le domaine de la physique, en particulier dans l’étude de l’espace-temps
en relativité générale, la solution de Schwarzschild est un concept important.
Elle décrit le champ gravitationnel à l’extérieur d’une masse sphériquement
symétrique et non rotative telle qu’une étoile. La métrique de Schwarzschild,
solution des équations de champ d’Einstein, est invariante sous l’action de ro-
tations et de translations dans le temps et l’espace, ressemblant à l’invariance
observée en géométrie euclidienne mais appliquée à l’espace-temps courbé de
la relativité générale. Dans l’espace-temps de Schwarzschild, les géodésiques
sont déterminées par la courbure de l’espace-temps, qui est décrite par la
métrique de Schwarzschild. Pour un objet se déplaçant le long d’une géodé-
sique, certaines quantités comme son moment angulaire et son énergie par
rapport à la masse causant la courbure de l’espace-temps sont conservées.
Cette conservation est le résultat des symétries de l’espace-temps, analogues
aux lois de conservation en mécanique classique.

Les groupes de Lie décrivent donc les mouvements dans l’espace tout en pré-
servant les distances et les longueurs. Ce sont des groupes d’isométrie lorsque les
propriétés géométriques des objets en mouvement restent inchangées (distances et
angles) dans l’espace lors d’une transformation. Les rotations sont des exemples de
symétries de l’espace tridimensionnel, car elles n’altèrent pas les propriétés géomé-
triques de l’espace. Par exemple, faire tourner un cube ne modifie pas les distances
entre ses sommets. En d’autres termes, les propriétés géométriques de l’objet restent
inchangées, même si sa position a été modifiée.
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Selon la théorie de la relativité restreinte, au lieu de vivre dans un espace eu-
clidien tridimensionnel [x, y, z] avec une signature (+ + +) où le temps est une
entité distincte, nous existons en réalité dans un espace-temps à quatre dimensions
où les trois dimensions spatiales sont perpendiculaires à une dimension temporelle
[t, x, y, z] appelé espace de Minkowski dont la signature est (−+++).

Le groupe de Poincaré, associé à cet espace, joue un rôle important dans la des-
cription des mouvements dans l’espace-temps de la relativité restreinte. Ce groupe
permet de modéliser des comportements spécifiques, notamment ceux de particules
sans masse telles que les photons, qui se déplacent invariablement à la vitesse de
la lumière. Bien que leur vitesse demeure constante, la gravité affecte leur énergie,
ce qui se manifeste dans des phénomènes tels que le décalage vers le rouge gravita-
tionnel. Par ailleurs, le groupe de Poincaré s’applique aussi aux particules de masse
non nulle, chacune obéissant à ses propres dynamiques dictées par les principes de
la relativité. Ce groupe dynamique appliqué à la relativité restreinte, inclut le mou-
vement de masses ou de photons avec une possible inversion de la flèche du temps 1,
et peut être représenté sous forme matricielle comme suit :(

L C
0 1

)
(5.1.1)

où L représente la matrice du groupe de Lorentz (Lor) qui décrit comment les co-
ordonnées d’espace-temps changent entre différents référentiels inertiels. Ces trans-
formations incluent les rotations dans l’espace ainsi que les transformations de Lo-
rentz (boosts), qui sont des changements de référentiels en mouvement à une vitesse
constante l’un par rapport à l’autre. C est un vecteur correspondant aux transla-
tions spatio-temporelles dans R1,3.

En effet, la moitié des éléments du groupe dynamique inversent le temps, ce qui
signifie que si nous considérons un élément espace-temps comme une masse ou un
photon et que nous appliquons un mouvement temporel du passé vers le futur, nous
pouvons réaliser le même mouvement dans le sens inverse en utilisant le groupe de
Poincaré. Par conséquent, selon la théorie de Souriau issue de son travail "Structure
of Dynamic Systems" ([50]), si le groupe dynamique peut faire circuler des photons
ou des masses avec une flèche du temps en opposition, alors leur énergie, et donc
leur masse, peut également être inversée.

N.B. : Le groupe de Poincaré restreint gère exclusivement les mouvements re-
lativistes "orthochrones" en quatre dimensions de l’espace de Minkowski, passant
du passé au futur. Sa forme matricielle inclut la matrice Lo du groupe de Lorentz
"orthochrone" Loro comme suit : (

Lo C
0 1

)
(5.1.2)

Peut-on maintenant considérer ces mouvements avec une énergie et une masse néga-
tives et une flèche du temps opposée comme faisant partie de la Physique ? Peuvent-

1. Du passé vers le futur et vice versa.
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ils être mesurés ou observés ?

Les particules avec une énergie négative émettent des photons d’énergie négative,
elles ne peuvent donc pas être observées ni mesurées optiquement. Cependant, il a
été observé et mesuré que l’expansion de l’univers s’accélère en raison de la pression
négative liée à l’énergie noire ([69]). En effet, la pression est une densité d’énergie
par unité de volume.

Ainsi, l’expansion de l’univers est directement liée à l’énergie négative. Cela sug-
gère qu’une partie substantielle de l’univers, actuellement définie comme de l’énergie
noire, affecte cette expansion par le biais de l’effet gravitationnel. Cette approche
dynamique et géométrique fournit donc une réponse à son origine et à sa nature.
Elle pourrait contenir des masses ou des photons chargés d’énergie négative.

5.2 Diverses Symétries Associées à Chaque Opéra-
teur d’Inversion

Le groupe de Poincaré restreint gère les mouvements relativistes en quatre di-
mensions de l’espace de Minkowski. Le groupe de Poincaré est le groupe défini selon
la matrice suivante : (

L C
0 1

)
(5.2.1)

où C est le vecteur correspondant aux translations spatio-temporelles dans R1,3 :

C =


∆t
∆x
∆y
∆z

 (5.2.2)

Il agit sur les points de l’espace de Minkowski selon :

ξ =


t
x
y
z

 (5.2.3)

Ce groupe de Lie à 10 paramètres indépendants 2 est le groupe d’isométrie de cet
espace, défini par sa métrique :

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 (5.2.4)

Le groupe de Lorentz Lor possède quatre composantes connexes :

2. Inclut les 6 paramètres indépendants du groupe de Lorentz (3 rotations et 3 boosts) et
4 transformations indépendantes qui sont les translations suivant les 4 directions de l’espace de
Minkowski.
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— Lorn la composante neutre, n’inverse ni l’espace ni le temps et se définit par :

Lorn = {L ∈ Lor, det(L) = 1 ∧ [L]00 ≥ 1}

— Lors inverse l’espace et se définit par :

Lors = {L ∈ Lor, det(L) = −1 ∧ [L]00 ≥ 1}

— Lort inverse le temps mais pas l’espace et se définit par :

Lort = {L ∈ Lor, det(L) = 1 ∧ [L]00 ≤ −1}

— Lorst inverse à la fois l’espace et le temps et se définit par :

Lorst = {L ∈ Lor, det(L) = −1 ∧ [L]00 ≤ −1}

Et on obtient :
Lor = Lorn ⊔ Lors ⊔ Lort ⊔ Lorst (5.2.5)

Les deux premières composantes sont regroupées pour former le sous-ensemble
appelé “orthochrone” :

Loro = Lorn ⊔ Lors (5.2.6)

Il inclut la symétrie P, ce qui ne pose aucun problème aux physiciens qui savent
qu’il existe des photons d’"hélicité droite et gauche" dont les mouvements sont dé-
rivés de cette symétrie. Cela correspond au phénomène de polarisation de la lumière.

Les deux dernières composantes forment le sous-ensemble “antichrone” ou “ré-
trochrone”, dont les composantes inversent le temps :

Lora = Lort ⊔ Lorst (5.2.7)

Ainsi, nous obtenons :
Lor = Loro ⊔ Lora (5.2.8)

Notons que :
Lort = −Lors Lorst = −Lorn (5.2.9)

Le groupe de Poincaré hérite des propriétés du groupe de Lorentz et possède
donc quatre composantes connexes, il est défini par :

Poin :=

{(
L C
0 1

)
, L ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3

}
(5.2.10)

5.3 Groupe Dynamique de Lorentz
L’application de l’action coadjointe d’un groupe dynamique sur le dual de son

algèbre de Lie, initiée par le mathématicien Jean-Marie Souriau, a éclairé certains
aspects de l’approche suivie en physique. Le groupe dynamique de Lorentz restreint,
limité à ses deux composantes orthochrones, traduit, à travers ses propriétés d’in-
variance résultantes, des aspects de la relativité restreinte. En 1970, J-M Souriau
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a établi que l’analyse des composantes de son moment met en évidence la nature
géométrique d’un spin ([93] [95]). Le groupe de Lorentz possède deux composantes
orthochrones connexes, à savoir sa première composante neutre, contenant l’élément
neutre du groupe, et sa deuxième composante énantiomorphe, inversant l’espace sy-
nonyme de la symétrie P. Dans la théorie des groupes dynamiques, une classification
en termes de mouvements devient évidente. À ce stade, l’action de ces éléments in-
versant l’espace est illustrée dans le phénomène de la polarisation de la lumière, où
tout photon "droit" peut être converti en un photon "gauche". Ce groupe peut être
représenté par une famille de matrices L de dimension 4× 4, définies axiomatique-
ment par LTGL = G, où LT est la transposée de la matrice de Lorentz L, et G est la
matrice métrique de Minkowski, souvent appelée matrice de Gram dans ce contexte.
En relativité restreinte, elle est généralement représentée par une matrice diagonale
avec des éléments diag(1,−1,−1,−1). Cette équation signifie que la transformation
de Lorentz préserve le produit scalaire de Minkowski, condition importante pour la
cohérence de la théorie de la relativité restreinte.

5.4 Groupe Dynamique de Poincaré Restreint

Le produit du groupe de Lorentz avec le groupe de translation spatio-temporelle
nous permet de construire le groupe dynamique de Poincaré restreint, toujours li-
mité à ses deux composantes orthochrones. Dans son moment, nous trouvons d’abord
l’énergie liée au sous-groupe des translations temporelles. Ensuite, l’impulsion, liée
aux translations spatiales, les deux étant reliées par l’invariance du module du
quadri-vecteur énergie-impulsion sous l’action du groupe de Lorentz. La matrice
associée à ce groupe doit inclure la matrice de Lorentz "orthochrone" Lo de dimen-
sion 3× 3, ainsi que le vecteur de translation C et des composantes supplémentaires
pour compléter sa structure (voir 5.1.2).

5.5 Groupes Dynamiques de Kaluza & Janus Res-
treints

En ajoutant une translation le long d’une cinquième dimension au groupe de
Poincaré restreint, nous formons un groupe de Lie auquel nous donnerons le nom
de Groupe de Kaluza Restreint ([7], [9], [10], [50], [52]). Ce groupe n’est pas le
groupe de Kaluza à 15 paramètres indépendants associé à une variété lorentzienne
à 5 dimensions, mais un nouveau groupe à 11 paramètres indépendants, incluant
un paramètre de translation en plus des 10 paramètres du groupe de Poincaré.
Cette nouvelle dimension confère à l’impulsion, un scalaire supplémentaire de na-
ture purement géométrique qui peut être identifié à la charge électrique q, positive,
négative ou nulle. Nous mettons alors en évidence la translation géométrique selon
un scalaire ϕ en dotant les masses d’une charge électrique invariante. Ensuite, en
introduisant une nouvelle symétrie reflétant l’inversion de la cinquième dimension,
synonyme d’inversion du scalaire de q à −q, nous doublons le nombre de ses compo-
santes connexes de 2 à 4. L’action sur le moment lie ensuite cette nouvelle symétrie
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à l’inversion de la charge électrique q. Nous déduisons ainsi la modélisation géo-
métrique de la conjugaison de charge ou de la Symétrie C, qui traduit la symétrie
"Matière-Antimatière" introduite par Dirac. Il est alors logique de nommer cette
nouvelle extension le Groupe Janus Restreint.

5.6 Groupe Dynamique Janus
En introduisant une nouvelle symétrie au groupe précédent, que nous décrivons

comme Symétrie T et qui convertit la matière en antimatière à masse négative 3,
nous construisons le Groupe Dynamique Janus. Ainsi, nous doublons le nombre de
composantes connexes de quatre à huit, regroupées en deux sous-ensembles : "or-
thochrones", conservant les propriétés temporelles et énergétiques, et "antichrones",
inversant le temps et l’énergie. Par conséquent, nous mettons en avant la translation
géométrique consistant à doter les masses d’une charge électrique invariante. Comme
l’a démontré Jean-Marie Souriau dès 1970, pionnier dans la théorie des groupes
dynamiques ([93], [95]), cette approche a permis de conférer une nature purement
géométrique à des éléments clés qui ont marqué les progrès de la physique relativiste.

Voici la matrice associée au Groupe Dynamique Janus à partir de laquelle il est
possible de reconstruire tous les groupes de symétrie :

J an =


(−1)µ 0 ϕ

0 T λSνLn C
0 0 1

 , λ, µ ∈ {0, 1} ∧ ϕ ∈ R ∧ L ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.1)

— Symétrie P :
En appliquant µ = 0, λ = 0 et ν = 1, nous obtenons :

J an =


1 0 ϕ
0 Ls C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ls = SLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3

 (5.6.2)

Cet opérateur de symétrie correspond à l’inversion de l’espace, où un élément
de la deuxième composante connexe du groupe orthochrone est considéré.
C’est cette symétrie qui inverse l’hélicité d’un photon, transformant un “pho-
ton droit” en un “photon gauche”, ce qui correspond au phénomène de la
polarisation de la lumière.

— Symétrie C :
Nous devons appliquer µ = 1, λ = 0 et ν = 0.
En partant de l’élément Ln du groupe de Lorentz restreint orthochrone, en
inversant la cinquième dimension portant la charge électrique q, nous obte-
nons l’opérateur "Symétrie C" ou "conjugaison de charge" (quantique) tel

3. Un concept que nous pourrions appeler antimatière au sens de Feynman
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que :

J an =


−1 0 ϕ

0 Ln C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ln ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3

 (5.6.3)

C’est cette symétrie qui représente la transformation "Matière-Antimatière".

— Symétrie T :
En appliquant µ = 0, λ = 1 et ν = 0, nous supprimons la symétrie C
(J an11 = 1) et la symétrie P (J an22 = −Ls). Nous obtenons ainsi :

J an =


1 0 ϕ
0 −Ls C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ls = −Lt = −TLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.4)

— Symétrie CP :
En appliquant µ = 1, λ = 0 et ν = 1, nous ajoutons la symétrie C (J an11 =
−1) et la symétrie P (J an22 = Ls) de manière à obtenir :

J an =


−1 0 ϕ

0 Ls C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ls = SLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.5)

NB : On peut également la déduire en supprimant la symétrie T (J an22 =
Ls) de la symétrie CPT suivant cette opération : CP = T ·CPT

— Symétrie CPT :
Nous devons appliquer µ = 1, λ = 1 et ν = 1.
Nous savons que l’élément Ln du groupe neutre n’inverse ni le temps ni l’es-
pace, donc l’élément J an22 = −Ln inverse à la fois l’espace et le temps pour
former l’opérateur de symétrie PT. Cependant, si nous ajoutons la symétrie
C (J an11 = −1), nous formons le groupe Janus CPT avec une symétrie de
charge tel que :

J an =


−1 0 ϕ

0 −Ln C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ln = −TSLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.6)

— Symétrie PT :
Nous devons appliquer µ = 0, λ = 1 et ν = 1.
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En supprimant la symétrie C (J an11 = 1) de la symétrie CPT suivant cette
opération : PT = C ·CPT nous obtenons :

J an =


1 0 ϕ
0 −Ln C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ln = −TSLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.7)

— Symétrie CT :
Nous devons appliquer µ = 1, λ = 1 et ν = 0.
En supprimant la symétrie P (J an22 = −Ls) de la symétrie CPT suivant
cette opération : CT = P ·CPT nous obtenons :

J an =


−1 0 ϕ

0 −Ls C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ls = −TLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3


(5.6.8)

— Opérateur Neutre :
En appliquant µ = 0, λ = 0 et ν = 0, l’objet se déplace à travers les cinq
dimensions sans changer sa nature. Seul l’élément neutre du sous-groupe “or-
thochrone” est considéré (J an22 = Ln). Nous obtenons ainsi :

J an =


1 0 ϕ
0 Ln C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ Ln ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3

 (5.6.9)

Il est important de noter que Feynman considère que l’application de la symétrie
PT aux mouvements des particules conduit à la création d’antimatière par l’applica-
tion de la symétrie C. Par conséquent, la symétrie PT est équivalente à la symétrie
C, c’est-à-dire qu’une particule de matière "vue dans un miroir" et se déplaçant "à
rebours" dans le temps est de l’antimatière.

Cette perspective découle du travail de Weinberg, "La théorie quantique des
champs" dans la Section 2.6, intitulée "Inversion de l’espace et renversement du
temps" ([103]). En effet, un choix arbitraire est appliqué pour l’opérateur d’inver-
sion T, ce qui fait que l’opérateur CPT devient l’identité.

Ainsi, étant donné que CPT = I, il s’ensuit que PT = PT ·I = PT ·CPT = C.
Par conséquent, le point de vue de Feynman repose principalement sur la méca-
nique quantique, où les théoriciens quantiques font des choix a priori entièrement
arbitraires concernant les opérateurs P et T, contraints par la "nécessité d’évi-
ter l’émergence d’états d’énergie négative (considérés comme non-physiques)". Par
conséquent, l’opérateur P doit être linéaire et unitaire, et l’opérateur T anti-linéaire
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et anti-unitaire. Et pour conclure en ajoutant à la page 104 que : "On ne connaît au-
cun exemple de particules fournissant des représentations non conventionnelles des
inversions, donc ces possibilités ne seront pas explorées davantage ici. Désormais, on
supposera que les inversions ont l’action conventionnelle décrite dans la Section 2.6".

Les états d’énergie négative (associés à une pression négative) existent car ils
sont responsables de l’accélération de l’expansion cosmique, comme en témoigne le
travail récompensé par le prix Nobel de Perlmutter en 2011 ([69]). Cependant, à
l’époque de l’émergence de la théorie quantique des champs, ce phénomène n’était
pas encore connu.

Par conséquent, pour Feynman, la présence de l’opérateur d’inversion du temps
T dans sa symétrie PT globale ne conduit pas à l’inversion de la masse, mais trans-
forme la matière en antimatière de masse positive par inversion de charge via la
symétrie C.

Dans la perspective du groupe Janus, en partant du mouvement d’une particule
de masse positive dans l’espace à 5 dimensions, la symétrie C (portée par l’inversion
de la cinquième dimension) transforme cette particule (ce mouvement) en une anti-
particule de masse positive que l’on peut appeler une "antiparticule de type Dirac",
similaire à celle produite en laboratoire et qui a récemment été démontrée comme
se comportant de la même manière que la matière ordinaire sous l’influence de la
gravité ([5]).

D’autre part, la transformation PT -symétrique appliquée à une particule produit
une antiparticule avec une énergie et une masse négatives, due à la symétrie T, que
l’on peut appeler une "antiparticule de type Feynman", correspondant à l’antimatière
primordiale située entre les galaxies et que l’on trouve notamment sous forme de
conglomérats dans le Répulseur du Dipôle ([47]). L’équivalence PT = C , selon
Feynman, n’est alors plus applicable.

5.7 Implications
Les contributions significatives de cette étude affectent principalement les do-

maines de la mécanique quantique et de la cosmologie :

— En mécanique quantique, un aspect notable est l’inversion de l’énergie
de certains objets. Une question intrigante se pose concernant la faisabilité
d’objets ayant des états d’énergie négative en mécanique quantique. En abor-
dant la symétrie T, les physiciens quantiques adoptent traditionnellement une
perspective anti-linéaire et anti-unitaire pour l’opérateur T, dans le but d’ex-
clure les états d’énergie négative, qui ne sont généralement pas considérés
comme intrinsèques à la physique. De manière similaire, un opérateur P est
choisi comme étant unitaire et linéaire pour des raisons analogues (voir [103]).
Ces choix sous-tendent le théorème CPT, renforçant l’idée que la symétrie PT
s’aligne avec la symétrie C. Au contraire, l’adoption d’un opérateur T linéaire
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et unitaire révèle que les états d’énergie négative sont un résultat naturel dans
les équations de Schrödinger et de Dirac, ouvrant la voie à de nouveaux ter-
rains de recherche. De plus, les observations cosmologiques ont confirmé que
l’expansion de l’univers s’accélère, attribuée à une pression négative associée
à l’énergie noire, comme l’a démontré le travail de Perlmutter récompensé
par le prix Nobel en 2011. Puisque la pression représente une densité d’éner-
gie par unité de volume, ce phénomène est directement lié à l’influence de
l’énergie négative sur l’expansion de l’univers.

— Dans le domaine de la cosmologie, la relativité générale rejette ferme-
ment le concept de masses négatives, invoquant l’émergence du phénomène de
fuite et des conflits avec les principes d’action-réaction et d’équivalence (voir
[13]). Par conséquent, tout nouveau modèle proposant l’intégration d’états
d’énergie et de masse négatifs nécessiterait une extension du cadre géomé-
trique fondamental de la relativité. La théorie des groupes dynamiques, cen-
trée autour de divers groupes tels que Lorentz, Poincaré ou Kaluza, fournit
un cadre pour décrire un univers dépourvu de forces, caractérisé par une
structure plate et non courbée. Dans un tel univers, les particules suivent les
géodésiques de l’espace de Minkowski dans une métrique lorentzienne ou na-
viguent dans un espace fibré influencé par une cinquième dimension, qu’elle
soit ouverte ou fermée. Cette approche théorique suggère la coexistence de
deux types distincts de matière, existant en isolation sans interaction mu-
tuelle. Ainsi, les particules dans ces espaces n’interagissent pas les unes avec
les autres. Cette perspective innovante ouvre de nouvelles voies pour com-
prendre les interactions entre particules dans l’espace-temps.
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5.8 Annexe

Dans la théorie des groupes dynamiques développée par J.M. Souriau en 1970,
la connexion entre la structure géométrique et le contenu physique d’un système est
explorée à l’aide de groupes dynamiques spécifiques ([93],[95]). Ces groupes dyna-
miques décrivent les symétries et les transformations qui préservent les propriétés
géométriques du système. En étudiant la nature du groupe dynamique associé à un
système physique donné, nous pouvons déterminer les relations entre la géométrie
et les quantités physiques associées.

Chaque mouvement d’un objet dans l’espace-temps possède son moment. Ce-
pendant, cela n’est pas synonyme d’instant ou des concepts physiques de moment
linéaire ou angulaire. Le terme moment en théorie des groupes se réfère au mouve-
ment, c’est-à-dire un déplacement physique entre des points dans l’espace.

Pour déterminer ce moment, il est nécessaire de définir d’abord ce qu’est une
action de groupe. Il s’agit de la manière dont un groupe de matrices peut agir par
multiplication sur un autre groupe de matrices afin de gérer, par exemple dans le
groupe euclidien, les rotations, symétries et translations en une seule opération.

Mais J.M. Souriau a découvert qu’un groupe peut également agir sur les mo-
ments, générant à son tour un nouvel espace géométrique. Ainsi, il peut exister une
autre action du groupe sur un autre espace. En fait, il existe un espace où les mou-
vements sont inscrits : l’espace-temps. Dans l’espace-temps de Minkowski à quatre
dimensions, un groupe agit sur un point de coordonnées t1, x1, y1, z1 pour donner un
autre point de coordonnées t2, x2, y2, z2. Cependant, ce qui est inscrit dans l’espace-
temps est seulement la trajectoire. Pourtant, le mouvement agit dans deux espaces,
le second étant l’espace des paramètres de mouvement, que Souriau appelle l’espace
des moments 4.

Action Coadjointe du Groupe de Poincaré sur son Espace des
Moments

Considérons le mouvement d’un objet dans l’espace. Un tel mouvement est éga-
lement défini par son moment µ. Le physicien peut alors appliquer un élément G,
par exemple du groupe Galiléen, à ce moment µ. Cela produit un nouveau moment

4. L’approche de Souriau permet, grâce au groupe de Poincaré qui est le groupe d’isométrie de
l’espace de Minkowski englobant le groupe de Lorentz (avec ses quatre composantes connexes), de
faire apparaître les paramètres associés à chacun de ces mouvements, dont les points représentatifs
appartiennent à un espace vectoriel, l’espace des moments. La dimension de celui-ci est égale à
celle du groupe : dix. En effet, le groupe de Lorentz est formé des transformations qui préservent
la forme quadratique de l’espace-temps. Il est constitué du groupe des transformations de Lorentz
orthochrones et du groupe des translations. Les transformations du groupe de Lorentz orthochrones
ont 6 degrés de liberté, tandis que le groupe des translations a 4 degrés de liberté. Cette structure
mène à 10 paramètres indépendants du groupe de Poincaré. En les regroupant dans une matrice
antisymétrique appelée torseur, on peut ainsi y définir les paramètres de l’espace des mouvements.
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µ′. Cette action peut s’écrire comme suit :

µ′ = G × µ× GT (5.8.1)

GT représente la transposée de cette matrice, et µ est la matrice des moments. C’est
une matrice antisymétrique de taille 5× 5, c’est-à-dire que les éléments symétriques
par rapport à la diagonale principale ont des signes opposés. Les éléments de la
diagonale principale sont égaux à zéro (qui est son propre opposé). Nous pouvons
définir cette matrice de la manière suivante :

µ =


0 −lz ly fx −E
lz 0 −lx fy −px
−ly lx 0 fz −py
−fx −fy −fz 0 −pz
E px py pz 0

 (5.8.2)

Par exemple, pour mieux comprendre ce que µ représente, cette matrice 5 × 5
peut être décomposée de la manière suivante :

— Une matrice M de dimension 4× 4 donnée par :

M =


0 −lz ly fx
lz 0 −lx fy
−ly lx 0 fz
−fx −fy −fz 0

 (5.8.3)

— Un quadrivecteur énergie-impulsion P de dimension 4× 1 donné par 5 :

P =


E
px
py
pz

 (5.8.4)

— Sa transposée, le vecteur ligne P T de dimension 1× 4 donné par :

P T =
(
E px py pz

)
(5.8.5)

Nous pouvons en déduire la forme plus compacte de µ de la manière suivante :

µ =

(
M −P
P T 0

)
(5.8.6)

L’action coadjointe est l’action d’un groupe sur son espace de moments. Plus
précisément, il s’agit de l’action d’un groupe de Lie sur l’espace vectoriel dual de
son algèbre de Lie 6.

5. Nous précisons le mot vecteur pour indiquer la nature de la variable utilisée, afin de ne pas
alourdir les expressions.

6. Le dual d’une algèbre de Lie, dans le contexte de la physique, est un espace mathématique
composé de covecteurs. Ces covecteurs sont des entités mathématiques qui assignent des valeurs

184



CHAPITRE 5. CONTRIBUTION À LA COSMOLOGIE & À LA PHYSIQUE DES
PARTICULES

Groupe de Poincaré

En Relativité Générale, le groupe de Poincaré régit le mouvement des particules
matérielles relativistes (5.2.10) et peut être défini par le groupe de matrices 7 :

g :=

{(
L C
0 1

)
, L = λLo ∈ Lor ∧ λ = ±1 ∧ C ∈ R1,3

}
(5.8.7)

agissant sur l’espace de Minkowski selon :

g(X) = L.X + C (5.8.8)

L’action du groupe sur son espace des moments est l’action sur le dual de l’algèbre
de Lie du groupe. L’élément de l’algèbre de Lie est obtenu en différenciant les dix
composantes du groupe. Souriau désigne par la lettre grecque Λ la différentielle de
la matrice carrée Z représentant l’élément du groupe de Poincaré et par la lettre
grecque Γ l’élément du sous-groupe des translations spatio-temporelles 8 :

Z :=

{(
Λ Γ
0 0

)
, Λ̄ = −Λ ∧ Γ ∈ R1,3

}
(5.8.9)

Nous avons montré que la matrice des moments µ inclut des éléments ayant une
interprétation physique, tels que le quadrivecteur P , où E représente l’énergie et
p = {px, py, pz} le moment linéaire.

Toutefois, quelle est l’essence et la signification physique de cette matrice anti-
symétrique M ?

Procédons à sa décomposition pour le découvrir :

M =


0 −lz ly fx
lz 0 −lx fy
−ly lx 0 fz
−fx −fy −fz 0


S =

 0 −lz ly
lz 0 −lx
−ly lx 0



f =


fx
fy
fz
0



(5.8.10)

scalaires à des vecteurs dans l’algèbre de Lie, représentant des grandeurs physiques qui ne possèdent
pas de direction spécifique, telles que l’énergie ou la température. Les moments, dans ce contexte,
sont des mesures qui décrivent comment les transformations associées à un groupe de Lie modifient
l’algèbre de Lie elle-même. La représentation coadjointe est une méthode par laquelle un groupe agit
sur le dual de son algèbre de Lie. Cette action permet d’examiner la transformation des covecteurs,
comme les moments, sous l’influence du groupe. L’intérêt de cette approche réside dans sa capacité
à révéler des informations sur les caractéristiques géométriques et physiques de systèmes étudiés, en
analysant comment ces systèmes évoluent ou restent invariants sous les transformations du groupe.

7. (13.51) et (13.52) de [95]
8. (13.54) de [95]. Il écrit ensuite µ, élément de l’espace des mouvements, sous la forme (13.57)

et exprime l’invariance sous la forme de la constance du scalaire (13.58), où M est une matrice
antisymétrique.
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Soit sous sa forme compacte :

M =

(
S f

−fT 0

)
(5.8.11)

La vitesse V est implicitement intégrée dans la matrice L du groupe de Lorentz.
Lorsqu’on examine un mouvement se déroulant dans une direction spécifique, par
exemple le long d’un axe, avec une vitesse V et une translation ∆z = c, et que
c = V∆t, nous nous plaçons alors dans un système de coordonnées qui suit le mou-
vement de la particule le long de cette translation dans l’espace-temps. Dans ce
contexte, le vecteur f s’avère être nul.

La matrice S peut alors s’exprimer de la manière suivante :

S =

0 −s 0
s 0 0
0 0 0

 (5.8.12)

Il s’agit du spin d’une particule. Comme Souriau l’a démontré en 1970, il présente
une nature purement géométrique : il est représenté par une matrice antisymétrique
de taille 3 × 3. La méthode de quantification géométrique qu’il a développée ré-
vèle que le spin ne peut être qu’un multiple entier de ℏ (la constante de Planck
réduite). Souriau a également exploré, dans [95], comment l’existence d’une charge
électrique dans une particule suggère son déplacement dans un espace-temps doté
d’une cinquième dimension de taille extrêmement réduite 9, similaire à la dimension
de Kaluza, qui est bouclée sur elle-même telle un faisceau de fibres. Cette cinquième
dimension, étant bouclée sur elle-même, pourrait conduire à la quantification géomé-
trique de la charge électrique, grâce à une "forme de fermeture" dans l’espace-temps,
permettant à un objet de redevenir identique à lui-même après une rotation de 360◦.
Cette caractéristique est fondamentale pour comprendre la quantification du spin.

La quantité f = [fx, fy, fz], désignée par Souriau comme le "passage", s’annule
dans le référentiel de la particule en mouvement et n’est perceptible que depuis un
autre référentiel, illustrant un effet du mouvement 10.

La relation Cm = f +pt établit un lien entre le passage f et la position du centre
de masse Cm au temps t = 0.

Le moment galiléen complet se compose des éléments suivants :

µ = {énergie, masse, quantité de mouvement, passage, spin}

9. La longueur de Planck
10. Par exemple, vous êtes assis dans un avion en vol à l’arrière de la cabine et on vous invite

à vous déplacer vers l’avant. Vous ne pourrez passer que si “vous empruntez un peu de passage” à
l’avion. Cela le fera dévier légèrement de son plan de vol initial. C’est la conservation du passage
qui permet d’établir la règle suivante : Si un objet est en espace libre, son centre de masse se
déplace en ligne droite, à vitesse constante, dans la direction de la quantité de mouvement à moins
d’être perturbé par des forces externes telles que la gravité. Si la quantité de mouvement est nulle,
le centre de masse est immobile.
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Chaque mouvement d’un objet est caractérisé par son propre moment, qui ne
peut être que transféré partiellement d’un objet à un autre, sans possibilité de créa-
tion ou de disparition. Cela permet de mesurer le moment en transférant une partie
du moment de l’objet vers l’instrument de mesure.

Il est important de noter que la masse (au repos) est considérée comme un para-
mètre du moment. Contrairement à la masse classique, qui était traitée comme une
constante additive arbitraire dans le groupe de Galilée, la masse dans le groupe de
Poincaré est définie comme la masse relativiste m = E

c2
, et varie donc avec la vitesse.

Ce traitement diffère également du groupe dynamique non relativiste par l’absence
de décomposition barycentrique 11, une caractéristique du groupe de Galilée résul-
tant de l’existence d’un sous-groupe privilégié absent dans le groupe de Poincaré 12.
Tout mouvement virtuel peut être interprété comme un mouvement réel par change-
ment de référentiel 13. Le groupe de Poincaré décrit ainsi les propriétés des particules
élémentaires en utilisant uniquement deux paramètres physiquement interprétables :
la masse au repos et le spin 14.

Pour les particules sans masse telles que les photons, l’hélicité, en plus de la
polarisation (linéaire ou elliptique), est également importante. L’hélicité du photon,
pouvant prendre les valeurs ±1, correspond respectivement à une polarisation cir-
culaire gauche (PCG) et à une polarisation circulaire droite (PCD). L’hélicité d’une
particule est déterminée par l’orientation de son spin par rapport à son vecteur de
mouvement.

Maintenant que nous avons exposé les principaux outils, nous pouvons montrer
l’action coadjointe du groupe de Poincaré sur son espace des moments.

Nous savons que l’action coadjointe est l’action d’un groupe de Lie sur l’espace
vectoriel dual de son algèbre de Lie.

Ainsi, en appliquant l’action du groupe de Poincaré sur le dual de son algèbre
de Lie, c’est-à-dire sur son espace des moments, nous obtenons l’action suivante à
partir de 5.8.1 :

µ′ =

(
L C
0 1

)
×
(
M −P
P T 0

)
×
(
LT 0
CT 1

)
(5.8.13)

11. Le concept de décomposition barycentrique fait référence à la capacité de séparer le mouve-
ment d’un système en un mouvement du centre de masse et des mouvements relatifs des particules
autour de ce centre.

12. Comme nous l’avons déjà étudié, le groupe de Galilée régit les transformations entre les réfé-
rentiels inertiels. Une caractéristique importante du groupe de Galilée est la possibilité d’identifier
un centre de masse (ou barycentre) pour un système de particules, qui se comporte de manière
simple sous ces transformations. En relativité restreinte, le concept de centre de masse n’est pas
aussi simple ou universel que dans la mécanique classique, car la définition du centre de masse
dépend du référentiel d’observation.

13. En relativité restreinte, ce qui peut apparaître comme un mouvement purement hypothétique
dans un référentiel peut être observé comme un mouvement physique concret dans un autre.

14. ou moment angulaire intrinsèque
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µ′ =

(
LMLT − LPCT + CP TLT −LP

P TLT 0

)
(5.8.14)

Par identification avec 5.8.6, nous pouvons en déduire que 15 :

M ′ = LMLT − LPCT + CP TLT et P ′ = LP (5.8.15)

Quelle est alors la signification des différentes composantes de l’espace des mo-
ments 16 ?

µ = {M,P} = {l, g, p, E} (5.8.16)

M est la matrice des moments associée à µ et P le vecteur énergie-impulsion. l
est le moment angulaire de M , g est le barycentre relativiste de M , p est le moment
linéaire de P et E est l’énergie de P .

Dans le chapitre 5 de [95], J.M. Souriau développe une méthode de quantification
géométrique qui mène à la quantification du spin, considéré comme un attribut
géométrique 17.

s = n
ℏ
2

(5.8.17)

Nous obtenons ainsi une description des particules dans leur espace de moment,
avec différentes valeurs de spin.

Inversion du Temps et de l’Énergie

Les éléments du groupe de Lorentz agissent sur des points de l’espace-temps qui
constituent un mouvement. En faisant agir un élément L du groupe de Lorentz sur
un mouvement donné, nous obtenons un autre mouvement.

Comme évoqué à travers l’expression 5.2.5, le groupe de Lorentz possède quatre
composantes connexes.

La composante neutre Lorn est un sous-groupe contenant la matrice unitaire qui
n’inverse ni l’espace ni le temps.

Considérons la matrice à 4 composantes ω constituées de deux paramètres λ1 et
λ2 :

ω(λ1,λ2) =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 λ2

 avec

{
λ1 = ±1

λ2 = ±1
(5.8.18)

Ainsi, les quatre composantes du groupe de Lorentz peuvent être facilement
exprimées en utilisant les quatre combinaisons possibles de ces deux paramètres

15. (13.107) de [95]
16. (13.57) de [95]
17. (18.82) de [95]
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appliquées à sa composante neutre, dont un élément Ln ∈ Lorn est exprimé selon
l’expression L = ωLn :

ω(1,1) × Ln =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∈ Lorn ω(1,−1) × Ln =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ∈ Lors

ω(−1,1) × Ln =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ∈ Lort ω(−1,−1) × Ln =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ∈ Lorst

(5.8.19)
Nous constatons que λ1 = −1 inverse le temps tandis que λ2 = −1 inverse l’es-

pace. Les quatre composantes sont regroupées en deux sous-ensembles “orthochrone”
et “rétrochrone” selon les expressions respectives 5.2.6 et 5.2.7.

Le groupe de Poincaré peut alors s’écrire selon ces quatre composantes connexes
de la manière suivante :

g :=

{(
ωLn C
0 1

)
, ωLn ∈ Lor ∧ C ∈ R1,3

}
(5.8.20)

Ainsi l’action de ce groupe de Poincaré sur les coordonnées de l’espace-temps
donne l’espace des mouvements suivants :[

ωLn C
0 1

]
×
[
ξ
1

]
=

[
ωLnξ + C

1

]
(5.8.21)

Il s’agit en fait de l’action du groupe de Poincaré sur son espace des moments µ
possédant dix scalaires indépendants :

— L’énergie E
— L’impulsion p = {px, py, pz}
— Le passage f = {fx, fy, fz}
— Le spin s = {lx, ly, lz}

L’action du groupe de Poincaré sur le dual de son algèbre de Lie est l’action
coadjointe sur son espace des moments M (passage f et spin s) et le vecteur énergie-
impulsion P (énergie E et impulsion p), ce qui donne :

M ′ = (ωLn)M(ωLn)
T − (ωLn)PC

T + CP T (ωLn)
T et P ′ = (ωLn)P (5.8.22)

A présent, considérons par exemple la symétrie T , où il y a seulement une inver-
sion du temps (λ1 = −1), sans inversion de l’espace (λ2 = 1), dans un cas où il n’y
a également aucune translation dans l’espace-temps (C = 0). Nous avons donc :

ω(−1,1) × Ln = Lt (5.8.23)
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D’où :

Lt × ξ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

×


t
x
y
z

 =


-t
x
y
z

 (5.8.24)

Nous obtenons ainsi l’action de l’inversion du temps dans l’espace des trajec-
toires ou dans l’espace-temps.

La seconde équation de 5.8.15 éclaire la signification physique de cette inversion
de la coordonnée temporelle. En effet, l’application de la composante Lt du groupe
de Lorentz au mouvement d’une particule donne :

P ′ = LtP =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




E
px
py
pz

 =


-E
px
py
pz

 (5.8.25)

Nous pouvons donc en déduire que l’application de la composante Lt du groupe
de Lorentz au mouvement d’une particule induit une inversion de son énergie de E
en -E.

La symétrie T appliquée au mouvement d’une particule inverse donc son énergie,
ce qui conduit à une inversion de sa masse 18, selon la définition suivante 19 :

m =
√
P T · P sgn(E) (5.8.26)

Groupe de Kaluza Restreint

Appliquons une extension du groupe de Poincaré pour former le groupe dyna-
mique suivant :

g :=


 1 0 ϕ

0 L C
0 0 1

 , ϕ ∈ R ∧ L = λLo ∈ Lor ∧ λ = ±1 ∧ C ∈ R1,3

 (5.8.27)

Partons de l’espace de Minkowski :

ξ =


t
x
y
z

 =

(
t
r

)
(5.8.28)

Introduisons l’espace de Kaluza 20 qui intègre une matrice de Gram de dimension

18. pages 198-199 de [95].
19. (14.57) à la page de [95].
20. L’espace de Kaluza est une variété riemannienne hyperbolique de signature (+−−−−)
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5× 5 :

Γ =


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

 =

(
G 0
0 −1

)
où G =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


(5.8.29)

Dans le groupe considéré, nous ajoutons juste une translation ϕ à la cinquième
dimension ζ. Alors, la dimension du groupe devient 11 (section 5.5). Il est le groupe
d’isométrie de l’espace de Kaluza, défini par sa métrique :

ds2 = dXTΓdX = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 − dζ2 (5.8.30)

Avec :

X =

(
ξ
ζ

)
=


t
x
y
z
ζ

 (5.8.31)

Selon le théorème de Noether 21, cette nouvelle symétrie est accompagnée de
l’invariance d’un scalaire que nous appellerons q. Le torseur de ce groupe de Kaluza
intègre alors un paramètre supplémentaire :

µ = {M,P, q} = {l, g, p, E, q} (5.8.32)

Introduisons l’action du groupe sur son algèbre de Lie :

Z ′ = g−1Zg (5.8.33)

Or, si on considère un élément de l’algèbre de Lie de ce groupe :

Z =

0 0 δϕ
0 Gω γ
0 0 0

 Z ′ =

0 0 δϕ′

0 Gω′ γ′

0 0 0

 (5.8.34)

La matrice inverse de g 22 donne : 1 0 ϕ
0 L C
0 0 1

−1

=

 1 0 −ϕ
0 L−1 −L−1C
0 0 1

 (5.8.35)

21. Le théorème de Noether établit que pour chaque symétrie continue d’une action physique,
il existe une quantité conservée. Dans notre contexte, si une nouvelle symétrie assure l’invariance
d’un scalaire q, ce scalaire est la quantité conservée. Cela signifie que q reste constant lorsque la
symétrie est appliquée à l’action du système.

22. Par exemple, pour trouver l’inverse d’une matrice 2×2, on utilise la formule suivante lorsque
la matrice est de la forme : (

a b
c d

)
L’inverse est :

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
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Et : 0 0 δϕ
0 Gω γ
0 0 0

 1 0 ϕ
0 L C
0 0 1

 =

 0 0 δϕ
0 GωL GωC + γ
0 0 0

 (5.8.36)

Nous pouvons alors calculer 5.8.33 de la manière suivante :

Z ′ =

 1 0 −ϕ
0 L−1 −L−1C
0 0 1

 0 0 δϕ
0 Gω γ
0 0 0

 1 0 ϕ
0 L C
0 0 1

 (5.8.37)

Soit :

Z ′ =

 1 0 −ϕ
0 L−1 −L−1C
0 0 1

 0 0 δϕ
0 GωL GωC + γ
0 0 0

 =

 0 0 δϕ
0 L−1GωL L−1GωC + L−1γ
0 0 0


(5.8.38)

Donc :

Z ′ =

0 0 δϕ′

0 Gω′ γ′

0 0 0

 =

 0 0 δϕ
0 L−1GωL L−1GωC + L−1γ
0 0 0

 (5.8.39)

Ainsi, par identification, nous pouvons en déduire :

δϕ′ = δϕ (5.8.40)
Gω′ = L−1GωL (5.8.41)
γ′ = L−1GωC + L−1γ (5.8.42)

Par conséquent, la relation de dualité 23 nous donne :

1

2
Tr(M · ω) + P T ·Gγ + qδϕ =

1

2
Tr(M

′ · ω′) + P ′T ·Gγ′ + q′δϕ′ (5.8.43)

Ce qui nous permet de déduire l’action du groupe suivant :

q′ = q (5.8.44)
M ′ = LMLT − LPCT + CP TLT (5.8.45)
P ′ = LP (5.8.46)

Si on identifie q à la charge électrique, cela montrerait que le mouvement d’une
particule massive dans un espace à cinq dimensions la transformerait en une particule
électriquement chargée.

23. (13.58) de [95]
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Groupe Janus Restreint

Considérons le groupe dynamique suivant :

g :=


 µ 0 ϕ

0 L C
0 0 1

 , µ = ±1 ∧ ϕ ∈ R ∧ L = λLo ∈ Lor ∧ λ = ±1 ∧ C ∈ R1,3


(5.8.47)

L’action du groupe sur les coordonnées de l’espace-temps à 5 dimensions défini
par 5.8.31 donne l’espace des mouvements suivants : µ 0 ϕ

0 L C
0 0 1

 ζ
ξ
1

 =

 µζ + ϕ
Lξ + C

1

 (5.8.48)

Un calcul similaire aux précédents permet d’obtenir l’action du groupe :

q′ = µq (5.8.49)
M ′ = LMLT − LPCT + CP TLT (5.8.50)
P ′ = LP (5.8.51)

Ce groupe agit sur l’espace de Kaluza à cinq dimensions. Nous pouvons remar-
quer que µ = −1 inverse la cinquième dimension ζ et le scalaire q.

Nous trouvons, à travers une interprétation dynamique du groupe, l’idée suggérée
par J.M. Souriau [95] : l’inversion de la cinquième dimension est associée à l’inver-
sion de la charge électrique. Mais celle-ci n’est que l’une des charges quantiques 24.

En effet, la Symétrie C traduisant la symétrie "Matière-Antimatière" introduite
par Dirac, inverse toutes les charges quantique. Cette opération d’inversion ne s’ob-
tient qu’en ajoutant autant de dimensions compactifiées qu’il y a de charges quan-
tiques. L’action du groupe sur les coordonnées de l’espace-temps à n dimensions
donnant l’espace des mouvements suivants :

µ 0 0 · · · 0 ϕ1

0 µ 0 · · · 0 ϕ2

0 0
. . . · · · 0

...
...

... · · · µ 0 ϕp

0 0 · · · 0 L C
0 0 · · · 0 0 1





ζ1

ζ2

...
ζp

ξ
1


=



µζ1 + ϕ1

µζ2 + ϕ2

...
µζp + ϕp

Lξ + C
1


(5.8.52)

Le torseur de ce groupe intègre plusieurs scalaires supplémentaires qp :

µ = {M,P,

p∑
1

qi} = {l, g, p, E, q1, q2, . . . , qp} (5.8.53)

24.
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Ce qui nous permet d’obtenir l’action du groupe sur son espace des moments :

q′
1
= µq1 (5.8.54)

q′
1
= µq1 (5.8.55)

. . . (5.8.56)
q′

p
= µqp (5.8.57)

M ′ = LMLT − LPCT + CP TLT (5.8.58)
P ′ = LP (5.8.59)

De plus, Souriau considère que la charge électrique peut être géométriquement
quantifiée suivant des valeurs discrètes (+e, 0,−e), lorsque la cinquième dimension
associée est fermée.

Imaginez que nous représentons le mouvement dans l’espace de Minkowski le long
d’une ligne droite simple, orientée dans le temps. À chaque point, nous ajoutons une
dimension fermée, qui étend l’espace de Minkowski en un faisceau. Dans la figure
didactique 5.1, on le représente comme un cylindre.
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Figure 5.1 – Inversion de la direction d’enroulement du mouvement d’une particule
traduisant la symétrie C

Groupe Dynamique Janus

Comme étudié dans la section 5.6, si on introduit une nouvelle symétrie au groupe
précédent, que l’on peut qualifier de Symétrie PT permettant de convertir la matière
en antimatière à masse négative 25, nous combinons ainsi les Symétrie C et PT pour
former le Groupe Dynamique Janus 26 suivant :

g :=


 λµ 0 ϕ

0 λLo C
0 0 1

 , λ, µ ∈ {−1, 1} ∧ ϕ ∈ R ∧ Lo ∈ Loro ∧ C ∈ R1,3


(5.8.60)

Nous pouvons considérer que des particules de matière et d’antimatière peuvent
cohabiter dans le même feuillet d’espace. En revanche, aucune cohabitation n’est
possible pour le mouvement de particules déduit par T -symétrie (ou PT -symétrie).

Cet espace est de dimension 4 + p (pour p charges quantiques).

On envisagera donc le revêtement à deux feuillets de cette variété Mn+p.

Dans chacune de ces deux nappes subsistent une possibilité d’opérer la symétrie
correspondant à µ = −1 c’est à dire l’inversion de toutes les charges quantiques.

Autrement dit la dualité "Matière-Antimatière" existe dans les deux nappes.

25. Un concept que nous pourrions appeler antimatière au sens de Feynman
26. Dont la forme générale est donnée par 5.6.1
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Pour comprendre la nature des différents composants de ces nappes, nous allons
considérer le mouvement d’une particule de matière dotée d’une énergie et d’une
masse :

— En faisant agir sur ce mouvement, des éléments du groupe correspondant à
(λ = 1;µ = 1), nous obtiendrons d’autres mouvements de particules de ma-
tière de masse et d’énergie positive.

— En faisant agir sur ce mouvement, des éléments du groupe correspondant à
(λ = 1;µ = −1), nous obtiendrons d’autres mouvements d’antiparticules de
matière de masse et d’énergie positive 27.

— En faisant agir sur ce mouvement, des éléments du groupe correspondant à
(λ = −1;µ = 1), nous obtiendrons d’autres mouvements de particules de
matière de masse et d’énergie négative.

— En faisant agir sur ce mouvement, des éléments du groupe correspondant à
(λ = −1;µ = −1), nous obtiendrons d’autres mouvements d’antiparticules
de matière de masse et d’énergie négative 28.

Son groupe d’isométrie est celui de l’espace Janus, défini par la même métrique
que celle structurant l’espace de Kaluza 5.8.30, et dont la dimension est de 11 29. Le
torseur du groupe est également le même que 5.8.32.

Or, si on considère un élément de l’algèbre de Lie de ce groupe :

Z =

0 0 δϕ
0 λGω γ
0 0 1

 (5.8.61)

La matrice inverse de g (5.8.60) donnant : λµ 0 ϕ
0 λLo C
0 0 1

−1

=

 λµ 0 −λµϕ
0 λL−1

o −λL−1
o C

0 0 1

 (5.8.62)

Et : 0 0 δϕ
0 λGω γ
0 0 0

 λµ 0 ϕ
0 λLo C
0 0 1

 =

 0 0 δϕ
0 λ2GωLo λGωC + γ
0 0 0

 (5.8.63)

Nous pouvons alors calculer 5.8.33 de la manière suivante :

Z ′ =

 λµ 0 −λµϕ
0 λL−1

o −λL−1
o C

0 0 1

 0 0 δϕ
0 λ2GωLo λGωC + γ
0 0 0

 (5.8.64)

27. Il s’agit de l’“antimatière au sens de Dirac” (C-symétrie).
28. Il s’agit de l’“antimatière au sens de Feynman” (PT -symétrie).
29. 10 + 1 dimension associée à la cinquième dimension d’espace ζ que J.M. Souriau identifie à

la charge électrique q.
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Soit :

Z ′ =

0 0 δϕ′

0 λGω′ γ′

0 0 1

 =

 0 0 (λµ)δϕ
0 λ3L−1

o GωLo λ2L−1
o GωC + λL−1

o γ
0 0 0

 (5.8.65)

Ainsi, par identification, nous pouvons en déduire :

δϕ′ = λµδϕ (5.8.66)
ω′ = λ2GL−1

o GωLo (5.8.67)
γ′ = λ2L−1

o GωC + λL−1
o γ (5.8.68)

(5.8.69)

Or :

L−1
o = GLT

oG (5.8.70)

Donc 30 :
δϕ′ = λµδϕ

ω′ = λ2LT
o ωLo

γ′ = λ2GLT
o ωC + λGLT

oGγ

(5.8.71)

Or, inspiré par J.M. Souriau, nous pourrions ajouter autant de dimensions fer-
mées supplémentaires que de charges quantiques et écrire le groupe dynamique de
la manière suivante : 

λµ 0 0 · · · 0 ϕ1

0 λµ 0 · · · 0 ϕ2

0 0
. . . · · · 0

...
...

... · · · λµ 0 ϕp

0 0 · · · 0 λLo C
0 0 · · · 0 0 1


(5.8.72)

Le groupe d’isométrie de cet espace peut être défini par la métrique suivante :

ds2 = (dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2 − (dζ1)2 − (dζ2)2 − . . .− (dζp)2 (5.8.73)

Avec :

X =

(
ξ
ζ

)
=



t
x
y
z
ζ1

ζ2

...
ζp


(5.8.74)

30. GG=I
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L’action de ce groupe Janus sur les coordonnées de l’espace-temps à 10 + p
paramètres indépendants donne alors l’espace des mouvements suivants :

λµ 0 0 · · · 0 ϕ1

0 λµ 0 · · · 0 ϕ2

0 0
. . . · · · 0

...
...

... · · · λµ 0 ϕp

0 0 · · · 0 λLo C
0 0 · · · 0 0 1





ζ1

ζ2

...
ζp

ξ
1


=



λµζ1 + ϕ1

λµζ2 + ϕ2

...
λµζp + ϕp

λLoξ + C
1


(5.8.75)

Selon le théorème de Noether, cette nouvelle symétrie est accompagnée de l’in-
variance des scalaires additionnels qp. Le torseur du groupe les intègre donc selon
cette relation :

µ = {M,P,

p∑
1

qi} = {l, g, p, E, q1, q2, . . . , qp} (5.8.76)

Ainsi, la relation de dualité 31 nous donne :

1

2
Tr(M · ω) + P T ·Gγ + δϕ

p∑
1

qi =
1

2
Tr(M

′ · ω′) + P ′T ·Gγ′ + δϕ

p∑
1

q′
i (5.8.77)

Ce qui nous permet de déduire l’action du groupe par identification avec 5.8.71 :

p∑
1

q′
i
= λµ

p∑
1

qi (5.8.78)

M ′ = LMLT − LPCT + CP TLT (5.8.79)
P ′ = LP (5.8.80)

31. (13.58) de [95]

198



Chapitre 6

Modèle Bimétrique du Trou de Ver

Dans un article récent [53], une version modifiée du pont d’Einstein-Rosen [31]
a été étudiée. Ce pont modifié est traversable et fonctionne comme un trou de ver
unidirectionnel : une particule sur le premier feuillet, tombant en chute libre vers
la gorge du trou de ver, l’atteindra en un temps fini (en coordonnées d’Eddington
[30]) et continuera sa trajectoire sur le deuxième feuillet. Dans ce chapitre, issu de
l’article [54] publié dans la prestigieuse revue Annals of Physics et sur lequel il est
fondé, nous montrerons que la particule subit une symétrie PT en traversant la
gorge. Cela pourrait entraîner des effets observables grâce à un ingrédient supplé-
mentaire proposé par Einstein et Rosen : des points congruents sur les deux feuillets
sont identifiés. Nous proposons un modèle bimétrique permettant de réaliser cette
identification pour notre modèle de trou de ver modifié.

6.1 Solutions de l’Équation d’Einstein Reflétant Dif-
férentes Topologies

Nous commençons cet article par une revue de certains travaux découlant de
la découverte par Schwarzschild d’une solution exacte aux équations de champ
d’Einstein dans le vide. Le travail d’Einstein et Rosen [31] est d’une importance
particulière pour cette nouvelle étude puisque nous nous intéresserons au parcours
d’une particule traversant un pont d’Einstein-Rosen. À première vue, cette ligne de
recherche peut sembler être une impasse pour certains lecteurs. En effet, le pont
d’Einstein-Rosen a souvent été présenté comme non traversable dans la littérature.
Dans la section 6.2, nous soulignons que cette conclusion est en fait basée sur une
analyse de l’extension de Kruskal-Szekeres, qui en tant qu’objet géométrique est très
différente d’un pont d’Einstein-Rosen. Les principaux développements de ce chapitre
ont lieu dans les sections 6.3 et 6.5. Nous montrons qu’une particule traversant le
pont subit une symétrie PT, et nous finissons par discuter de sa signification phy-
sique. Nous ne travaillerons en fait pas avec le pont d’Einstein-Rosen tel que défini
dans l’article fondateur [31], mais avec une version modifiée étudiée dans [53]. Une
raison majeure de cette modification est que, comme expliqué par la suite, le pont
tel que défini dans [31] n’est pas correctement raccordé à la gorge dans le sens sui-
vant : comme il est bien connu, les géodésiques entrantes n’atteignent pas la gorge
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du trou de ver pour une valeur finie du paramètre de temps de Schwarzschild t. La
construction dans [53] est inspirée de [43, 44] et résout ce problème.

En 1916, Karl Schwarzschild a successivement publié deux articles ([91],[90]). Le
premier présentait la construction d’une solution aux équations d’Einstein dans le
vide. Sous sa forme classique avec la signature (+ - - -), il s’agit de la métrique de
Schwarzschild extérieure :

ds2 =
(
1− α

r

)
c2dt2 −

(
1− α

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (6.1.1)

Il a rapidement complété cette solution, appelée métrique extérieure de Schwarz-
schild, avec une métrique intérieure [90] décrivant la géométrie à l’intérieur d’une
sphère remplie d’un fluide à densité constante ρo et solution de l’équation d’Einstein
avec un second membre. Les conditions pour relier les deux métriques (continuité
des géodésiques) ont été assurées. Les phénomènes de l’avance du périhélie de Mer-
cure et de la déviation des rayons lumineux par effet de lentille gravitationnelle
confirment cette solution (Figure 3.3). K. Schwarzschild a oeuvré pour s’assurer que
les conditions régissant ces deux métriques étaient conformes à la réalité physique.

À titre d’exemple, de nos jours, les étoiles à neutrons, en raison de leur densité
stupéfiante et de leur masse formidable, servent de laboratoires cosmiques naturels,
explorant des régions de densité et de gravité inaccessibles dans les laboratoires
terrestres. Considérons deux façons distinctes par lesquelles une étoile à neutrons
pourrait atteindre un état de criticité physique.

Dans un scénario où la densité de l’étoile, ρo, reste constante, un rayon carac-
téristique r̂ peut être défini. Ensuite, une criticité physique est atteinte lorsque le
rayon de l’étoile est :

Rcrϕ =

√
8

9
r̂ =

√
c2

3πGρo
(6.1.2)

avec

r̂ =

√
3c2

8πGρo
(6.1.3)

Ainsi,
— Pour la métrique extérieure, il était nécessaire que le rayon de l’étoile soit

inférieur à r̂.
— Quant à la métrique intérieure, le rayon de l’étoile devait être inférieur à

Rcrϕ , car un rayon plus grand entraîne une augmentation de la pression jus-
qu’à l’infini au centre de l’étoile.

Ensuite, pour les étoiles massives, une sphère de fer en implosion peut présenter
un scénario complexe. En supposant que la masse de la sphère M soit conservée
pendant l’implosion, nous devons considérer deux rayons critiques importants :
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— Dans la partie centrale, le rayon critique géométrique est donné par le Rayon
de Schwarzschild, qui est :

Rcrγ = Rs = 2
GM

c2
(6.1.4)

— En dehors de cette masse, le rayon critique physique est donné par 6.1.2

En considérant la conservation de la masse exprimée par M = 4
3
πR3ρo, nous

pouvons explorer comment la densité variable ρo pendant l’implosion impacte ces
rayons critiques.

En effet, si la criticité physique est atteinte pendant l’implosion, nous avons
R = Rcrϕ .

Ensuite, en substituant l’équation de conservation de la masse dans 6.1.2, nous
obtenons :

R = Rcrϕ = 2, 25
GM

c2
> Rcrγ (6.1.5)

Nous pouvons en déduire que si la criticité physique est atteinte pour une masse
M , elle se produit avant l’apparition de la criticité géométrique.

K. Schwarzschild a également souligné que les mesures portaient sur des condi-
tions dépassant largement ce qui était compris dans le cadre de la réalité astrophy-
sique de son époque.

Il est également important de noter que la topologie de cette solution géométrique
est construite en reliant deux variétés bornées le long de leur frontière commune,
une sphère S2 avec une aire de 4πR2

o. 1

En 1916, Ludwig Flamm a considéré la solution extérieure comme décrivant po-
tentiellement un objet géométrique. La préoccupation était alors de tenter de décrire
les masses comme une région de l’espace non contractile ([34]).

En 1934, Richard Tolman a été le premier à envisager une possible manipulation
de la solution métrique la plus générale en introduisant un terme croisé drdt. Ce-
pendant, dans un souci de simplification, il l’a immédiatement éliminé en utilisant
un simple changement de variable ([99]).

En 1935, Einstein et Rosen ont proposé, dans le cadre d’une modélisation géo-
métrique des particules, une structure géométrique non contractile, grâce au chan-
gement de coordonnées suivant ([31]) :

u2 = r − 2m (6.1.6)

La solution métrique devient alors :

ds2 =
u2

u2 + 2m
dt2 − 4u2(u2 + 2m)du2 − (u2 + 2m)2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (6.1.7)

1. Ro is the radius of the star.
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Les auteurs obtiennent ainsi une structure géométrique non contractile, appelée
"pont spatial", où une surface fermée d’aire 4πα2, correspondant à la valeur u = 0,
relie deux "feuillets" : l’un correspondant aux valeurs de u de 0 à +∞ et l’autre de
−∞ à 0. Il est à noter que cette métrique n’est pas lorentzienne à l’infini 2. Bien que
cette métrique, exprimée dans ce nouveau système de coordonnées, soit régulière,
les auteurs soulignent qu’à la surface de gorge, son déterminant devient nul. Dans
cette structure géométrique, deux feuillets semi-riemanniens bornés sont distingués,
le premier correspondant à u > 0 et le second à u < 0. Il correspond à leur jonction
le long de leur frontière commune. L’espace-temps global ne s’inscrit pas dans le
cadre standard de la géométrie semi-riemannienne car il ne remplit pas la condition
det(gµν) ̸= 0 à la gorge. Comme indiqué dans [97], il s’inscrit dans le cadre plus
général de la géométrie semi-riemannienne singulière, qui permet des tenseurs mé-
triques dégénérés.

Le pont d’Einstein-Rosen (6.1.7) satisfait les équations de champ d’Einstein dans
le vide sur les deux feuillets u > 0 et u < 0. Cependant, il y a un problème avec
les équations de champ à la gorge u = 0 car det(gµν) s’annule à cet endroit, et
ce déterminant apparaît au dénominateur des équations de champ. Ce problème a
déjà été reconnu par Einstein et Rosen, et leur solution proposée était de travailler
avec une forme des équations de champ sans dénominateur (voir les équations (3a)
dans [31], et le paragraphe suivant (5a)). Ces équations de champ modifiées (appe-
lées de nos jours la "forme polynomiale des équations de champ") sont satisfaites
partout, y compris à la gorge. 3 Il a été découvert beaucoup plus tard que l’on peut
aussi travailler avec la forme originale des équations de champ si une fine coquille
de "matière exotique" est ajoutée à la gorge [43, 44].

En tant qu’espace-temps, le pont d’Einstein-Rosen (6.1.7) souffre du problème
que la coordonnée temporelle t devient infinie à la gorge (puisque le temps de chute
vers la gorge est infini en coordonnées de Schwarzschild). Dans (6.1.7), les feuillets
à quatre dimensions u > 0 et u < 0 ne sont donc pas correctement raccordées à la
gorge. 4 En effet, étudier le passage d’une particule du feuillet u > 0 à u < 0 néces-
siterait de passer par t = ∞, ce qui n’est pas une partie bien définie de la variété.
Nous verrons comment résoudre ce problème dans la section 6.3.

En 1939, Oppenheimer et Snyder, capitalisant sur le découplage complet entre le
temps propre et le temps vécu par un observateur distant, en l’absence d’un terme
croisé en drdt, ont suggéré d’utiliser la solution métrique extérieure pour décrire le
"freeze frame" de l’implosion d’une étoile massive à la fin de sa vie. En considérant
que la variable t est identifiée au temps propre d’un observateur distant, cela crée

2. Pour cette raison, le changement de variables r2 = ρ2 + 4m2 a été proposé par Chruściel
([23], page 77) comme une alternative à (6.1.6). Voir également l’annexe du présent article, où nous
proposons une alternative au changement de variables de [23].

3. Nous rappelons dans l’annexe 6.10 comment les équations de champ modifiées sont obtenues
et les comparons à la forme standard des équations de champ dans le contexte du pont d’Einstein-
Rosen.

4. Raccorder les parties spatiales (à trois dimensions) des deux feuillets ne pose cependant
aucune difficulté particulière.
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ce motif de "freeze frame" tel qu’un phénomène de contraction dont la durée, en
temps propre, mesurée en jours, semble pour un observateur lointain se dérouler en
un temps infini ([66]). Ce document a été considéré comme la base du modèle de
trou noir (Voir section 2.3.9).

En 1960, Kruskal a étendu la solution géométrique pour englober un espace-
temps contractile, organisé autour d’une singularité centrale correspondant à r = 0.
Les géodésiques sont étendues pour r < α. Le modèle de trou noir (à symétrie
sphérique 5) prend alors sa forme définitive en tant qu’implosion d’une masse, en un
bref instant, perçue comme un "freeze-frame" par un observateur lointain ([55]). La
sphère de Schwarzschild est alors appelée l’"horizon des événements".

En 1988, M. Morris et K. S. Thorne ont revisité cette interprétation géométrique
en abandonnant la contractibilité, non pas pour tenter d’obtenir une modélisation
géométrique de la solution, mais pour étudier la possibilité de voyages interstellaires,
à travers des "trous de ver", en utilisant la métrique suivante ([62]) :

ds2 = −c2dt2 + dl2 + (b2o + l2)(dθ2 + sin2 θdϕ2) (6.1.8)

En se concentrant sur l’étude de la faisabilité des voyages interstellaires, les
auteurs mettent en évidence les énormes contraintes associées à une telle géométrie
ainsi que sa nature instable et transitoire.

6.2 Distinction entre l’Extension de Kruskal-Szekeres
et le Pont d’Einstein-Rosen

L’extension de Kruskal-Szekeres et le pont d’Einstein-Rosen sont deux construc-
tions majeures dans l’étude de la géométrie de l’espace-temps autour d’un trou de
ver. Cependant, leurs natures géométriques diffèrent de manière significative.

L’espace-temps de Kruskal-Szekeres est défini par une variété semi-riemannienne
traditionnelle, caractérisée par une métrique non dégénérée en chaque point. Cela
le rend cohérent avec le cadre général de la relativité générale, où la signature de la
métrique est homogène et ne varie pas.

En revanche, l’espace-temps d’Einstein-Rosen a une métrique dégénérée à cer-
tains points, notamment au niveau de la gorge du pont. Cette caractéristique le
place dans la classe des variétés semi-riemanniennes singulières telles que définies
par Ovidiu Stoica [97]. 6 Cette distinction fondamentale montre que l’espace-temps

5. En 1963, Roy Kerr a construit la solution stationnaire axisymétrique de l’équation d’Einstein
dans le vide. Cependant, dans cette étude, nous nous limitons aux interprétations de la solution
stationnaire avec symétrie sphérique (2.3.10).

6. Il a été récemment proposé dans [41] de régulariser de tels espaces-temps par une complexifi-
cation fondée sur une extension holomorphe de la théorie de la gravitation [40]. Nous n’adopterons
pas cette approche dans le présent article, car le modèle principal que nous étudions (à savoir, le
"pont modifié" de la Section 6.3) n’est pas dégénéré au niveau de la gorge.
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de Kruskal-Szekeres n’est pas simplement une extension d’Einstein-Rosen mais une
construction fondamentalement différente.

Cette différence géométrique entre les deux espaces-temps est également respon-
sable d’une différence physique. En effet, comme mentionné dans la section 6.1, pour
que les équations de champ soient satisfaites à la gorge du pont d’Einstein-Rosen,
il est nécessaire d’ajouter une fine couche de matière exotique à la gorge [43, 44]
(ou l’on peut travailler avec la forme polynomiale des équations de champ comme
dans [31]). En revanche, l’extension de Kruskal-Szekeres satisfait la forme ordinaire
des équations de champ dans le vide, y compris à l’horizon des événements.

Ainsi, ces deux espaces-temps ne peuvent pas être considérés comme des versions
l’un de l’autre mais plutôt comme deux interprétations distinctes de la géométrie
autour d’un trou de ver. Cela a déjà été souligné dans plusieurs articles de Guen-
delman et al. Considérons en particulier [39], où ils écrivent :

[29] La nomenclature de « pont d’Einstein-Rosen » dans plusieurs ma-
nuels standards (par exemple [15]) utilise la variété de Kruskal-Szekeres.
Cette dernière notion de « pont d’Einstein-Rosen » n’est pas équiva-
lente à la construction originale dans [14]. En effet, les deux régions dans
l’espace-temps de Kruskal-Szekeres correspondant à la région extérieure
de l’espace-temps de Schwarzschild (r > 2m) et étiquetées (I) et (III)
dans [15] sont généralement déconnectées et partagent seulement une
deux-sphère (la partie angulaire) comme frontière commune (U = 0, V
= 0 en coordonnées de Kruskal-Szekeres), tandis que dans la construc-
tion originale du « pont » d’Einstein-Rosen, la frontière entre les deux
copies identiques de la région extérieure de l’espace-temps de Schwarz-
schild (r > 2m) est une hypersurface tridimensionnelle (r = 2m).

Nous pouvons également citer deux autres articles dont les auteurs font la même
observation concernant l’inadéquation de l’extension de Kruskal-Szekeres pour ana-
lyser correctement les ponts d’Einstein-Rosen : celui de Guendelman et al. [38] et
celui de Poplawski [83]. En effet, pour distinguer ces espaces-temps, Poplawski uti-
lise les termes « pont de Schwarzschild » et « pont d’Einstein-Rosen ».

Pour toutes ces raisons, nous ne travaillerons pas avec l’extension de Kruskal-
Szekeres dans cette étude. Nous notons en particulier que l’affirmation courante [36,
98] selon laquelle le pont d’Einstein-Rosen n’est pas traversable est en fait basée sur
une analyse de l’extension de Kruskal-Szekeres ; mais, comme souligné dans [39, 53],
le pont d’Einstein-Rosen original [31] est en réalité traversable.
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6.3 Construction du Pont Modifié et ses Symétries

Dans cette section, nous étudions les symétries d’une version modifiée du pont
d’Einstein-Rosen original [31].

Comme rappelé dans la section 6.2, Einstein et Rosen ont défini leur pont à partir
du changement de variables r = α + u2 dans (6.1.1). La définition du pont modi-
fié repose sur l’idée de [43, 44] de travailler plutôt avec le changement de variables
r = α+ |η| où η ∈ R est un nouveau paramètre radial. Comme montré dans [43, 44],
l’espace-temps résultant satisfait la forme originale des équations de champ, y com-
pris à la gorge η = 0, si une certaine "matière exotique" (une membrane de type
lumière) est ajoutée à la gorge. En revanche, comme rappelé dans la section 6.2, Ein-
stein et Rosen devaient travailler avec la forme polynomiale des équations de champ.

Comme nous l’expliquons à présent, le pont modifié étudié dans cette section est
obtenu en combinant le changement de variables r = α+ |η| avec le changement de
variables d’Eddington pour le paramètre temporel.

6.3.1 Symétrie PT

Dans le but d’éliminer la singularité de coordonnées à la surface de Schwarzschild
en r = α, A. Eddington a introduit le changement de variable suivant ([30]) :

t+E = t+
α

c
ln
∣∣∣ r
α
− 1
∣∣∣ (6.3.1)

La métrique devient alors :

ds2 =
(
1− α

r

)
c2dt+E

2 −
(
1 +

α

r

)
dr2 − 2αc

r
drdt+E − r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(6.3.2)

Nous savons que dans ces conditions, du point de vue d’un observateur distant, le
temps de chute libre est fini, c’est-à-dire qu’une particule massive en chute atteindra
la surface r = α pour une valeur finie de t+E [53]. En revanche, le temps d’évasion
reste infini. La métrique pour laquelle le temps d’évasion est fini sera obtenue en
effectuant ce changement de variable :

t−E = −t− α

c
ln
∣∣∣ r
α
− 1
∣∣∣ (6.3.3)

Ainsi, la métrique devient :

ds2 =
(
1− α

r

)
c2dt−E

2 −
(
1 +

α

r

)
dr2 +

2αc

r
drdt−E − r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(6.3.4)

Le pont modifié étudié dans [53] combine le changement de variables r = α+ |η|
avec (6.3.1). Nous travaillons donc avec le nouveau paramètre temporel t′ = t +
α
c
ln
∣∣ η
α

∣∣ .
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Ainsi, la métrique devient :

ds2 =
|η|

α + |η|
c2dt′2 − 2α + |η|

α + |η|
dη2 − 2αc

α + |η|
dη dt′ − (α + |η|)2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
.

(6.3.5)
Cet élément de ligne apparaît déjà dans l’annexe de [43] sous une notation légère-
ment différente. Il décrit un espace-temps constitué de deux feuillets reliés à la gorge
η = 0. Le feuillet η > 0 est équipé de la métrique d’Eddington entrante (6.3.2) et le
feuillet η < 0 est équipé de la métrique sortante (6.3.4). Comme souligné dans [53],
une particule en chute libre commençant sa trajectoire dans la région η > 0 attein-
dra la gorge η = 0 pour une valeur finie t′1 du paramètre de temps d’Eddington t′,
et continuera ensuite dans la région η < 0 pour t′ > t′1. Cela résout le problème de
collage qui avait été mentionné dans la section 1 pour la version originale du pont
d’Einstein-Rosen (rappelons que la gorge est atteinte pour t = ∞ avec le pont tel
que défini dans [31]). Notez également que contrairement à la métrique d’Einstein-
Rosen (6.1.7), la métrique (6.3.5) n’est pas dégénérée à la gorge.

L’élément de ligne (6.3.5) est invariant sous les transformations conjointes η 7→
−η, t′ 7→ −t′. La signification physique de cette symétrie sera discutée dans la sec-
tion 6.3.3. Notez que l’élément de ligne (6.1.7) possède une symétrie similaire, et
en fait, il est plus symétrique puisqu’il est invariant sous chacune des deux trans-
formations u 7→ −u et t 7→ −t. Cette symétrie supplémentaire est due à l’absence
dans (6.1.7) d’un terme croisé tel que le terme dηdt′ dans (6.3.5).

6.3.2 Changement d’Orientation

En général, nous nous attendons à ce qu’une symétrie P ou symétrie PT soit as-
sociée à un changement d’orientation. Dans cette section, nous confirmons que c’est
effectivement le cas en examinant de plus près la géométrie du pont modifié (6.3.5)
à proximité de la gorge η = 0. Dans cette représentation, les géodésiques radiales
du premier feuillet sont orthogonales au plan tangent du "pont spatial" lorsqu’elles
l’atteignent. Ces mêmes géodésiques, en émergeant dans le deuxième feuillet, sont
également orthogonales à ce même plan tangent. Considérons maintenant quatre
points formant un tétraèdre, qui convergent vers le "pont spatial" le long de trajec-
toires radiales. Nous pouvons définir une orientation 3D en définissant une direction
de traversée des points sur chacun des triangles équilatéraux formant le tétraèdre.
Par rapport à la coordonnée r, il semble que ces points rebondissent sur une surface
rigide, entraînant une inversion de l’orientation du tétraèdre. Les tétraèdres amont
et aval deviennent alors énantiomorphes (Figure 6.1).

Le changement d’orientation est déjà visible dans la représentation 2D simplifiée
d’un trou de ver dans la Figure 6.2 (version vectorisée de l’image d’origine pour une
raison de qualité). Observons cette figure vue de dessus et imaginons un triangle
glissant à la surface du feuillet supérieur vers la gorge. Après avoir traversé la gorge,
le triangle commence à glisser sur le feuillet inférieur et nous le voyons maintenant
à l’envers depuis notre position au-dessus du feuillet supérieur. De notre point de
vue, son orientation a donc changé. La signification physique de ce changement
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Figure 6.1 – Inversion de l’espace lors de la traversée du "pont spatial"

d’orientation sera discutée dans la section 6.3.3.

Figure 6.2 – Page 396 de l’article de M. Morris et K.S. Thorne (1988)

En tant que structure géométrique, la métrique 6.3.5 représente un "pont" re-
liant deux espaces semi-riemanniens PT-symétriques.
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L’élément de cette surface 2D est alors donné par :√
| det(gµν)| =

√
|gθθgϕϕ| = α2 sin(θ) (6.3.6)

Comme cette métrique décrit une surface 2D sphérique (comme une sphère de
rayon constant dans un espace-temps 4D), l’élément de surface différentielle est
donné par :

dA =
√

| det(gµν)|dθdϕ = α2 sin(θ)dθdϕ (6.3.7)

Pour trouver la surface minimale de ce "pont spatial", nous devons intégrer cet
élément de surface sur tous les angles possibles :

A =

∫ 2π

0

∫ π

0

α2 sin(θ)dθdϕ = 4πα2 (6.3.8)

Il est donc non-contractile avec une surface minimale de 4πα2.

6.3.3 Identification des Deux Feuillets

Dans la section 6.3.2, nous avons décrit le changement d’orientation d’un tétra-
èdre traversant la gorge du trou de ver dans la Figure 6.1, et d’un triangle traversant
la gorge dans la Figure 6.2. Le changement d’orientation du triangle n’est visible
que pour une personne regardant la Figure 6.2 dans son ensemble. Par conséquent,
il ne correspond à aucun phénomène physiquement observable, car tout observateur
physique doit être situé sur l’un des deux feuillets et ne peut pas voir directement
l’autre feuillet. La situation est la même dans la Figure 6.1 : La photo du milieu
représente la situation d’un point de vue où l’on pourrait regarder simultanément
les deux côtés du trou de ver (B et C n’ont pas encore atteint la gorge, tandis que A
l’a déjà traversée et émerge de l’autre côté). Cela est à nouveau impossible pour un
observateur physique : il semble que la symétrie P telle qu’elle a été décrite jusqu’à
présent ne corresponde à aucun phénomène physiquement observable. Cependant,
nous pouvons lui donner une signification physique réelle avec un ingrédient supplé-
mentaire introduit par Einstein et Rosen [31].

Rappelons que leur motivation n’était pas d’étudier les voyages interstellaires
comme dans la Figure 6.2, mais de décrire les particules élémentaires par des so-
lutions aux équations de la relativité générale. Citons l’abstract de leur article :
"Ces solutions impliquent la représentation mathématique de l’espace physique par
un espace à deux feuillets identiques, une particule étant représentée par un "pont"
connectant ces feuillets." Einstein et Rosen suggèrent également que le problème à
plusieurs particules pourrait être étudié par des méthodes similaires, mais ce travail
n’est pas mené à bien dans leur article.

Citons à nouveau [31] : "Si plusieurs particules sont présentes, ce cas corres-
pond à la recherche d’une solution sans singularités des équations modifiées (3a),
la solution représentant un espace à deux feuillets congruents reliés par plusieurs
"ponts" discrets." De leur point de vue, deux points dans la représentation mathé-
matique (6.1.7) ayant des valeurs identiques de θ, ϕ mais des valeurs opposées de u
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correspondent donc à deux points dans l’espace physique ayant la même valeur de
r (r = u2 + 2m). Si nous faisons la même identification des points avec des valeurs
opposées de u, la situation représentée dans l’image du milieu de la Figure 6.1 peut
être vue par un observateur physique. Le changement d’orientation décrit dans la
section 6.3.2 a maintenant une signification physique réelle. Nous approfondirons
l’interprétation de la symétrie PT combinée dans la section 6.4. Dans la section 6.6,
nous présentons un modèle mathématique précis de l’identification des deux feuillets
pour le pont modifié décrit dans la section 6.3.1. Il s’avère être un modèle bimétrique.

6.4 Interprétation de la symétrie PT
La symétrie PT peut être considérée comme une symétrie P suivie d’une symé-

trie T.

Dans la littérature, l’inversion de la coordonnée temporelle a été analysée de
diverses manières. En particulier :

— Par la théorie des groupes dynamiques de J-M Souriau ([93],[95]), où elle a
été démontrée comme induisant une inversion de l’énergie. Par conséquent,
la symétrie par inversion du temps transforme tout mouvement d’une parti-
cule de masse m en un mouvement d’une particule de masse −m ([65], page
191). À la page 192 du même livre, l’auteur offre une analyse alternative qui
évite les masses négatives. Souriau souligne que ces alternatives doivent être
évaluées en fonction de leur capacité à se confirmer par les expériences.

— Feynman a proposé une interprétation de l’antimatière comme de la matière
ordinaire se déplaçant à rebours dans le temps.

— Dans le cadre de la théorie des cordes, une proposition similaire à celle de
Feynman peut être trouvée dans [42]. En effet, citant [42] : "Les anticordes
se réalisent lorsqu’un temps scalaire, qui définit la mesure modifiée, s’écoule
dans la direction opposée au temps du feuillet d’univers. Pour les cordes à
tension positive, les deux temps s’écoulent dans la même direction. La situa-
tion rappelle celle de la Mécanique Quantique Relativiste avec des énergies
positives et négatives, le temps propre des particules s’écoulant dans le sens
de la coordonnée de temps, tandis que pour les antiparticules, le temps propre
s’écoule en sens inverse de la coordonnée de temps."

— Il est connu, à partir d’analyses théoriques (le théorème CPT ) et d’expé-
riences, que les particules élémentaires obéissent à des lois physiques inva-
riantes sous la symétrie CPT.

La symétrie PT découverte dans la section 6.3 peut être considérée comme une
symétrie CPT suivie d’une symétrie C (inversion de la charge électrique). Nous
obtiendrions donc de l’antimatière sur le deuxième feuillet. Si le deuxième feuillet
contient déjà de la matière ordinaire, elle pourrait interagir avec l’antimatière prove-
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nant du premier feuillet, constituant ainsi une source d’énergie dont les applications
peuvent être multiples aussi bien sur le plan écologique par le recyclage des déchets
radioactifs par exemple, que dans le secteur énergétique par la production d’énergie
en convertissant 100% de la masse des particules et antiparticules en interaction.

6.5 Une Autre Représentation de cette Géométrie
En appliquant le changement de variable suivant aux équations 6.3.2 et 6.3.4 :

r = α (1 + log cosh(ρ)) (6.5.1)

Nous obtenons les deux métriques suivantes :

ds2 =

(
log cosh(ρ)

1 + log cosh(ρ)

)
c2dt+E

2 −
(
2 + log cosh(ρ)
1 + log cosh(ρ)

)
α2 tanh2(ρ)dρ2

− 2cα

(
tanh(ρ)

1 + log cosh(ρ)

)
dρdt+E − α2(1 + log cosh(ρ))2(dθ2 + sin2 θdφ2)(6.5.2)

ds2 =

(
log cosh(ρ)

1 + log cosh(ρ)

)
c2dt−E

2 −
(
2 + log cosh(ρ)
1 + log cosh(ρ)

)
α2 tanh2(ρ)dρ2

+ 2cα

(
tanh(ρ)

1 + log cosh(ρ)

)
dρdt−E − α2(1 + log cosh(ρ))2(dθ2 + sin2 θdφ2)(6.5.3)

Pour obtenir la métrique qui structure le deuxième feuillet pour ρ < 0 afin de
garantir la continuité des géodésiques traduisant le passage de la matière à travers le
"pont" avec un temps d’évasion fini sur ce feuillet, nous devons appliquer la symétrie
T où la coordonnée temporelle est inversée lors de la traversée 7.

Ces métriques, qui sont lorentziennes à l’infini, structurent donc deux feuillets
correspondant à des valeurs de ρ variant respectivement de 0 à +∞ et de −∞ à
0. Sur le "pont spatial" pour ρ = 0, les composantes gtt et gρρ du tenseur métrique
disparaissent, ne laissant que les deux dernières composantes spatiales gθθ et gϕϕ,
qui sont :

gµν =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −α2 0
0 0 0 −α2 sin2 θ

 (6.5.4)

Dans ce système de coordonnées particulier, nous pouvons en déduire que son
déterminant est nul. La symétrie P découle du fait que les points adjacents, cette
fois explicitement différenciés, sont inférés par ρ → −ρ. Cette transformation joue
le même rôle que u→ −u dans 6.1.7.

En associant ces solutions métriques sous ces deux conditions, nous obtenons un
modèle de Trou de Ver reliant deux espaces semi-riemanniens à travers un "pont" qui
ne peut être franchi que dans un seul sens. Supposons en outre que le trou de ver ne

7. t+E = −t−E
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mène pas à un autre univers comme dans la Figure 6.2.a, ou à un point distant dans
le même univers comme dans la Figure 6.2.b ; mais que les deux feuillets congruents
correspondent aux mêmes points dans l’univers physique par la transformation u→
−u (ou ρ → −ρ), comme suggéré dans [31] et dans la section 6.3.3. Nous pouvons
alors conclure que les deux feuillets sont PT-symétriques.

6.6 Modèle Bimétrique du Pont Modifié
Dans la section 6.3.3, nous avons expliqué que selon [31], deux points dans la

représentation mathématique (6.1.7) ayant des valeurs identiques de θ, ϕ mais des
valeurs opposées de u correspondent à deux points dans l’espace physique avec la
même valeur de r (r = u2 + 2m). Si nous identifions dans (6.1.7) deux points avec
des valeurs opposées de u, il en résulte un unique feuillet qui, suite à un changement
de variables, reproduit la solution de Schwarzschild pour r > α. Ainsi, la "gorge"
située à u = 0 8 se présente davantage comme une frontière spatiale plutôt qu’un
passage vers un second feuillet.

Pour le pont modifié étudié dans la section 6.3.1, la situation est plus intéres-
sante car les deux feuillets portent différentes métriques (les métriques entrantes et
sortantes d’Eddington). Après identification de deux points avec des valeurs oppo-
sées de η dans (6.3.5), nous nous retrouvons à nouveau avec un seul feuillet mais
structuré par deux métriques 6.6.1 et 6.6.2 :

ds2+ =
(
1− α

r

)
c2dt2 −

(
1 +

α

r

)
dr2 − 2αc

r
drdt− r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(6.6.1)

ds2− =
(
1− α

r

)
c2dt2 −

(
1 +

α

r

)
dr2 +

2αc

r
drdt− r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(6.6.2)

Nous obtenons donc un modèle bimétrique. Une particule qui tombe selon la
première métrique atteindra la gorge en r = α pour une valeur finie de t (disons,
t = t0). Pour t > t0, la seconde métrique (sortante) prend le relais. La particule
semblera effectivement revenir à rebours dans le temps puisque (6.6.2) est obtenue
à partir de (6.6.1) par la transformation t 7→ −t. Ceci est cohérent avec la symétrie
PT découverte dans la section 6.3.1. De plus, le changement d’orientation souligné
dans la section 6.3.2 reste observable dans ce modèle bimétrique. En effet, alors qu’il
rebondit sur la gorge, le tétraèdre représenté dans la Figure 6.1 subit une réflexion
par rapport au plan tangent à la gorge, entraînant un changement d’orientation.

Comparaison avec la Théorie Bimétrique de S. Hossenfelder

Une "théorie bimétrique avec symétrie d’échange" a été proposée par Hossen-
felder dans [48]. Il y a deux types de matière dans cette théorie, qui peuvent être
vus comme de la matière de "masse positive" et "masse négative". Chaque type de
matière suit les géodésiques de sa propre métrique. Dans la théorie de Hossenfelder,

8. ou r = α, en coordonnées de Schwarzschild
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la métrique (6.6.1) décrit le mouvement des masses positives dans un champ créé
par un point de masse positive puisque sa théorie se réduit à la Relativité Générale
dans ce cas. Nous obtenons donc la métrique ordinaire de Schwarszchild (voir l’équa-
tion (36) dans [48]), ou (6.6.1) en coordonnées d’Eddington entrantes. Il est donc
naturel de se demander si (6.6.2) pourrait décrire le mouvement d’une particule de
masse négative dans le champ créé par la même masse positive que dans (6.6.1). La
réponse à cette question est négative car dans la théorie de Hossenfelder, la métrique
correspondante est obtenue à partir de la métrique ordinaire de Schwarszchild (6.1.1)
par la transformation α 7→ −α (équation (37) dans [48]). Si nous appliquons le chan-
gement de variables d’Eddington à la métrique résultante, nous n’obtenons rien de
semblable à (6.6.2). 9

6.7 Conclusion
Dans notre étude, nous avons poursuivi la première analyse du pont d’Einstein-

Rosen modifié mentionné dans [53]. Nous avons rappelé que ce pont modifié est
traversable. Il agit comme une membrane unidirectionnelle et résout un "problème
de collage" auquel était confrontée la version originale du pont [31]. De plus, la mé-
trique de ce pont modifié n’est pas dégénérée à la gorge. La principale contribution
de ce travail réside dans l’étude des symétries du pont modifié. Nous avons souligné
que cette structure est constituée de deux espaces semi-riemanniens énantiomorphes
PT-symétriques (les deux "feuillets"), avec une métrique lorentzienne à l’infini, re-
liées par la gorge du trou de ver. La PT-symétrie peut paraître comme un artefact
du choix des coordonnées, dénué de toute signification physique. Cependant, nous
avons démontré que cette PT-symétrie conduit à des effets observables grâce à un
ingrédient supplémentaire introduit par Einstein et Rosen. Dans [31], ils ont suggéré
de représenter un point dans l’espace physique par une paire de points congruents,
un sur chaque feuillet. Pour la version originale du pont, cette identification semble
nous laisser uniquement avec l’un des deux feuillets 10. La situation est différente
pour le pont modifié puisque chaque feuillet est équipé d’une métrique différente.
Par conséquent, après identification, nous obtenons un modèle bimétrique. Enfin,
nous avons démontré que ce modèle bimétrique n’est pas compatible avec la théorie
bimétrique de Hossenfelder [48].

9. Comme mentionné dans la section V de [48], "adopter l’un des systèmes de coordonnées
mieux adaptés, tels que les coordonnées d’Eddington-Finkelstein entrantes ou sortantes, constitue
une transformation élégante pour la métrique standard g, mais cela perturbe considérablement
l’autre métrique h."

10. i.e., avec la solution de Schwarzschild pour r > α.
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6.8 Applications Civiles

Énergie

L’application de la conversion de matière en antimatière représente une avan-
cée significative dans le domaine énergétique. Cette technologie novatrice offre la
possibilité de transformer les déchets radioactifs, une source de préoccupation en-
vironnementale majeure, en une source d’énergie propre et renouvelable. Par l’ap-
plication de la symétrie PT, il devient envisageable de convertir les particules de
matière radioactive à masse positive en antiparticules à masse négative. Ce pro-
cessus révolutionnaire non seulement neutralise les dangers inhérents aux déchets
radioactifs mais permet également de les transformer en une source d’énergie propre
et abondante. L’énergie générée par l’annihilation matière-antimatière est exempte
d’émissions de neutrons, éliminant ainsi les risques de pollution radioactive supplé-
mentaire. Cette double fonctionnalité ouvre des perspectives prometteuses pour une
transition énergétique vers des sources plus durables et écologiques, en accord avec
les principes de développement durable.

Écologie

Dans le contexte écologique, la conversion de matière en antimatière par l’ap-
plication de la symétrie PT suggère une méthode innovante pour le recyclage des
déchets radioactifs.

Nathalie Debergh, à travers ses recherches en mécanique quantique relativiste, a
mis en lumière la possibilité de transformer des anti-fermions d’énergie et de masse
positives en équivalents négatifs, ouvrant ainsi la voie à de multiples applications
scientifiques telles que l’élimination efficace des déchets radioactifs sans compro-
mettre l’environnement. Sa publication [28] explore l’émergence d’états d’énergie
négative en montrant que les anti-fermions 11 d’énergie et de masse positives peuvent
être transformés en anti-fermions d’énergie et de masse négatives en appliquant
l’opérateur d’inversion T de manière unitaire et l’opérateur d’inversion P de ma-
nière antiunitaire à l’équation de Dirac. Par ailleurs, cette application préserve la
norme de l’état quantique, ce qui est une propriété essentielle pour les transfor-
mations physiques. Cette approche unitaire a donc permis d’explorer des solutions

11. Les fermions sont des particules subatomiques, c’est-à-dire des constituants fondamentaux
de la matière, plus petits que les atomes. Ils suivent un principe particulier nommé le principe
d’exclusion de Pauli, qui stipule que deux fermions ne peuvent pas occuper le même état quantique
simultanément. En d’autres termes, chaque fermion dans un système doit être unique en termes de
ses propriétés quantiques, comme sa position, son élan, et son orientation spinale. Cette règle est ce
qui permet aux atomes de se former et de se structurer de manière complexe, donnant lieu à toute la
diversité de la matière dans l’univers. Les fermions sont également décrits par une règle statistique
connue sous le nom de statistique de Fermi-Dirac, qui prédit comment ils se comportent en groupe
à différentes températures. Cette statistique aide à comprendre pourquoi la matière se comporte
différemment à l’échelle quantique par rapport à notre expérience quotidienne macroscopique.
Parmi les fermions, on trouve les quarks et les leptons. Les quarks s’assemblent pour former des
protons et des neutrons, qui constituent les noyaux des atomes. Les leptons incluent les électrons,
qui orbitent autour du noyau atomique, ainsi que les neutrinos, des particules élémentaires très
légères et faiblement interactives. Ensemble, quarks et leptons forment la matière ordinaire.
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à l’équation de Dirac qui incluent des énergies et des masses négatives d’une ma-
nière cohérente avec les principes fondamentaux de la théorie quantique des champs.

Cette avancée théorique n’est pas seulement un pas en avant dans la compréhen-
sion de la physique fondamentale mais représente également une application pratique
potentiellement révolutionnaire pour la gestion écologique des déchets. En convertis-
sant les déchets radioactifs en antiparticules à masse négative, nous pourrions non
seulement réduire significativement la pollution radioactive mais aussi contribuer
à la production d’énergie propre, soulignant ainsi l’interconnexion profonde entre
énergie et écologie dans la recherche de solutions durables.

Considérations Éthiques et Sécuritaires

L’avènement de technologies permettant la conversion de matière en antimatière,
en particulier pour des applications telles que le recyclage écologique des déchets ra-
dioactifs, soulève des questions éthiques et des défis de sécurité considérables. D’un
côté, la promesse d’une source d’énergie propre et abondante, capable de réduire
significativement les déchets dangereux, représente une avancée majeure vers un
avenir durable. D’un autre côté, les risques associés à la manipulation et au sto-
ckage de l’antimatière nécessitent l’établissement de normes de sécurité extrêmement
strictes pour prévenir tout incident pouvant avoir des répercussions désastreuses. La
mise en place de protocoles rigoureux et la surveillance continue des installations de
conversion sont impératives pour assurer une utilisation sûre de cette technologie
révolutionnaire.

Par ailleurs, les implications morales de l’exploitation de l’antimatière inter-
pellent notre responsabilité collective envers les générations actuelles et futures. Il est
essentiel d’adopter une approche prudente et réfléchie, en évaluant soigneusement
les bénéfices à long terme face aux risques potentiels. Cela implique une régula-
tion internationale forte, garantissant que le développement et l’application de la
conversion de matière en antimatière soient guidés par des principes éthiques, le res-
pect de l’environnement et le bien-être de l’humanité. La collaboration entre pays,
chercheurs et citoyens sera primordiale pour établir un consensus sur les meilleures
pratiques à adopter, assurant ainsi que les avancées dans ce domaine servent l’intérêt
commun tout en minimisant les dangers inhérents.
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6.9 Annexe A
Maintenant, examinons le cas du transfert de matière vers une seconde couche

de l’univers, où nous sommes libres de définir la métrique sortante vers le deuxième
feuillet. En appliquant le nouveau changement de variable 6.9.1 à la métrique de
Schwarzschild 6.1.1, en inversant le signe de la constante d’intégration α → −α,
nous pouvons ainsi construire une métrique "répulsive" sur le deuxième feuillet :

t+E = t+
α

c
ln
∣∣∣ r
α
+ 1
∣∣∣ (6.9.1)

Elle assure la continuité des géodésiques du premier feuillet au deuxième avec
un temps de chute libre fini sur le premier et un temps d’évasion fini sur le deuxième.

La métrique entrante structurant le premier feuillet devient :

ds2 =
(
1 +

α

r

)
c2dt+E

2 −
(
1− α

r

)
dr2 − 2αc

r
drdt+E − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (6.9.2)

Et la métrique sortante structurant le deuxième feuillet devient :

ds2 =
(
1 +

α

r

)
c2dt−E

2 −
(
1− α

r

)
dr2 +

2αc

r
drdt−E − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (6.9.3)

En prenant la forme générale :

ds2 =
(
1 +

α

r

)
c2dt2E −

(
1− α

r

)
dr2 + δ

2αc

r
drdtE − r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (6.9.4)

où δ = −1 pour la métrique structurant le premier feuillet et δ = +1 pour la
métrique sortante structurant le deuxième feuillet. Ainsi, comme les deux métriques
sont symétriques par inversion du temps t → −t, la continuité des géodésiques est
assurée d’un feuillet à l’autre avec un temps de chute libre fini sur le premier et un
temps d’évasion fini sur le deuxième.

Cela implique que la matière ordinaire pourrait potentiellement être convertie en
antimatière de masse négative, qui serait ensuite transférée vers une couche distincte
de l’univers. Ce processus implique essentiellement la transformation de la matière
en antimatière à masse négative. En combinant cette solution géométrique avec la
solution précédemment développée dans la Section 6.3, nous pouvons explorer la
faisabilité des voyages interstellaires en exploitant les propriétés métriques de cette
deuxième couche.
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6.10 Annexe B : Forme Polynomiale des Équations
de Champ d’Einstein

La forme standard des équations de champ est donnée par :

Gµν = −Tµν (6.10.1)

oùGµν est le tenseur d’Einstein et Tµν est le tenseur énergie-impulsion. Nous utilisons
ici et tout au long de l’article la même convention de signe que dans [31], et nous
avons fixé la constante gravitationnelle d’Einstein à 1, également comme dans [31].
Le déterminant du tenseur métrique gµν apparaît au dénominateur du membre de
gauche. Comme indiqué dans [31], on peut se débarrasser des dénominateurs en
multipliant les équations de champ par une puissance appropriée de det(g). Les
nouvelles équations

G∗
µν = −T ∗

µν (6.10.2)

sont des équations polynomiales en fonction du tenseur métrique et de ses dérivées
de premier et deuxième ordre. La forme polynomiale (6.10.2) est bien entendu équi-
valente à (6.10.1), sauf peut-être lorsque det(g) s’annule, soulevant ainsi la question
d’une division par 0 dans (6.10.1). C’est le problème auquel Einstein et Rosen ont
dû faire face dans l’étude de leur "pont", et ils ont choisi de travailler avec la forme
polynomiale des équations pour éviter une division par 0 au niveau du pont.

Plus précisément, comme ils cherchaient uniquement des solutions en vide, ils
ont travaillé avec les équations

G∗
µν = 0. (6.10.3)

Ensuite, ils ont soutenu que ces équations sont satisfaites par leur solution mé-
trique (6.1.7 partout, y compris au niveau du col. Cela découle du fait que (6.10.3)
est satisfait en dehors du col (où les formes standard et polynomiale des équations de
champ sont équivalentes) et d’un argument de continuité : le tenseur métrique (6.1.7)
est indéfiniment différentiable (pour cet argument, il suffit qu’il soit deux fois diffé-
rentiable, avec des dérivées continues).

Bien que l’argument ci-dessus de [31] soit mathématiquement correct, on peut
soutenir pour des raisons physiques qu’il est préférable de travailler avec la forme
standard des équations de champ comme dans [43, 44]. On est alors naturellement
conduit au concept de membrane de genre lumière située au niveau du col. Cette
possibilité n’est pas du tout apparente avec la forme polynomiale des équations. En
effet, le membre de droite de (6.10.2) s’annule là où det(g) = 0 puisque celui-ci est
obtenu à partir de Tµν en multipliant par une puissance de det(g). Cette multipli-
cation "cache" effectivement la présence de la membrane de genre lumière.

Enfin, nous notons que (comme déjà mentionné dans la Section 6.1), la présence
d’une membrane de genre lumière est particulièrement évidente dans le pont modifié
de la Section 6.3, qui n’est pas dégénéré au niveau du col (et dont le tenseur métrique
n’est pas différentiable au niveau du col). Puisque la membrane de genre lumière
est présente dans le pont modifié (6.3.5), elle devrait également être présente dans
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la forme originale (6.1.7) du pont (une version du pont étant effectivement obtenue
à partir de l’autre par un changement de variable).
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Chapitre 7

Nature Topologique du Modèle

7.1 Définition

En cosmologie, la topologie se réfère à l’étude des propriétés spatiales fonda-
mentales de l’univers qui restent invariantes sous des transformations continues.
Contrairement à la géométrie, qui se concentre sur les distances et les angles précis,
la topologie s’intéresse davantage à la manière dont l’espace est connecté et struc-
turé à grande échelle. Elle examine des aspects tels que la connectivité, la continuité
et les frontières de l’espace cosmique, indépendamment de sa forme et de sa taille
exactes.

Dans un contexte cosmologique, la topologie aide à comprendre la structure glo-
bale de l’univers, y compris des questions telles que si l’univers est fini ou infini, s’il
a des "bords" ou s’il est illimité, et s’il pourrait être connecté de manière non tri-
viale (comme dans les modèles d’univers multi-connectés). Cela inclut l’examen de
la forme et de la structure à grande échelle de l’univers, déterminé par la distribution
des galaxies, les fonds de radiation cosmique et d’autres observations astrophysiques.

La topologie est particulièrement pertinente pour les modèles cosmologiques
avancés, tels que le modèle cosmologique Janus, car elle fournit un cadre pour ex-
plorer des concepts tels que l’univers multicouche, la connectivité entre différentes
régions de l’espace-temps et d’autres propriétés non intuitives qui peuvent découler
de la physique théorique avancée.

En résumé, la topologie en cosmologie est un outil puissant pour explorer et
comprendre la structure fondamentale et la nature de notre univers, au-delà des
contraintes de la géométrie classique.

Avant de poursuivre ce chapitre, il est important de lire et de bien comprendre
la bande dessinée Topologicon [71], écrite par le Dr. Jean-Pierre Petit 1. Ce travail
vulgarise les concepts de topologie en relation avec la cosmologie et la relativité
générale. En effet, ce chapitre traite principalement d’outils conceptuels qui sont
assez contre-intuitifs. Par conséquent, il est fortement recommandé de lire cette

1. Librement accessible sur ce site web http://www.savoir-sans-frontieres.com/
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bande dessinée au préalable pour une meilleure compréhension.

7.2 Modèle du Trou de Ver

En développant la nouvelle interprétation du modèle de trou de ver discutée
dans le chapitre précédent 6, nous proposons une perspective topologique plus pro-
fonde en relation avec la relativité générale. Par exemple, considérons la sphère de
gorge S2 qui relie deux couches de l’espace-temps à travers la symétrie PT. Cette
configuration pourrait-elle être analogue à un plan projectif ? En topologie, un plan
projectif est une surface non orientable avec des propriétés uniques, telles que des
lignes qui divergent en un point mais se rejoignent de l’autre côté. Cela suggère que
la connexion entre les couches de l’espace-temps à travers la gorge du trou de ver
pourrait défier l’orientation traditionnelle de l’espace, évoquant ainsi le plan projec-
tif.

Notre conjecture est fondée sur la nullité du déterminant de la métrique sur
cette surface qui pourrait indiquer une nature non orientable en 2D. Si cette sphère
de gorge est fermée et a une surface limitée, elle pourrait être identifiée avec un
plan projectif P 2. Bien que cette idée puisse sembler contre-intuitive, elle découle
directement de la topologie de l’objet telle que décrite par la solution extérieure de
Schwarzschild 2.3.121.

Dans le contexte de la relativité générale, le concept de volume élémentaire dans
l’espace-temps courbé est primordial. Le volume élémentaire en dimensions n, dé-
fini par une métrique riemannienne, est donné par dV =

√
|det(g)| dnx, où g est le

tenseur métrique et det(g) son déterminant. Ce volume élémentaire n’est pas sim-
plement le produit des différentielles de coordonnées, comme dans l’espace euclidien,
mais il est modifié par la structure courbée de l’espace-temps. Le facteur

√
|det(g)|

reflète comment l’espace-temps est déformé par la présence de masse et d’énergie,
selon les équations d’Einstein. Ainsi, dans les régions à forte courbure, ce volume
élémentaire peut se comporter de manière contre-intuitive, révélant des caractéris-
tiques topologiques fascinantes et parfois surprenantes de l’espace-temps.

Rappelons que la sphère S2 possède une métrique définie par l’expression :

ds2 = α2(dθ2 + sin2 θdφ2) (7.2.1)

La métrique d’une sphère est une fonction mathématique qui décrit les distances
entre les points sur la surface de la sphère. Comme cette métrique décrit une sphère
2D (comme une sphère de rayon constant dans un espace-temps 4D), l’élément de
surface différentiel est donné par :

dA =
√

| det(gµν)|dθdϕ = α2 sin(θ)dθdϕ (7.2.2)

Et c’est en fait un élément de surface car une sphère est une surface bidimension-
nelle dans l’espace tridimensionnel. Lorsque nous intégrons cet élément de surface,
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nous obtenons la surface décrite par l’expression :

A =

∫ 2π

0

∫ π

0

α2 sin(θ)dθdϕ = 4πα2 (7.2.3)

Ce qui correspond à la surface d’une sphère de rayon α. Nous pouvons également
remarquer que cette surface est analogue à celle d’un plan projectif P 2, un concept
rarement abordé en géométrie standard.

7.3 Modèle de l’Univers
En géométrie, une sphère S2 peut être facilement visualisée car nous pouvons la

plonger dans notre espace de représentation tridimensionnel R3. Cependant, un plan
projectif, tel que P 2, ne peut pas être plongé de la même manière. Le plan projectif
est un type de surface non orientable, ce qui signifie qu’il ne peut pas être étalé
à plat dans l’espace tridimensionnel sans auto-intersection. Pour visualiser un plan
projectif, nous devons utiliser "l’immersion", une méthode où la surface se recoupe
elle-même selon un ensemble d’auto-intersections. Ce concept remet en question
notre compréhension traditionnelle des formes et des espaces.

Pour comprendre les plans projectifs de dimensions supérieures, comme P 3 ou
P n, nous devons abandonner les représentations visuelles et adopter une pensée
abstraite. Ce changement mental est nécessaire pour explorer des structures topolo-
giques complexes qui vont au-delà de nos dimensions.

Par exemple, le retournement d’une sphère est possible si nous considérons
chaque bande formant les méridiens qui la recouvrent comme étant capable de se tra-
verser par "immersion" pour former un revêtement à deux feuillets d’une bande de
Möbius à trois demi-torsions ([61]). Cet effet d’"auto-intersection" est uniquement
lié à l’immersion de ce revêtement dans notre espace de représentation tridimension-
nel R3.

Nous pouvons alors faire coïncider le pôle M d’un feuillet de cette sphère S2

avec le pôle opposé M ′ de l’autre feuillet du même revêtement. Ceci est appelé
"la conjonction des points antipodaux". Cette transformation permet aux flèches du
temps, portées par les méridiens de cette sphère, de se rejoindre mais en opposition
sur chaque feuillet du même revêtement comme sur la Figure 7.1.

NB : La bande de Möbius, ou ruban de Möbius, est une surface avec un seul côté
et un seul bord. C’est un objet mathématique classique en topologie, une branche
des mathématiques qui étudie les propriétés des espaces qui restent invariantes sous
les transformations continues. La bande de Möbius peut être créée en prenant une
bande de papier, en lui donnant un demi-torsion, puis en joignant les deux extré-
mités de la bande. Cette configuration donne une surface qui, si vous commencez
à tracer une ligne le long de celle-ci, retournera à son point de départ après avoir
traversé les deux "côtés" de la bande sans jamais lever votre stylo.
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Figure 7.1 – Retournement d’une Sphère en Conjoignant les Points Antipodaux

Ce qui rend la bande de Möbius fascinante, c’est sa nature non orientable. Dans
un espace normal, comme une feuille de papier, il existe une distinction claire entre
le "dessus" et le "dessous". Cependant, sur une bande de Möbius, cette distinction
n’existe pas : en parcourant la surface, vous passez de manière transparente du haut
en bas et vice versa.

La bande de Möbius est souvent utilisée pour illustrer des concepts importants
en topologie et en géométrie, tels que l’idée d’une surface à un seul côté et les li-
mites de notre intuition spatiale. En physique théorique et en cosmologie, la bande
de Möbius peut également servir de modèle pour explorer des structures spatiales
complexes et des phénomènes tels que la torsion de l’espace-temps ou la connexion
entre différentes dimensions.

Ainsi, la symétrie PT peut être interprétée comme le parcours à travers un plan
projectif d’un feuillet du revêtement à l’autre (Figure 7.2).

Pour qu’un objet géométrique soit équipé d’un système de coordonnées fonction-
nel, la non-nullité du déterminant de sa métrique est alors essentielle. En particulier,
dans le contexte des "coordonnées gaussiennes", ce principe est primordial. Dans un
espace à quatre dimensions, cette exigence permet la foliation de l’espace par un
ensemble d’hypersurfaces tridimensionnelles. Ces hypersurfaces sont "orthogonales"
aux géodésiques, signifiant perpendiculaires aux chemins qu’un objet en mouvement
libre suivrait, et sont caractérisées uniquement par la coordonnée temporelle. La dis-
tinction entre la "flèche du temps" et le "temps propre" est importante ici : la flèche
du temps fait référence à une dimension temporelle unidirectionnelle, tandis que le
temps propre est une mesure du temps spécifique à l’observateur.

Dans le contexte de l’espace-temps bidimensionnel que nous examinons, la folia-
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Figure 7.2 – Projectif P 2

tion est effectuée à l’aide d’une série de cercles. Chaque point sur ces cercles peut
être associé à un "vecteur temps", qui est orthogonal aux cercles. L’orthogonalité
signifie dans ce cas que le vecteur temps est positionné pour être perpendiculaire à
la surface de chaque cercle, formant ainsi une composante temporelle distincte de
l’espace-temps (Figure 7.3).

Figure 7.3 – Illustration du "Vecteur Temps" Orthogonal à un Cercle dans une
Famille de Cercles Foliant une Sphère S2

Même dans ce cas, cet "objet" possède deux points singuliers à savoir ses pôles,
où l’azimut est indéfini. Ces pôles représentent des "singularités de maillage" inévi-
tables. Il y en a deux parce que la caractéristique d’Euler-Poincaré de cet objet est
égale à 2. Par exemple, si nous considérons un polyèdre simple comme un tétraèdre
pour représenter une approximation de la sphère, qui est une pyramide à base tri-
angulaire, sa caractéristique d’Euler-Poincaré est de 4 (sommets) - 6 (arêtes) + 4
(faces) = 2. La caractéristique d’Euler-Poincaré d’une sphère Sn est égale à 2 si n
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est pair et zéro si n est impair (Section 6.3.3).

De notre point de vue, l’univers serait une sphère S4 avec deux singularités, le
Big Bang et le Big Crunch. Une sphère à quatre dimensions S4 est analogue à une
sphère régulière, étendant le concept à des dimensions supérieures. En considérant
cette sphère avec ses deux pôles, le Big Bang et le Big Crunch, elle peut être foliée
par des "parallèles" (similaires aux cercles parallèles sur une surface 2D S2). Ce
processus de foliation implique la création de couches, ou "tranches", à travers la
sphère, qui sont analogues aux lignes représentant les latitudes sur Terre. L’orien-
tation passé-futur devient alors uniforme partout. Dans ce contexte, l’orientation
passé-futur fait référence à la direction du temps du Big Bang au Big Crunch, qui
devient cohérente dans toute cette structure foliée. Par rapport à cette normale aux
surfaces parallèles, l’espace-temps est orientable, ce qui signifie qu’il existe une no-
tion bien définie de "haut" et "bas" dans la structure de l’espace-temps.

Cependant, en "pliant" cette surface (que ce soit S2 ou S4), nous créons une
situation où deux parallèles se superposent. Plier, dans ce sens, signifie manipuler la
structure de la sphère de telle manière que différentes parties de la surface entrent
en contact. Leurs vecteurs temps deviennent alors antiparallèles ou opposés, comme
mentionné précédemment. Le vecteur temps est une manière de représenter la di-
rection du temps à chaque point de l’espace-temps. Lorsque ces vecteurs deviennent
antiparallèles, cela signifie que la direction du temps est inversée aux points de
contact. Cela conduit à ce que nous pourrions appeler une "orientation induite".
L’orientation induite ici fait référence à la nouvelle orientation des vecteurs temps
résultant du processus de pliage. À chaque point de cet espace-temps, structuré
comme un revêtement à deux feuillets d’une bande de Möbius à trois demi-torsions
(couverture à deux plis), la "matière antipodale" (à la fois spatiale et temporelle)
apparaît "rétrochronale". Une bande de Möbius à trois demi-torsions est une surface
à un seul côté qui peut être visualisée en tordant une bande de papier trois fois avant
de joindre les extrémités.

Dans l’article de Jean-Pierre Petit [72], il considère l’interaction de l’univers avec
le champ gravitationnel créé par son antipode, en supposant que les lois d’interaction
sont les suivantes :

1. Les masses ordinaires s’attirent mutuellement selon Newton.
2. Les masses "antipodales" s’attirent mutuellement selon Newton.
3. Les masses ordinaires et les masses "antipodales" se repoussent mutuellement

selon une loi "anti-Newton".
Cette hypothèse l’a conduit à "plier" l’univers en lui donnant la topologie d’un

"revêtement à deux feuillets" d’une surface 2D.

Ainsi "pliée", la sphère S2 (surface fermée) devient le revêtement d’une autre
surface fermée, la surface de Boy, qui a un seul pôle puisque sa caractéristique
d’Euler-Poincaré est égale à 1 (Figure 7.4). La surface de Boy 2 est une surface non

2. La surface de Boy est un exemple de surface non orientable en 3D avec une seule face et un
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orientable unique en 3D avec une seule face et un seul bord, présentant un point
singulier où tous les points antipodaux convergent.

Figure 7.4 – Le voisinage de l’équateur d’une 2-Sphère et son emplacement sur
une surface de Boy

À ce stade, le Big Bang et le Big Crunch "coïncident".

Un "tube" pourrait alors être envisagé à la place de cette singularité polaire pour
relier ces deux singularités de maillage :

Figure 7.5 – Surface de Boy après foliation de la sphère S2 et la bouteille de Klein
K2 à droite

La nature singulière disparaît, et l’objet devient alors le revêtement d’une bou-
teille de Klein K2, une surface non orientable sans limites ni intérieur distincts,

seul bord. Elle est intrigante car, contrairement à la sphère classique, elle a un point singulier où
tous les points antipodaux convergent. Cela signifie que si vous commencez à tracer une ligne sur
la surface de Boy, vous reviendrez éventuellement à votre point de départ sans jamais avoir franchi
un bord ou utilisé l’autre côté, car il n’y en a pas.
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dont la caractéristique d’Euler-Poincaré est zéro, comme illustré dans la Figure 7.5.
La bouteille de Klein est une autre surface non orientable qui n’a ni limite ni inté-
rieur distincts. Imaginez une bande de Möbius dont les bords sont également joints.
Contrairement à la surface de Boy, la bouteille de Klein ne peut pas être représentée
dans notre espace tridimensionnel sans auto-intersection. Son intérêt réside dans son
comportement topologique, où les concepts d’"intérieur" et d’"extérieur" ne sont
pas séparés, offrant ainsi une représentation utile pour certaines idées en topologie
et en cosmologie théorique.

Je crois que les limitations en physique théorique et en cosmologie pendant les
années 1950 peuvent être attribuées au retard du domaine à épouser la topologie. La
topologie, l’étude des propriétés préservées à travers les déformations continues, au-
rait pu offrir de nouvelles façons de comprendre le tissu de l’univers et ses structures
complexes.
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Chapitre 8

Interprétation Alternative des Objets
Subcritiques Supermassifs M87* &
Sagittarius A*

Les premières images d’objets supermassifs situés au centre des galaxies, pu-
bliées dans Astrophysical Journal, ont été principalement interprétées comme des
trous noirs géants. Cette interprétation repose sur l’absence d’explications alterna-
tives largement acceptées. Cette étude réexamine ces images, en particulier celles
des objets au centre de la galaxie M87 et de la Voie Lactée. Elle met en lumière la
possibilité d’entités supermassives subcritiques, dont le rayon est seulement 5,72%
plus court que le rayon de Schwarzschild calculé à partir de leur masse. Nous ver-
rons également que les parties centrales de ces entités sont assombries par l’effet de
décalage vers le rouge gravitationnel (Redshift gravitationnel), représenté par z+1.
Ce décalage est calculé comme le rapport de la longueur d’onde de la lumière reçue
par un observateur éloigné à celle émise depuis la surface, correspondant au rap-
port des températures observées maximales et minimales du centre à la couronne
de ces objets, une valeur remarquablement proche de 3. Nous explorerons l’idée que
leur stabilité pourrait résulter d’un équilibre entre l’effondrement gravitationnel, dû
à une criticité physique se manifestant bien avant la criticité géométrique, et une
pression radiative extrêmement élevée à densité constante émanant de leurs centres,
proportionnelle au carré de la vitesse de la lumière - un phénomène initialement
considéré par Karl Schwarzschild dans son second article publié en février 1916.
Notre analyse vise à enrichir la compréhension des objets supermassifs au centre des
galaxies en proposant une interprétation alternative.

8.1 Introduction

Les images des deux objets supermassifs situés au centre des galaxies M87 et
de la Voie Lactée ont suscité un grand intérêt médiatique, étant immédiatement
qualifiées de "premières images de trous noirs géants". Ces images ont été publiées
dans le prestigieux Astrophysical Journal (M87* [2] et Sagittarius A* au centre de la
Voie Lactée [3]). Ci-dessous, une barre relie la nuance de couleur à ce qui est appelé
la "température de luminosité" :
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Figure 8.1 – Images des objets M87* et Sagittarius A*

Sur la Figure 8.1, à gauche, la première image de l’objet au centre de la galaxie
M87 a été publiée en 2019, montrant des températures de luminosité minimales
de 1,8 milliard de degrés et maximales de 5,7 milliards de degrés, avec un rapport
proche de 3. Trois ans plus tard, en 2022, une seconde image à droite a été publiée,
montrant des températures minimales de 4 milliards de degrés et maximales de 12
milliards de degrés, avec un rapport également proche de 3. Ces deux objets ont des
masses très différentes, le premier étant 1625 fois plus massif que le second. Il semble
curieux que, dans ces circonstances, pour les deux objets, un nuage de gaz chaud
au premier plan présente des caractéristiques telles que le rapport des températures
maximales et minimales soit si proche de 3 dans les deux cas.

Deux nouvelles images de l’objet au centre de la galaxie M87 ont été publiées dans
la revue Astronomy & Astrophysics le 18 janvier 2024 ([4]), et nous pouvons consta-
ter sur la figure 8.2 une différence dans le rapport des températures de brillance
maximales et minimales. Sur la nouvelle image du 11 avril 2017, le rapport entre
la température de brillance maximale et minimale donne une valeur approximative
de 3,4 (5, 8 × 109 K divisé par 1, 7 × 109 K). En revanche, l’image de droite, prise
pratiquement un an plus tard, montre un rapport de température approximatif de
4,8 (8× 109 K divisé par 1, 7× 109 K).

Malgré le fait que la plus récente observation de M87* donne un rapport de tem-
pérature très différent de celui calculé pour le même objet observé un an plus tôt,
déterminer laquelle des deux observations est la plus fiable nécessite une analyse ap-
profondie. Cet écart peut être attribué à plusieurs paramètres, allant de la collecte
des données interférométriques à leur traitement ultérieur. En effet, ces mesures
dépendent de la combinaison de signaux provenant de plusieurs radiotélescopes ré-
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Figure 8.2 – Nouvelles images de M87* publiées le 18 janvier 2024.

partis sur de grandes distances. Les erreurs de mesure, les variations atmosphériques,
les différences dans l’étalonnage des instruments et les techniques de reconstruction
d’image peuvent toutes contribuer aux différences observées. Néanmoins, le seul
point commun entre toutes ces observations est que la partie centrale de cet objet
céleste présente une température toujours supérieure à 1 milliard de degrés Kelvin.

Si l’image d’un troisième objet au centre d’une nouvelle galaxie conduisait à un
rapport de température proche de 3, il serait prudent de remettre en question la
véritable nature de ces objets.

Ces premières images d’objets supermassifs situés au centre des galaxies ont
néanmoins été associées à des trous noirs géants, et la partie centrale non parfaite-
ment noire semble être due à la lumière émanant d’un disque de gaz chaud en orbite
autour du trou noir. Cependant, comme nous le verrons plus tard dans cette étude,
une étoile à neutrons peut atteindre la criticité selon deux scénarios :

— De manière abrupte, impliquant l’effondrement soudain d’une étoile super-
massive sur son noyau de fer avant de se transformer en supernova.

— Plus progressivement, dans les systèmes binaires, une étoile à neutrons sub-
critique accumule lentement de la masse en absorbant le gaz émis par une
étoile compagne à travers un "vent stellaire". La masse critique pour la-
quelle elle pourrait potentiellement subir une transformation supplémentaire
dépend de l’équation d’état de la matière à l’intérieur de l’étoile à neutrons et
peut varier. Typiquement, les modèles actuels estiment que la masse critique
nécessaire pour une transformation supplémentaire se situe approximative-
ment dans la fourchette de 2 à 3 fois la masse solaire, proche de la limite de
Tolman-Oppenheimer-Volkoff.
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La particularité d’un tel modèle est que l’objet massif doit présenter un rapport
de température de luminosité de 3 entre sa couronne et son centre (températures
maximales et minimales). Comme nous le démontrerons plus tard, une interpré-
tation alternative plus cohérente serait d’attribuer l’assombrissement de la partie
centrale de ces objets à un effet de Redshift gravitationnel (Décalage vers le rouge
gravitationnel), qui dilate ou ralentit le temps près de leur horizon.

En effet, un objet massif courbe l’espace-temps autour de lui, affectant la trajec-
toire non seulement des objets massifs mais aussi de la lumière. Lorsqu’un photon
passe près d’un tel objet, son chemin est courbé en raison de cette courbure de
l’espace-temps, un phénomène connu sous le nom de lentille gravitationnelle (Voir
la figure 3.3). Cependant, ce n’est pas seulement le chemin du photon qui change :
en s’éloignant de l’objet massif, le photon perd de l’énergie pour échapper au champ
gravitationnel fort. Cette perte d’énergie se traduit par une diminution de sa fré-
quence, qui étend sa longueur d’onde vers l’extrémité rouge du spectre lumineux, un
phénomène connu sous le nom de décalage vers le rouge (Redshift gravitationnel).

Pour calculer l’énergie perdue par un photon en raison du décalage vers le rouge
gravitationnel, il est essentiel de comprendre que l’énergie d’un photon est directe-
ment liée à sa fréquence f à travers l’équation E = hf , où h est la constante de
Planck.

Si nous considérons un photon émis avec une fréquence fe et observé avec une
fréquence réduite fr en raison du décalage vers le rouge gravitationnel, l’énergie
perdue par le photon peut être exprimée comme la différence entre les énergies
initiale et finale :

∆E = h(fe − fr) (8.1.1)

En utilisant la relation entre fréquence et longueur d’onde (f = c
λ
), où c est

la vitesse de la lumière, cette équation peut être réécrite en termes de longueurs
d’onde :

∆E = hc

(
1

λr
− 1

λe

)
(8.1.2)

Et en utilisant la définition du Redshift gravitationnel (Décalage vers le rouge)
z = λr−λe

λe
, nous pouvons réarranger pour obtenir une expression en termes de z :

∆E = hc

(
1

λe(1 + z)
− 1

λe

)
(8.1.3)

∆E = −hc
λe

(
z

1 + z

)
(8.1.4)

Cette équation montre que l’énergie perdue par un photon en raison du décalage
vers le rouge gravitationnel dépend de la longueur d’onde à laquelle il a été émis
et de la valeur du Redshift gravitationnel z, le signe négatif indiquant une perte
d’énergie.

Cette perte d’énergie n’est pas simplement apparente. Par exemple, le fond diffus
cosmologique est le rayonnement qui a subi le plus grand Redshift gravitationnel,
avec un facteur z d’environ 1 100, correspondant à une température et une énergie
très basses d’environ 3 Kelvin (-270°C), bien inférieures à l’énergie originale (Voir la
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figure 3.9).

Il est également important de noter que les jets très fins et collimatés observés à
proximité d’objets supermassifs indiquent la présence d’un champ magnétique puis-
sant qui s’oppose à l’effondrement de l’objet sous l’effet de la gravité, en exerçant
une intense pression magnétique opposée. Ces objets, comme les étoiles à neutrons
à leur masse maximale, sont subcritiques, entraînant un effet de décalage vers le
rouge gravitationnel limité à 3. Cela suggère que ces objets pourraient être des ob-
jets massifs subcritiques.

En science, lorsqu’une observation ne correspond pas à la théorie, c’est généra-
lement la théorie qui est remise en question. Cependant, dans cet article très récent
publié dans Astrophysical Journal [58], les chercheurs ont modifié les observations
pour les aligner avec le modèle du trou noir. Ils ont généré des images synthétiques
de trous noirs en manipulant divers paramètres tels que la masse, le moment angu-
laire, etc., et en sélectionnant celui qui correspondait le mieux aux données observées
à l’aide du logiciel PRIMO comme sur la Figure 8.3.

Figure 8.3 – Image synthétique du trou noir M87* traitée par PRIMO à droite
comparée à l’image originale à gauche

Le résultat fut une confirmation de la théorie, mais il soulève des questions sur
la rigueur scientifique et l’objectivité de la recherche.

8.2 Interprétation Alternative du Phénomène

Il existe une interprétation alternative qui consiste à attribuer cette variation de
couleur du centre vers le bord à un décalage vers le rouge gravitationnel, avec z = 2,
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conduisant à un allongement de la longueur d’onde par un facteur de 1+ z = 3. Que
pouvons-nous dire au sujet de ces objets ?

8.2.1 Comparaison des Criticités Physique & Géométrique

Dans la section 6.1, nous avons examiné les solutions de Schwarzschild aux équa-
tions d’Einstein, mettant en évidence la métrique extérieure de Schwarzschild et la
métrique intérieure correspondante pour un fluide de densité constante ρo. Ces solu-
tions ont été confirmées par des phénomènes tels que l’avance du périhélie de Mercure
et le phénomène de lentille gravitationnelle (Figure 3.3). Karl Schwarzschild s’est ef-
forcé de s’assurer que les conditions régissant ces deux métriques étaient conformes
à la réalité physique.

Dans un scénario où la densité de l’étoile, ρo, reste constante, un rayon caracté-
ristique r̂ peut être défini. En effet, si nous considérons la métrique intérieure publiée
par Schwarzschild dans son deuxième article de février 1916 [90] :

ds2 =

(
3 cosχa − cosχ

2

)
dt2 − 3

κρ0

(
dχ2 + sin2 χdΘ2 + sin2 χ sin2ΘdΦ2

)
(8.2.1)

Schwarzschild considérait la vitesse de la lumière c comme égale à un. Ainsi,
l’expression 3

κρ0
devrait être écrite comme 3c2

κρ0
. Ensuite, K. Schwarzschild a défini

une constante κ comme étant égale à 8πk2 "où k2 est la constante gravitationnelle
de Gauss", ce qui lui permet ensuite d’introduire le rayon caractéristique r̂2 égal à
3

κρ0
et, qui est aussi le rayon du cercle faisant partie du méridien de la surface de

Flamm ([66]). Ainsi, l’équation 8.2.1 nous amène à :

ds2 =

(
3 cosχa − cosχ

2

)
dt2 − r̂2

(
dχ2 + sin2 χdΘ2 + sin2 χ sin2ΘdΦ2

)
(8.2.2)

Puis, comme K. Schwarzschild utilise l’angle χ pour localiser les points à l’inté-
rieur de la sphère, il passe à la variable r par l’application du changement de variable
r = r̂ sinχ, ce qui nous permet d’arriver à la forme moderne de la métrique. Tolman
fournit une déclaration précise en 1934 en donnant la métrique suivante ([99]) :

ds2 =− dr2

1−
(
r2

r̂2

) − r2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
+

[
3

2

√
1−

(
r2n
r̂2

)
− 1

2

√
1−

(
r2

r̂2

)]2
c2dt2

(8.2.3)

Où rn est le rayon de l’étoile et r̂ est une constante stellaire en fonction de sa
densité ρo. Notez qu’il formule l’ordre des termes, dans la métrique, selon la signa-
ture (−−−+) mais conserve les signes des termes respectifs.

Considérons un observateur stationnaire (dr = dθ = dϕ = 0) situé à l’intérieur
d’une étoile. La métrique devient :

ds = cdτ =

[
3

2

√
1−

(
r2n
r̂2

)
− 1

2

√
1−

(
r2

r̂2

)]
cdt = f(r)dt (8.2.4)
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où τ est le temps propre tel qu’observé par l’observateur stationnaire à l’intérieur
de l’étoile et f(r) est le facteur temps.

Puis, comme vu dans la section 6.1, lorsque le facteur temps est nul au centre
de l’étoile, une criticité physique est atteinte avant l’apparition de la criticité géo-
métrique, lorsque le rayon de l’étoile n’est que 5,72% inférieur au rayon critique r̂
déduit de sa densité :

rn = Rcrϕ =

√
8

9
r̂ =

√
c2

3πGρ0
(8.2.5)

8.2.2 Redshift Gravitationnel Proche de la Criticité Physique

Ensuite, la solution de Schwarzschild a été reprise, sous une forme différente,
par Tolman ([99]), Oppenheimer ([66]) et d’autres ([1]), menant à l’équation d’état,
connue sous le nom d’équation de Tolman–Oppenheimer–Volkoff (TOV), présentée
sous sa forme différentielle :

dp

dr
= −ρc

2 + p

r2

(
4πG

c4
pr3 +

Gm(r)

c2

)(
1− 2Gm(r)

c2r

)−1

(8.2.6)

Dont la valeur intégrée a été donnée par Karl Schwarzschild un siècle plus tôt
(voir la Figure 8.4), où dans son deuxième article [90] publié en février 1916, il décrit
la géométrie à l’intérieur d’une sphère remplie d’un fluide incompressible de densité
constante ρ0 :

Figure 8.4 – La loi de pression obtenue en 1916 par Karl Schwarzschild

Dans cette formule, la vitesse de la lumière est toujours ajustée à une valeur
unitaire. Par conséquent, cette formule est équivalente à :

p = ρ0c
2

(
cosχ− cosχa

3 cosχa − cosχ

)
(8.2.7)

Ensuite, comme vu dans la Section 8.2.1, K. Schwarzschild est passé à la variable
r par le changement de variable simple suivant :

r = r̂ sinχ (8.2.8)

La pression devient nulle à la surface de l’étoile pour χ = χa avec un rayon donné
par :

ra = r̂ sinχa (8.2.9)
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Le centre de l’étoile correspond à χ = 0, donc la pression devient :

p = ρ0c
2

(
1− cosχa

3 cosχa − 1

)
(8.2.10)

Cela impose une limite maximale sur ce rayon pour cosχa =
1
3
, signifiant :

ra = Rcrϕ = r̂

√
8

9
≈ 0, 9428r̂ (8.2.11)

Cependant, si nous considérons la masse correspondant à une criticité physique :

Mcrϕ =
4

3
πr̂3ρo (8.2.12)

et celle correspondant à une criticité géométrique :

Mcrγ =
4

3
πr3aρo (8.2.13)

nous obtenons la relation suivante :

Mcrϕ =

(
8

9

) 3
2

Mcrγ = 0, 838Mcrγ = 2, 5Msolar (8.2.14)

Une valeur compatible avec les masses de quelques étoiles à neutrons que nous
avons pu déduire directement des observations disponibles et pour lesquelles, Thorne,
Wheeler et Misner ont estimé dans leur livre (page 611 de [98]) comme la masse cri-
tique au-delà de laquelle la pression s’envole à l’infini comme sur la Figure 8.5.

Bien sûr, nous n’aurons jamais d’images d’étoiles à neutrons comparables à celles
des objets situés au centre de M87 et de la Voie Lactée. Calculons donc l’effet de
décalage vers le rouge gravitationnel z + 1 (Redshift gravitationnel) correspondant
à des corps célestes massifs proches de cette criticité physique. Cet effet impacte
la lumière émise depuis leur surface dans une direction radiale vers un observateur
éloigné, qui la percevra avec une longueur d’onde λr étirée (redshiftée). Il est donné
par :

λr
λe

=
1√

1− Rs

ra

(8.2.15)

Cependant, dans la partie centrale, le rayon de criticité géométrique est défini
par le Rayon de Schwarzschild qui est :

Rs =
2GMcrγ

c2
=

2G

c2

(
4

3
πr3aρ0

)
=

8πGρ0
3c2

r3a =
r3a
r̂2

(8.2.16)

Alors, le décalage vers le rouge gravitationnel donnera :

λr
λe

=
1√

1− r2a
r̂2

=
1√

1− 2GM
rac2

=
1√
1− 8

9

= 3 (8.2.17)
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Figure 8.5 – Variation de la pression à l’intérieur d’une étoile à neutrons de densité
constante

C’est précisément la valeur déduite du rapport entre les températures maximales
et minimales des deux premières images de trous noirs situés au centre des galaxies
M87 et de la Voie Lactée. Ainsi, les images de ces objets supermassifs pourraient
également correspondre à des entités subcritiques, où la pression à leur centre 1 serait
infinie, ou du moins extrêmement élevée.

8.2.3 Variation de la Vitesse de la Lumière & de la Pression
dans les Plasmas à Densité Constante

Considérons maintenant un fluide (plasma d’hydrogène) à densité constante sup-
posée. À une température inférieure à 3000◦C, la pression à l’intérieur est donnée
par :

p =
ρ0v

2

3
(8.2.18)

où v est la vitesse moyenne d’agitation thermique des particules composant le
plasma ([20]). Ainsi, le raisonnement qui consiste à dire que "si la pression p tend
vers l’infini, alors cette vitesse devrait également tendre vers l’infini, ce qui est en

1. définie comme une densité d’énergie par unité de volume
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contradiction avec un principe central de la relativité restreinte, le "principe de cau-
salité", selon lequel aucun effet physique ne peut se propager à une vitesse v > c"
([98]), conduirait à une aberration physique.

Néanmoins, dans cette région de l’espace-temps, la pression au sein de ce plasma
devient radiative :

pr =
ρ0c

2

3
(8.2.19)

Si nous envisageons d’augmenter cette pression radiative à densité constante,
cela ne peut être réalisé qu’en considérant une variation de la vitesse de la lumière
dans le milieu, ce que Karl Schwarzschild a été le premier à envisager [90] :

Figure 8.6 – Variation de la vitesse de la lumière dans une sphère à densité
constante

Ainsi, comme il l’a souligné dans son article, l’augmentation de la vitesse de la
lumière suit l’augmentation de la pression. Que se passe-t-il lorsque cette pression
monte, tout comme la valeur de la vitesse de la lumière ? C’est simple, il est clair
selon Karl Schwarzschild (page 433 de [90]) que ces deux quantités deviennent infi-
nies pour cosχa = 1

3
, correspondant à r = Rcrϕ (8.2.11) comme vu dans la Section

8.2.2.

Nous pouvons déduire, selon l’étude de Karl Schwarzschild, que la stabilité de ces
objets subcritiques supermassifs est due au fait que l’effondrement gravitationnel, dû
à la criticité physique se produisant bien avant la criticité géométrique, est compensé
par une pression radiative extrêmement élevée à densité constante provenant de leurs
centres, proportionnelle au carré de la vitesse de la lumière.
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8.3 Conclusion
Nous avons analysé les images d’objets supermassifs situés au centre des galaxies,

qui ont été initialement présentées dans Astrophysical Journal comme les premières
images de trous noirs géants. À travers notre étude approfondie, nous proposons une
interprétation alternative de ces objets qui pourraient correspondre à des entités su-
permassives subcritiques, exhibant un rapport de température maximal à minimal
proche de 3. En effet, leur rayon est seulement 5,72% plus court que les longueurs de
Schwarzschild déduites de leur masse. Cette observation s’aligne bien avec l’effet de
Redshift gravitationnel, potentiellement caractéristique d’étoiles à neutrons appro-
chant d’une criticité physique, comme suggéré par la solution géométrique intérieure
de Schwarzschild publiée dans son deuxième article en février 1916. Cette solution,
largement méconnue de la plupart des cosmologistes d’après-guerre et non traduite
en anglais avant 1999, offre une perspective unique pour observer ces phénomènes.
En examinant des aspects tels que la pression, la vitesse de la lumière et le facteur
temps au sein de ces objets, nous visons à enrichir le récit existant sur les phéno-
mènes astrophysiques complexes au cœur des galaxies. Cela inclut une exploration
de leur stabilité, qui pourrait être maintenue par un équilibre entre l’effondrement
gravitationnel, résultant d’une criticité physique se manifestant bien avant la cri-
ticité géométrique, et la pression radiative extrêmement élevée à densité constante
provenant de leurs centres, proportionnelle au carré de la vitesse de la lumière. Les
travaux centenaires de Karl Schwarzschild nous rappellent qu’il reste encore des
mystères à élucider au sein des théories bien établies. Les questions que nous sou-
levons, en particulier concernant l’évolution du facteur temps et ses implications
profondes pour le concept de temps lui-même, sont importantes et invitent à de
nouvelles recherches. Si de futures observations confirment nos hypothèses, en parti-
culier si une image d’un troisième objet supermassif est découverte avec un rapport
de température similaire, cela encouragerait une réévaluation de certains de nos mo-
dèles astrophysiques actuels. En fin de compte, l’univers, dans son immensité et sa
complexité, continue de nous stimuler dans notre quête insatiable de connaissance.

236



Chapitre 10

Conclusion & Discussions

En considérant le principe du rasoir d’Occam, qui privilégie la théorie la plus
simple et la plus cohérente avec les données observationnelles, il est raisonnable de
conclure que le Modèle Janus de Jean-Pierre Petit surpasse le Modèle Standard
ΛCDM. Le Modèle Cosmologique Janus fournit une approche cohérente pour expli-
quer plusieurs phénomènes astrophysiques tout en offrant une interprétation claire
des données observationnelles disponibles. Alors que le modèle standard ΛCDM pré-
sente des incohérences avec les données observationnelles, nécessitant des construc-
tions ad hoc pour les contourner.

En effet, le modèle Janus va au-delà de la simple proposition d’alternatives aux
phénomènes habituellement attribués à la matière noire et à l’énergie noire, tels que
l’accélération de l’expansion cosmique, le confinement des galaxies, les effets pro-
noncés de lentille gravitationnelle négative, entre autres. Il fournit des clarifications
détaillées sur la nature et l’identité des composants invisibles de l’univers. Le modèle
résout le paradoxe du manque d’observation de l’antimatière primordiale et offre une
explication pour le Répulseur du Dipôle, le considérant comme un conglomérat de
masse négative. Cette perspective renforce la crédibilité du Modèle Cosmologique
Janus dans l’établissement de la structure à grande échelle de l’univers, tout en
expliquant les raisons de la difficulté de détecter la masse négative avec des instru-
ments d’observation optiques. Il explique également la faible magnitude des objets
astronomiques à fort redshift gravitationnel (supérieur à 7) et adhère au principe de
réfutabilité en proposant des tests observationnels spécifiques, tels que la détection
de conglomérats de masse négative, le Répulseur du Dipôle étant un exemple no-
table. En outre, il propose une cartographie alternative de l’univers basée sur une
interprétation différente de l’effet de lentille gravitationnelle faible.

De plus, le modèle Janus de Jean-Pierre Petit se confirme par les données obser-
vationnelles les plus récentes, en particulier celles obtenues par le Télescope Spatial
James Webb, en prédisant la formation des galaxies dans leurs formes actuelles au
cours des 100 premiers millions d’années de l’âge de l’univers. En outre, la structure
de son groupe symplectique confère une symétrie CPT à sa géométrie pour laquelle
une prédiction spécifique faite en 2017 a été confirmée en septembre 2023. Cette
prédiction concerne l’antimatière C-symétrique (symétrie de charge), synthétisée en
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laboratoire et émettant des photons d’énergie positive, qui, selon les observations,
répond à l’attraction gravitationnelle de la même manière que la matière ordinaire.

Il ouvre également des voies prometteuses de recherche en mécanique quantique,
suggérant que l’intégration d’états d’énergie et de masse négatives pourrait être pri-
mordiale pour la quantification de la gravitation. Le modèle Janus se conjugue donc
parfaitement avec la nature, ne présentant aucune contradiction majeure.

Tout au long de ce livre, nous avons plongé dans les complexités du modèle,
démêlant ses nuances et son potentiel pour éclairer les mystères qui ont depuis long-
temps déconcerté les cosmologistes et les physiciens.

Ce voyage à travers les domaines des mathématiques avancées, de la physique
théorique et de la cosmologie démontre la capacité du modèle à remettre en ques-
tion les perspectives conventionnelles et à offrir des explications alternatives aux
phénomènes que les modèles actuels peinent à élucider pleinement. Les discussions
et analyses présentées visent à enrichir la compréhension du lecteur et à susciter une
curiosité pour explorer et questionner davantage les limites de nos connaissances
scientifiques.

Je crois que les limitations en physique théorique et en cosmologie peuvent être
attribuées au retard du domaine à épouser la topologie depuis les années 1950. La
topologie, l’étude des propriétés préservées à travers les déformations continues, au-
rait pu offrir de nouvelles façons de comprendre le tissu de l’univers et ses structures
complexes.

En conclusion, j’espère que ce livre servira non seulement de guide complet sur
le modèle ancré dans une solide fondation théorique de la relativité générale, mais
aussi d’inspiration et de motivation pour une nouvelle génération de penseurs qui
oseront courageusement explorer les territoires inexplorés de la cosmologie. Puisse-
t-il favoriser une appréciation plus profonde de la beauté complexe de notre univers
et de la quête continue de compréhension qui nous anime en tant que scientifiques
et êtres humains.

Ce modèle émerge comme une lumière directrice essentielle et indispensable en
cosmologie, illuminant le chemin vers des territoires inexplorés et de nouvelles pers-
pectives. Ce voyage est loin d’être terminé. Il encourage continuellement à appro-
fondir la recherche, mais surtout à faire de nouvelles découvertes, ce qui peut être
résumé par la célèbre phrase de Pierre Dac ([25]) souvent attribuée à Charles De
Gaulle 1 : “Des chercheurs qui cherchent, on en trouve. Des chercheurs qui trouvent,
on en cherche”.

1. Citation exacte de Charles De Gaulle prononcée le 13 août 1968 : “ Tout enseignant, tout
chercheur bénéficie, après un certain délai, de la sécurité d’un emploi dans l’établissement où il
exerce ses fonctions. Autrement dit, il pourra rester chercheur même s’il ne trouve rien et surtout
à partir du moment où il ne sera plus d’âge à rien trouver.”
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