


§ 12 STRUCTURE GEOMETRIQUE
DE LA MECANIQUE CLASSIOQUE

POINT MATERIEL

(1z.1) — La mécanique classique considére le monde comme formé de points
matériels : un point matériel, caractérisé par sa masse m (non nulle); occupe
a chiaque instant t un. point géoméirique x ; sa vitesse est par définition le

‘ dr \ . -
vecteur v = ;> OB suppose connue la force F & laquelle le point matériel

est soumis, et I’on écrit I"équation de Newton v

N . ~ - . 4 | dv
(12.2) _ m = F
Exemple
(12.3) — Dans le cas du champ coulombien, on suppose | F = - km—ra— 1,
. . . r

k& étant une constante donnée (r=1{r | est la distance du pomt matériel & -
Porigine O ch0181e dans Pespace) ; on vérifie immédiatement, par dériva-

: 1 S §
=rxviet e=El X'¥ +; sont constants ;

-

tion, que les vecteurs

ces vecteurs sont d’allleurs orthogonaux.
Par élimination de v, on trouve

2

(12.4) (Lr>=0 . (e,r)+%sr

‘ ses relations constituent Pégquation de la trajectoire : on constate immédia-
. tement qu’il s’agit (si-1 n’est pas nul) d>une branche de conigue de Jfoyer 0,
: 12

: d eacentrzcrte e=l|el,de parametre " dont le plan est perpendiculaire

2 4 1, conique qui se redmt a un cercle sie = 0.
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Point matériel

: existe un nombre u (appelé anomalie excentrique) tel que

2
LA (e—-cosu)+'exl
ek 1 - & ek

(12.5) sin u

l
J1=é*

i en portant cette valeur de r dans I’expression de 1, on trouve une équation

différentielle en » qui s’intégre immédiatement et fournit quuatlon de
i Képler

1 — e

(126) u— esir}u E.kz'[—-l:;—[t - tO] |

Y

1, étant une constante.
:  Connaissant les paramétres 1, e, #,, (12.6) et (12.5) permettent de cal-
i culer r en fonction de .t; le mouvement est donc complétement connu;

: il est conforme aux lois empiriques découvertes par Képler (entre 1605
. et 1618) pour le mouvement des planétes.

SYSTEMES DE POINTS MATERIELS

Si I'on étudie le mouvement d’ensemble d’un systéme de points matériels,
repérés chacun par un numéro j (j = 1,2, ..., N), on écrit les équations
simultanées :

. dv. )
12. 2=y, | . — =F,
(12.7) . ar v m;4 F;

La mécanique céleste, fondée -par Newton (Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, 1687) consiste, en premiére et trés bonne approxi-
- mation, dans le probléme des N corps : on considére les astres constituant

: le systéme solaire comme des points matériels, et on leur apphque les
. équations (12.7), en prenant

-

(12.8) e r
fr,—r;1?

F;=C Y mm,
i [k;ﬂ

C étant une constante universelle (constante de Newton).

Il n’est pas nécessaire de faire le bilan des succés de la théorie de Newton :

a précision extréme des observations astronomiques n’a pas réussi a la
mettre en défaut, jusqu’a une époque récente.

— Pour 0 < é < 1 (trajectoire elliptique), on déduit de (12.4) qu’il -

Ch.

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

-

(12 13)
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LIAISONS

— L’expérience a montré qu’il était légitime d’appliquer les pl.”int::ipes
(12.7) de la mécanique classique & des systémes trés divers; mals.ﬂ est
souvent difficile de connaitre les forces F;; on est donc souvent obligé de
faire des approximations.

L'une des approximations les plus utilisées consiste & considérer un
systéme comme /ié, C’est-d-dire & écrire des équations de liaison

ety 1y oy Ty) = 0 A=12..p0

- qui sont supposées vérifiées pour fous les mouvements du systeme (exemple :

un solide est un systéme de points matériels dont les distances mutuelles
sont supposées constantes — bien que les « solides » réels soient toujours
élastiques, et susceptibles de vibrations); nous écrirons les équations de .

" liaison sous la forme : .

ul(t3 r1, cory rn)

up(t, ry, ...,l'N) ‘

en introduisant une variable u A valeurs dans R®. Nous considérerons
I’équation dérivée

u dt + ) u,(dr) =0
i

avece

(notation (2.21)) .

Pour traiter urt probléme dynamique comportant des liaisons, on suppose .
bien entendu toujours valables les équations




- (12.19)

- (12.15)

(12;16)
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dont la condition de compatibilité avec (12.10) s’écrit

W=+ Ru(v) =0 Q)
i

mais on écrit 1a loi de Newton sous la forme

dv,

F, étant la force « appliquéé™. supposée connue, et Fj un terme supplé-
mentaire, appelé « force de liaison », dont P'existence permet la compati-
bilité des équations.

Cette condition de compatibilité ne suffit pas, en général, 3 déterminer
les forces de liaison; on fait & leur sujet diverses hypothéses empiriques
(« lois du frottement » par’exemple) dont les succes sont assez aléatoires.

Cependant P'une de ces hypothéses conduit 4 des résultats cohérents,
et conformes & une certaine idéalisation des expériences : c'est le cas des
liaisons parfaites ; il se formule au moyen du principe des travaux virtuels
survant -

¥

Si des vecteurs dr; vérifient

Yudr)=0 ()

on a

Zj:(F},Srj)=0 A .

Exemples

Etudions le principe des travaux virtuels dans le cas d’un solide; 3 cet
effet, il est utile de remarquer que les permutations de Pespace euclidien

(*). Lorsque cette condition est vérifiée, on dit que I’état des vitesses est compatible avec
les liaisons : si on cherche a établir une lidison avec un état de vitesse incompatibie, on produit
un choc. . ’

(®) On dit que les vecteurs 3r; sont des déplacements virtuels compatibles avec les liaisons
telles qu'elles existent @ chaque instant.

(®) Cette expression s"appelle travail virtuel des forces de liaison (dans le déplacement virtuel
du systéme défini par les 8r)).

L (12.19)

(12.20)
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1

% ordinaire R? qui conservent les distances (« déplacements ») peuvent étre
’ A b
1

considérés comme le groupe de Lie G des matrices

' . } . A b
[4 € O(3), be R*] opérant sur R? selon la régle [ 0 1 } @=A@+b,

R3

on montre qu’un systéme de déplacements virtuels 8r; est compatible avec
les liaisons du solide s'il existe un Z dans I’algébre de Lie ¢ de G tel que
' 5r; = Zgsr) V) (notation (6.11))

le champ de vecteurs Zs s’appelle d’ailleurs un déplacement infinitésimal.
Le principe des travaux virtuels+(12. 16) peut donc s’écrire

@I+@F=0

si l'on a posé

OLZ) Z <Fj’ Zps(r j)> ‘

i

dvy,
) <mj%, ZR,(r,.)>

]

VZe%
0(Z)

©p et B, sont visiblement des applications linéaires de ¢ dans R, c’est-a-dire..
des torseurs du groupe des déplacements, au sens (11.7); on les-appelle
respectivement torseur des forces appliquées au solide et torseur des forces
: d’inertie.

— Tl est facile de mettre 'équation (12.19) sous la forme

d
a;mjvj = ;Fj

X

M

]

d : A
T Z m;r; Yor; x F;
’ i j
% ol apparaissent les grandeurs classiques appelées impulsion, moment ciné-
: tique, résultante- générale, moment résultant ; ces équations (12.21) sont
% généralement considérées comme les principes de la mécanique du solide. 1
o

o
3

(1222)% " __ Dans le cas d’un point mobile sur une courbe ou une surface, le

f’* principe des travaux virtuels exprime que la force de liaison est constam-
% ment perpendiculaire & la courbe (ou a la surface) : la liaison de glissement
est donc parfaite lorsqu’elle a lieu sans frottement. B ' ~
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EXPRESSION DES FORCES

Quand on considére comme « connues » les forces
soumis les points matériels d°

existe des fonctions @; telles que

(12.23)

Fi=oltr, vy, ., i)

autrement dit, chaque force peut dépendre’ du temps, de la position et de 1& ..

vitesse de chacun des points.
Il peut arriver, bien entendu,

pas expli.citvefm?nt dans PPexpression des forces :

auxquelles son;
un systtme dynamique, on suppose qu’f

que certaines de ces variables n’interviennen| -

A4,
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Chapitre Il

dépendant de ¢, des 1, et des v,, il suffit de considérer (Fig. 12.1) I'ensemble
des multiplets (1)

6

|

- et le champ [y > &) de sous-espaces vectoriels de dimension 1 défini par

o : dr; —v,;dr =0
Par exemple, les forces ne dépendent ni du temps, ni des vitesses, dans 1¢7) ‘ {dyef} = { o ' ydr = 0 vj }
cas du probléme des N corps (12.8). ' M QV; — Bty ooy Eyy Vi, ooy Wy, =
(12.24) A priori, on peut supposer d’autres expressions pour les forces : pour que les solutions des équations du mouvement soient les lignes de
’ dans le cas des systémes héréditaires, on suppose que chaque force dé force du champ [y - &] (voir (5.10)).
par une expression intégrale, de tout le mouvement passé du systéme. Mai . ) . o Fexpé.
en fait, de telles hypothéses sont plutét des artifices destinés 4 donner un _ Nous supposerons désor. mais — ce qui ne semble pas contre bllt par ['expe-
description phénoménologique d’un systéme imparfaitement connu (%), e rience — que les expressions @; des forces sc:nt différentia es (au sens
_leur cohérence n’est pas assurée automatiquement. du § 1); ceci suppose, nous le savons, que I’ensemble (appelons-le V)
En fait, les principes de la Mécanique supposent implicitement Dexistencg- ~ ©U est défini le champ y > & est un ouvert de I'espace vectoriel
d? ;elatif)ns de la forme (12.23); c’est cette hypothése que nous feron RX R®x - x R3x R3 x - R3
désormais. : f N
. -auquel appartient, 4 priori, la variable y (12.26);
ESPACE D’EVOLUTION . L ) )
o -V posséde donc une structure de variété de dimension 6 N + 1; nous
Dans ces conditions, les équations différentielles de la mécanique, di : irons.que V' est Pespace d’évolution du systéme.
aussi équations du mouvement, s’écrivent " "De plus, I'hypothése de différentiabilité des ®; montre que le champ
Yy & est lui-méme différentiable, au sens 6.2).
: dr Nous pouvons donc appliquer les résultats du §5[(5.5),(5.10),.(5.9)] : .-
i = ;i _ o .
-(12.25) T =0 Mgy ~ P Ty Y, L) = 0 ~Le champ y +» & (12.27) donne 4 I'espace d’évolution ¥ une structure

' Hest facile de donner la forme standard du § 54 ces équations ; puisqu’ell

expriment les dr; et dv; en fonetion linéaire de dt, avec des coefficien
) C

(*) Tel par exemple qu’une boite contenant un

gyroscope dont on ignorerait Pexisten:
ou qu’un systéme asservi si on ignore la structure

du mécanisme d’asservissement.

-

e variété feuilletée ; par chaque point y de ¥ passe une ligne de force (%) :
la feuille de y est la plus grande ligne de Jorce connexe passant par y : nous

considérerons désormais comme le mouvement du systéme défini par la
ondition initiale y. ‘

O ).".s_’.appeﬁe une condition initiale du systéme.
(?)\__ Clest-a-dire une variété intégrale (de dimension 1).

des
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(12.31)

(12.32)

(12.33)

n

ESPACES DE PHASES ET ESPACE DES MOUVEMENTS

— Puisque la variable ¢ figure dans l;expression (12.26) de y, il existe
une application [y - ] de 1’espace d’évolution ¥ sur le temps (Fig. 12.1);
on appelle espace de phases d instant t, la partie de 'espace d’évolution ¥
définie par I'équation ¢ = ¢, ; il est immédiat de vérifier que I’application
[y b 1] est différentiable (1.17), et que les espaces de phases sont des
variétés plongées dans ¥, de dimension 6 N'; il est clair, en particulier, que
I’application

Y1

¥y

est une carte de ’espace de phases 4 I'instant £, (*).

— Bien qu’il constitue un objet usuel de considération, nous n’utiliserons
pas I'espace de phases « intemporel », déduit du. précédent en négligeant
de préciser la date ¢, (?). " : ' S

™. Xj Y3 2; (vesp. X} ¥}, z}) sont les coordonnées cartésiennes de r; (resp. de v;); Pintro-
duction des masses m;, pour I'instant simple fantaisie, sera utile en (12.103). -

(*) On peut préciser sa structure en identifiant deux conditions initiales ¥1 €t y, qui ne dif- .

férent « que par la date » (de méme qu’on a 'habitude d’identifier des points de I’espace &
des instants différents) ; mais cette identification est incompatible avec I'invariance galiléenne ;
on ne peut lui donner une définition qu’en se rapportant A un référentiel arbitraire — la Terre
par exemple. : ! ’
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“Fig. 12.L

 (-12.»34)

vV (espacé d’évolution)

U (espace des mouvements)

P

—_———
-

4

Temps

LTy

— Si Pon fait at = 0 dans I’équation dy e & (voir (12.27)), on trouve
immédiatement dr; = 0, dv; = 0 (les masses étant supposées non nulles),
d’ott dy = 0; par conséquent & N ker(‘%{)‘est réduit 4 0; chaque espace.
de phases ¢ = ¢, est donc transversal au feuilletage (définition (5.14)).

Nous savons aussi que le feuilletage donne & V une structure de variété
de dimension 1, dont les composantes connexes sont les feuilles [5.7),
(5-8)]; la condition de transversalité exprime que %— n’est pas nul sur
l’espa'cé vectoriel (£) tangent & ¥ pour cette nouvelle structure, ¢’est-a-dire

ot . ) . s
que E ne s’annule pas sur cette variété de dimension 1. On peut en déduire

“que Fapplication y - ¢ est un difféomorphisme sur chaque composante

connexe, et que par conséquent chaque feuille posséde une carte t - y;
on peut montrer aussi que ’ensemble de définition de .- y est un intervalle
ouvert, borné ou non (supérieurement et inférieurement). .

Ce résultat -peut aussi s’établir par application directe du théoréme
général (3.2) concernant les équations différentielles. Il permet de classer
les mouvements d’un systéme mécanique en quatre types éventuels, suivant’
le schéma suivant :

éternel

finissant

Io F débutant

‘borné dans le temps .
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12.37)

(12.38)

- (12.39)

(12.40)

~(12.41)

(12.42)

(12.43)

P de ph et

P des ts

Ces quatre cas peuvent se présenter effectivement, par exemple dans le
cas de I'attraction coulombienne : les mouvements rectilignes, dans lesquels
le vecteur 1 (12.3) est nul, aboutlssant a des chocs du point smobile avec le
centre attractif:

Nous voyons de plus que chaque espace de phases ¢ = ¢, ne coupe une
feuille qu’en un point au plus, donc qu’il constitue une section transversale
du feuilletage (5.15); celui-ci est donc sécable (5.15), puisqu il ‘passe un
espace de phase t = ¢, par chaque point y de & ; par application de (5.16),
on arrive au résultat suivant (Fig. 12.1) : ‘

. L’ensemble U des mouvements d’un systéme dynamique posséde une
structure de variété, quotient de I'espace d’évolution V par son feuilletage ;
si Pon désigne par Ay):le’ ‘niouvement défini par la condition initiale y,
P est une application di ﬂ‘erentzable de V'sur U; la restriction de P 4 un espace
de phase ¢ = 1, est un difféomorphisme de cet espace de phase aUd®).

— U est une variété de dimension 6 N :-si on choisit un instant ¢, et si
on désigne par F, la carte (12.32) de 'espace de phase & instant o, P.F,,
est une carte de I'espace des mouvements (5.16); en faisant varier 7o, on
obtient évidemment un atlas de U.

FORME DE LAGRANGE

. . ) i

Revenons a Pespace d’évolution V, et posons a priori :

o(dy) By) = 2 (m;dv; —
J

F;dt, dr; — v; 8t )

—Z(mjﬁvj—FjSt-, dr; —v;de ).
J ;

Tl est clair que o est une 2-forine de ¥ (Définition (4.26)), et que I’équation

différentielle du mouvement dy e £ (Notation (12.27)) entraine

o(dy) (8y) =0  Vdy
ce qui s’écrit aussi, avec la convention (4.2)

o(dy) =0,
soit
dy e ker (o) .
(*) Mais pas nécessairement sur U : on laisse ainsi échapper les mouvements qui seraient
éventuellement déja finis ou pas encore commencés A 1a date t,. . i
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Cette 2-forme g a été introduite par Lagrange, dans I’étude.de la méca-

- _nique céleste, dés 1808 (*) — au langage prés, bien entendu. Son expression
directe (12.40) se trouve dans Gallissot (3).

Pour des raisons qui vont apparaitre plus loin, nous généraliserons la .

formule (12.40) en choisissant des vecteurs Bj, fonctions différentiables
de y sur ¥, et en posant

(12.44) E;=F,+B,xv, Vj
ﬁ) o(dy) (y) = Z(m dv; — E;dt, 8, —v;8t)
(12.45)
i o
¢ est encore une 2-forme, que nous appellerons forme de Lagrange; le
champ y - o est différentiable sur I'espace d’évolution V.
— Par des transformations élémentaires, on trouve la formule équiva-
lente & (12.45) : :
12.46) [ o(dy) (&y) = Z {mydv; — [E; — B; x vj]dt, &;—v;8t)
- Z(mj dv; — E; 8t + B; x dr;, dr; —v; ét) A
j . E
qui montre que Péquation o(dy) y) = 0 [V8y] peut s’écrire
m;dv, — F,dt =0
(12.47) . S i
; dl‘j i dt=0
Q2. 48) Par consequent les équations du mouvement peuvent 8°écrire

a(dy) =0;

Pespace vectoriel & de (12.27) est égal a ker (o).

— Ce résultat est.indépendant du choix des B;; il s’applique en parti-

culier au cas B; = 0, E; = F, oil la forme de Lagrange se réduit a I'expres-
sion (12.40).

~2 () « Mémoires de la premiére Classe de I'Institut pour 1808 » ; « Mécanique Analytique »,
tome II- (¢dition: posthume). |

... (®) F. Gallissot, Ann. Inst. Fourier; Grenoble, t. 4 (1952) pp. 145-297.
(3) Noter que ’antisymétrie de. ¢ n’est plus évidente sur cette expressnon (12.46).
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FORME DE LAGRANGE POUR LES SYSTEMES LIES

Considérons un systéme soumis & des liaisons, pour lequel nous
employons les notations (12- 9) a (12.15). Nous laissons au lecteur le soin
d’établir les résultats algébriques suivants, ol intervient la forme de
Lagrange o :

i O ' Supposons que le rang de I'opérateur linéaire
ul‘n]

e,y

soit égala p ()salors ;

a) Léquation (12.11 Mu, de + Y u,(dr;) = 0 peut s’écrire

dye H

H étant un espace vectoriel de dimension 6 N +1=p
b) L'espace vectoriel orth (#) est isotrope *;
¢) La condition de compatibilité u’ = 0 (12.14) peut s’écrire

¥

ker (0) « H

ouaussi .

H co-isotrope | ()

est un espace vectoriel de dimension 6 N+1—p;

d)| H —ker.(ay)

la dimensionde| K= Hn H'

estégale A6 N +1—2p;

(*) Il y a des cas ol 'on’ peut réaliser cette condition en supprimant certaines équations .
de liaison, qui sont conséquences des autres (exemple : N points formant un solide, lorsque .

N > 5); dans le cas contraire, on a un systéme qui est susceptible de se coincer (exemple :
une tige de longueur / dont les extrémités se déplacent sur un cercle de diamétre I).

(2) Définitions (8.2) et (8.4), appliquées 4 la forme de Lagrange o (12.45).

(3) Clest-d-dire orth () < H (Définition (8.4)). 4

(12.50)
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4

¢) Compte tenu de la condition u' = 0, le princz"pe des travaux virtuels

. dr;
(12.16) et les équations’ de définition des vitesses —a-rt—’ -v;=0 (12.13)

peuvent §’écrire

dy e orth (H)

f)Onal H north(H) = Knorth(K)

la dimension de cet espace vectoriel & est égale & 1; son intersection avec

ker o est réduite 2 0 (%).
i o).

— Ces résultats montrent comment est assurée la cohérence des résultats
du principe des travaux virtuels (moyennant la condition Q) : les équations
de liaisons u = 0, u’ = ( déterminent une variété ¥, de dimension
6 N + 1 — 2 p, plongée dans I’'espace d’évolution V, ‘admettant K comme .
espace vectoriel tangent (Théoréme (1.40)).

Désignons par ¢’ la 2-forme induite par ¢ sur V' :

o'(dy) By) = o(dy) By) si-yeV’', dyeK, dyek;

(12.51)

(12.52)

la formule & = K n orth (K) mofitre qile &' = ker(c") (voir (9.30));
_comme les équations du mouvement avec les liaisons parfaites s’écrivent -
dy € &', comme 'on a dim (') = 1 et dim (é” N ker (%)) = 0, on peut
appliquer & V’, ¢', &' les résultats établis ci-dessus pour ¥, g, € : les mou--
‘ vements, lignes de forces du champ y.i-» &', appartiennent 4 I’un des types.
(12.35) ; les espaces de phases t = t, de V' sont des sections transversales ;
’ensemble des mouvements posséde une structure de variété (de dimen-
sion 6 N — 2p). '

«

C’est pourquoi nous dirons que ¥’ est I’espace d’évolution du systéme lié,
‘et que ¢’ est sa forme de Lagrange. ‘

& — Ceci~s;applique en particulier au mouvement d*un solide : la dimen-
| sion de I'espace d’évolution est 13, celle de 'espace des mouvements 12 3.

- (M) Ces résﬁltats (f) mettent en jeu le-fait que les masses m; ont toutes le méme signe.
() -Cés nombres se réduisent 4 11 et 10 respectivement si les points du solide sont alignés.



(12.55)

(12.56)

(12.57)

(12.58)

Forme de Lagrange
— En dehors des liaisons étudiées jusqu’ici — dites holonomes — on
rencontre (en particulier dans les problémes de roulement sans glissement)

des liaisons qui se formulent par une condition

updt + Y u, dr; =0
J

" analogue & (12.14), mais sans que les u, u,, soient les dérivées partielles

d’une variable u (on les suppose seulement fonctions différentiables de ¢
et des ;). On leur applique les mémes régles que ci-dessus (12.13) 4 (12.16) ;

le théoréme (12.50) est encore valable ; le mouvement avec liaisons parfaites

non holonomes est donc encore défini par les équations dy € &' ; mais en
général &’ n’est plus le noyau dune 2-forme ¢’ induite de 4.

CHANGEMENT DE REFERENTIEL

Un événement X, ou « point de I’espace-temps », est repéré par le
k]

r
couple ), constitué par la placer de I’événement (qui appartient 4 I'espace
’ t

. euclidien R3) et sa date ¢, qui est un nombre.

En fait, un méme evenement peut aussi étre repere par un autre

l'*
" couple ( *> si on change par exemple le choix de 1’origine. Nous appel-
; .

t

=4 (Z)E a (r;) :

r
lerons référentiel ’application ( ) > X choisie ; si #et Z* sont deux réfé-

rentiels, on peut écrire

En mécanique classique, on considére qu’il est possible de choisir une

fois pour toutes, les unités de longueur -et de temps, ainsi que d’orienter ‘

(12.59)

(12.60)

(12.61)

(12.62)

(12.63)

(12.64).

k
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I’espace et le temps ; ceci s’exprime mathématiquement par le fait que la
formule de passage d’un référentiel 4 un autre est donnée par une formule

F=A(r+ R)

( =1+,

1, étant un nombre, R un élément de R?, 4 une rotation, c’est-a-dire un

-€lément du groupe SO(3) (notation (6.64), (6.65)).

On suppose que 2, est fixe, mais que 4 et R peuvent dépendre de t; on
suppose de plus que les applications ¢ — A, 7 > R sont différentiables.
) Comme A € SO(3), on a les identités :

Ad.4=1 (notation (6.53))
A(x) x A(y) = A(x x y) (x,ye R?)
ce qui s’écrit aussi '
JA®) = 4.jx).47* |;

rappelons que nous notong j(x) Popérateur « produit vectoriel par x »
défini par

)4 0 -7 q
T =xxy |, soit [ jlgl=| r 0 —p
rf-\-q9 »p Y

En dérivant (12.60), on montre qu’il existe un vecteur  tel que

d4 con
= T AJP

Q, qui peut dépendre aussi de ¢, § appelle rotation lnstantanee du nouveau
‘référentiel par rapport A I’ancien.. '



(12.65)

(12.66)

(12.67)

(12.68)

(12.69)
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(12.70)

(12.71)

.C[langement de référentiel

Appliquons les formules (12.59) aux points d’un systéme :

t*

t+ t
rf = A@r; + R)

J

" Si 'on introduit la vitesse et I’accélération d’entrainement du point n° j

qui sont par définition : N

U; = ﬂx[r+R] dR A
aQ dZR
I = [}( 5 ) +J(ﬂ)2:‘ @r; + R) —
C .
et si 'on pose :
v}‘. = A(vy; — U)
K : B AB; +2m; Q).

on peut vérifier que I'expression de la forme de Lagfange o 4 l'aide des.

nouvelles variables s’obtient simplement en faisant la substitution

t—1*, no1t, vV, E-E, BB
dans 1’expreésion (12.45) de o (les masses m; étant conservées).

— Les valeurs (12.67) de v¥, B¥, Ef sont dailleurs les seules qui per-
mettent de compléter (12.65) de fagon 4 avoir cette propriété.

PRINCIPE DE RELATIVITE GALILEENNE

1l existe cependant des référentiels privilégiés physiquement, appelés

référentiels d’inertie ; quand on passe d’un référentiel d’inertie 4 un autre, -

la rotation instantanée et I’accélération d’entrainement sont nuls; on en
déduit aisément que les formules de passagé (12.59) peuvent s’écrire

* . :

r 4 b r AeSO0B3), beR?®, ceR?
x| — .

*l=|l0 1 e] |t “eeR

1 0 : ‘

o 1| \1/

;(1‘2’.75)

2.7 [
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q

A,b, ¢, e &tant constants; réciproquement, si on passe d’un référenticl
d’inertie 4 un second référentiel par les formules ci-dessus, le second est
aussi un référentiel d’inertie.

_ En mécanique classique, on admet sous le nom de prmczpe de relativité
(galiléenne), 'hypothése sulvante

Soit ¥ I’espace d’évolution d’un systéme dynamique zsole M.

1(12.72) Le champ y b ¢ qui définit la forme de-Lagrange de V est le méme dans
tous les référentiels d’inertie.
Désignons par G I'ensemble des matrices a considérées en (12.71) :
A b c¢] | 4€S0(3), beR?®, ceR*
(12.73) a=l0 1 e eeR
0.0 1

Il est facile de vérifier que ces matrices forment un groupé¢ de Lie,
homéomorphe 4 SO(3) x R’ (donc connexe et de dimension 10); on
Pappelle groupe de Galilée ; son algébre de Lie est 'ensemble ¥ des matrices

j@. By BeR;

ge R

vyeR3

12.74).

ocR3;

— Le gfbupe de Galiléé est un sous-groupe de Lie (6.31) du groupe de
matrices G’L(R3 x R? (le critére (6.33) est applicable).

— En appliquant les formules de changement de référentiel ci-dessus
- (12.66, 67) on voit que ce principe peut aussi se formuler de la fagon sui-
vante :

_ Soitaun élément du groupe de Galilée (notation (12.73)) ; soit ¥ I'espace
d’évolution d’un systéme dynamique isolé, rapporté a un référentiel
| d’inertie. '

\
(Y On entend par 1 le fait que les actions du reste de 1"univers sur le systéme sont négli-

geables (exemple : le systéme solaire). Cette notion suggére quelques questions délicates
(Ct. 1& principe de Mach).

{



(12.76)

(12.77)

(12.78)
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Si l'on pose
¢ ] [ 7] .
r -}
y=| a()=yr=|]
Vi | ) vi
L] ‘ L V¥ |
o - . * : -
*r=t+el .. jE A@) + bt + ¢ vi=A(v) +b v/,
e

ay est un difféomorphisme de V sur V; le champ @[y — o] définissant
la forme de Lagrange vérifie

[ & 3(3) (dy) By) = (™) (r*) (&™)

ce qui peut aussi s’écrire (*)

lo {[y b E] (7*) = A®E) + AB) x b
i [y & Bl (%) = 4(B).

— 'On vérifie facilement que Papplication @+ g, définie ci-dessus -

(12.76Q) fait opérer le groupe de Galilée sur l’espacc d’évolution, au
sens (6.4).

— Dans le cas d’un systéme isolé lié, on compléte le principe de relativité-:
galiléenne en supposant que les équations de liaisoxjxs sont, elles aussi, les
" mémes dans tous les référentiels d’inertie. Si les Liaisons sont holonomes,
il est facile de voir que les résultats précédents (12 76, 17) s appliquent";
encore a l’espace d’évolution du systéme lié et 4 sa forme de Lagrange

appelés V' et ¢ en-(12.53).

M yrE] (0 désigne-évidemment ia variable @ (y*), @, ¢ etant P'application [y - EJ

qui fait passer de y 4 E; (voxr (2.8)).

azm

(12.80)

ﬁzm

S

ﬁmw
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PRINCIPE DE MAXWELL

Nous donnerons ce nom (*) a ’hypothése suivante : .

La forme de Lagrange o d’un systéme dynamique a une dérivée extérieure
nulIe sur P'espace d’évolution : Vo = 0.

Si ’on porte la définition (12.45) de la forme o dans la définition (4.32)
de la dérivée extérieure, et si I’on développe, il vient tous calculs faits :

an — aB] ._ . .
OE, OE; oB; ..
al'j Bl'—k =0, 6_1'k =0 - 81 # k
0B, . Q)
rotE,“+E—EO divB, =0 Yk .

— Ce systéme est équivalent au principe de Maxwell Vo = 0; §"il est
vérifi¢ dans un référentiel, il le sera donc encore dans n’importe quel autre
(méme si ce n’est pas un référentiel d’inertie).

— Dans la définition de la forme de Lagrange o, nous avions choisi
arbitrairement les vecteurs B}, et en avions déduit les E; par.la formiule
E;=F, +B;xv

les forces F, étant supposées connues.

(*) A cause de (12.86) et aussi parce que I'une des équations (12.80), Z’f" - %? =0,

. J 3
s’appelle parfois loi de réciprocité de Maxwell.

(®) Le rotationnel du vecteur E, peut étre défini par Pidentité

OE, K, (E
E—F—J(W AR

dB,
divB, = Tr (81',‘)

la.divergence de B, par
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On peut donc, si I'on veut, formuler le principe de Maxwell de 1a fagon
suivante :
« On peut choisir les B; de facon que Vo = 0.

1 est facile de vérifier, dans ce cas, que le choix des B; est unigue :_le
principe de Maxwell, s’il sapplique, fait disparaitre P’arbitraire qui subsis-
tait jusqu'ici dans la définition de la forme de Lagrange. .

Exemples

On Qériﬁe facilement la validité du principe de Maxwell dans les ‘cas
suivants : :

Probléme des N corps (12.8), avec (dans un référentiel d’inertie)

i Rl )

{1 m, ——————
(12.83) M-l

A
" - Point pesant dans le vide :

E=mg, B=2mQ (dansun référentiel terrestre)

g est I’accélération de la pesanteur, S le vecteur rotation de la terre. B
Particules chargées dans un champ électromagnétique extérieur :
- On prend :

(12.84)

S TR N
E, =q,Eltrx)+ e,
R e P
: [k#jl

B; = ¢; B(, r;)

g; étant la charge glectrique de la particule n° j, E(z, r) et. B(z, r) respecti-
vement le champ électrique extérieur et U'induction magnétique & la date ¢,

au point r, exprimés en unités &lectrostatiques; 'application des formules
(12.80) conduit aux équations de Maxwell

rotE+%—l;-——_:0 divB=90

~

de induction et I’absence de- charges (ou « monopdles ») magnétiques).

— On a tenu compte dans (12.85) des forces électrostatiques entre

(12.87) ]
: particules ; mais le principe de Maxwell oblige & négliger de petits termes,

ne peut écrire sans introduire la constante ¢ (vitesse de la lumiére) dans

effectivement vérifiées par les champs (elles expriment respectivement la loi -

tels que les interactions magnétiques ; on notera que ce sont ceux que 'on -

1
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es équations; c’est-d-dire sans mélanger la ‘mécanique’ classique et la
relativité : en mécanique classique, les particules chargées subissent le
champ magnétique, elles ne participent pas d sa création. )

— Les formules (12.85) sont valables dans un référentiel d’inertie. Si
I’on change le référentiel, les formules (12. 67) montrent qu’il faut remplacer

B* = A(B)
E*=AE-Bx )

U étant la vitesse d’entrainement; par conséquent, un champ purement
magnétique (B # 0, E = 0) dans un repére d’inertie apparait comme
accompagné d’un champ électrigue dans un second repére d’inertie en
mouvement de translation par rapport au précédent ; ce fait est imposé
parla mécanique rationnelle, et n’est donc pas un effet relativiste. B

— Par contre, le principe de Maxwell ne s’applique pas & des problémes
tels que celui du mouvement d’un projectile avec résistance de I'air fonction’
de la vitesse ; mais on sait qu’il ne sagit que d’une approximation empirique
destinée 4 remplacer une étude détaillée de la mécanique de ’atmosphére.
elle-méme. B

Y

Par induction & partir de ces quelques exemples, nous admettrons
désormais le principe de Maxwell comme une nouvelle /oi de la mécanique.

POTENTIELS ET FORMALISME VARIATIONNEL

On peut vérifier que les conditions (12.80) équivalent, localement, &
Iexistence d’un scalaire o{f,ry,...,r,) et de vecteurs Az, r;), appelés
respectivement potentiel et potentiels-vecteurs, tels que

v 0A;
o b=
(12.91)
B; =rotA;
Considérons alors le lagrangien (notations du § 7) :
- "1 L o¢ e dr
(12.92)- A= {—m-ll ri2+<{ A, 1} )} —vt—+) . T (v.zris—l)
ZJ: PR A Pl ot ;arj J i= !
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@ étant une fonction différentiable arbitraire de ¢, ry, ..., Iy, appelée jauge; Mais il y a’a cela deux inconvénients fondamentaux :
la forme de Cartan w correspondante (voir (7.29) est donnée par les

a) Lexistence du potentiel et des potentiels-vecteurs qui figurent dans
formules (1)

le lagrangien est assurée localement, mais pas globalement M.

. 5 b) Ces potentie]’s e sont pas entiérement déterminés, puisque la jauge ¢
, @(®y) =), {ppdr;) — hdt est arbitraire (3). '
(12.93) ) J Nous verrons de plus que Pinvariance du lagrangien A est souvent moindre
T s que celle de la forme de Lagrange ¢ (ci-dessous (12.136)). .
p; = m;V; +A; + G(P . _ﬁ ¢ C’est pourquoi nous n ‘utiliserons pas de principes variationnels dans la
' T suite.
hE'%Zm,-uv,-uuv—f’a—‘f . o ] ) » I
’ J CONSEQUENCES GEOMETRIQUES DU PRINCIPE DE MAXWELL
On vérifie im médiafemeﬁj; Gue , (12.99) — Nous avons vu que Pespace d’évolution ¥ d’un systéme dynamlque
) N . est une variété feuilletée, le feullletage étant
. a0 = v
(12.94) d @ ¥y & = ker (o) .
Cest-a-dire que @ est un potentiel de o (9.14) et, réciproquement, que . : . o
o . . > ) Dans le cas ol le principe de Maxwell
I'expression la plis générale d’un lagrangien : ! p
(12.95) - PRTOR TRUE % R 1 B Vo =0

» est valable, on a évidemment
dont la forme de Cartan soit un potentiel de o, est celle que nous avens

écrite en (12.92). . ' & = ker (6) N ker (Vo) .

— Les équations du mouvement dy € ker (o) (voir (12 48)) coincident
donc avec les équations d’Euler-Lagrange du lagrangien 4 (Théoréme
(7.29)) ; par conséquent les mouvements réels du systéme rendent extrémale
I’intégrale

c’est-a-dire que y + & est le feuilletage caractéristique de o (5.25); ce qui
montre-que la forme de Lagrange o est un invariant intégral (5.21). Comrrie
nous savons que le feuilletage est sécable-(12.38) o est donc I'image réci-
‘ . proque d’une 2-forme du quotlent (c’est-a-dire de ’espace des mouve-

: 1 . ments).
(12.96) A j Adt ' Ceci s’applique encore au cas d’un systéme comportant des /iaisons par--

to faites holonomes (voir (12.52)) puisque la forme de Lagrange ¢’ de I'espace

appelée action h amzlt onienne. d’évolution "avec liaisons V' (12.53) est induite de celle du systéme sans
. liaisons (voir (9.29)); d’ou le théoréme suivant, qui emprunte le langage
(12.97)  — Nous p’insisterons pas sur. les applications prathues de ce fait (le du§9 (voir en particulier (9.10)) :
« principe de Hamilton »), qui ‘sont longuement développées dans les. . , ., . ) . . . o
traités de mécanique (usage des équations de Lagrange (7.6), dés équations Soit V'1 espace d’évolution.d’un systemg .dynamlque' vérifiant le principe
déduites de I'équation de Jacobi (ci-dessus (7.19)), ou des équations cano- de Maxwell, et pouvant comporter des liaisons parfaites holonomes.

niques de Hamilton (7.23)).

(Y) En particulier, dans le cas des particules & spin, nous montrerons qu’il n’existe pas de

(12.98) — 1! est tentant de placer le principe de Hamilton 4 la base de la méca- potentiel défini globalement, alors que le principe de Maxwell est toujours valable (ci-dessous,
nique (%), ce qui dispense notamment d’avoir a formuler le prmcxpe de (18, 56)).
M " (3. On peut postuler que /’ 1mpu1szon p; d’une partncule ne dépend pas de la position des
axwe < ’ autres : ce qui améne @ & &tre de la forme ), @,(1, r)) (mais les ¢, restent arbitraires) ; dans
. . 7
(*) & sappelle le hamiltonien” du systéme (Cf. 7.21). -le cas ot les B; sont nuls, on peut réduire p 4 la forme m; v; ; mais il subsiste encore une fonc-

(%) Voir par exemple L. Landau et E. Lifchitz, « Mécanique ». . tion arbitraire du temps additive dans le potentiel v, le lagrangien A et le hamiltonien /.
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(12.100)

Fig. 12.1L

(12.101)

(12.102)
(12.103)

(12.104)

(12.105)

du principe de Maxwell

4

. a) La forme de Lagrange ¢ donne 3 V une structure de variété présym-
plectique.. . : _\'

b) Soit x le mouvement du systéme défini par une condition initiale y
(Fig. 12.1I); Papplication y x est différentiable; il existe une 2-forme
de l'espace U des mouvements, que nous appellerons encore forme de
Lagrange et désignerons encore par o, définie par

O o(dy) (&) = oldx) (33);

cette 2-forme donne & I’espace des mouvements une structure de variété

i symplectique.

Espace d’évolution Espace des mouvements

— e —— — i — —

S
|
|

- temps -

— Soit t, une date ; nous avons vu que Pespace de phases associé, défini

. dans V par D'équation ¢ = f,, est une section transversale (12.37); il en

résulte que o induit sur chaque espace de phase une structure symplectique
(9.32); la forme de Lagrange correspondante s’obtient en faisant dz=5t=0
dans P'expression (12.45) ; ce qui donne

a(dy) @y) = X, mydvy, 885> — my 8y, dr ) +< B, dr; x 8r;) .

— Dans le cas ou les B; sont nuls, et ou il n’y a pas de liaisons, on voit que
la carte de I'espace de phases définies en (12.32) est canonique {(10.1),
(10.5)]. ;

— La correspondance yo b X, ou y, parcourt 'espace de phases &
i

Pinstant #, et ol x désigne le mouvement passant par yo est canonique-

(10.10); il en est donc de méme pour la correspondance yq = ¥y, Yo €t V1
désignant respectivement les points d’intersection d’un méme mouvement x
avec les espaces de phases t = fo, t = t; : C'est le théoréme de Poisson.

— Si tous les mouvements du systéme ont la méme dugée, en particulief
s'ils sont dternels (12.35), ces correspondances sont des symplectomor-
phismes (10.10); P'espace des mouvements €t tous les espaces de phases
sont donc symplectomorphes.

{12.106)

(12.107)

(12.108)

(12.109)

£(12.110)

@2:11)
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APPLICATION : VARIATION DES CONSTANTES

Soit & résoudre un probléme de dynamique ; Supposons que nous sachions
résoudre le probléme auxiliaire qui s’en déduit en retranchant une variable Q,
fonction de y, au hamiltonien h (notations (12.93)).

En désignant par ' et ¢’ les formes de Cartan et Lagrange du probléme
auxiliaire, on tire immédiatement de (12.93)

o(8y) = o'(dy) + Q3
d’ou, par dérivation extérieure
o(dy) (8y) = o'(dy) (By) + dQ &t — 3R dr,

soit, en introduisant le mouvement x du probléme auxiligire correspondant
aux conditions initiales y:

o(dy) (8y) = o’(dx) (6x) + dQ &t — 3 dt

¢’ désignant au second membre la forme de Lagrange de la variété symplec-

tique U des mouvements du probléme auxiliaire (voir (12.100)): ‘
Les équations du mouvement : o(dy) = 0 se déduisent de (12.108); ~

elles prennent la forme

’

a'(dx) (8x) = 8Q dt si =0

1
ou, avec la notation (9.16) :

dx _
a:gradﬂ

Si 'on connait une carte canonique de U, (10.6) montre que cette équa- . -
tion s’écrira ’
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Exemples

(12.112) Soit 4 résoudre un probléme avec potentiels-vecteurs 4; nuls (notg,-
tions (12.93)) ; ¢hoisissons Q = A. On constate que le probléme auxiliaire

se résout simplement par
' p=Ce, v,=Ce ()

J

si bien que 'on péut identifier des coordonnées canoniques de ’espace-de
: phase, a n’importe quel instant (notamment les coordonnées (12.32)), avec
| des coordonnées canoniques de U. On reconnait alors dans (12.111):les
bquations canoniques de Hamilton (7.23). B ‘

-— Soit a étudier le mouvement d’une petite planéte ou d’une cométe
erturbée par une ou plusieurs grosses planétes. On prend Q égal au potentiel
de perturbation, de sorte.que-le probléme auxiliaire est celm du mouvement
: képlérien de I'astre étudié sutour du soleil.

Les équations (12.111) définissent Iévolution de 6 paramétres caracté-
i risant le mouvement képlérien (les « éléments de 'orbite »); comme ces
: éléments varient lentement, on peut résoudre ces équations avec précision
. par des méthodes d’approximation ; connaissant x et ¢, les formules de
Képler permettent de calculer y, donc d’obtenir le mouvement perturbeé.

i Cette méthode de variation des constantes, due & Lagrange, s’appelle
aussi calcul des perturbations ; elle est essentielle & la Meécanique Céleste. R

(12.113)

MOMENTS GALILEENS

(12.11% Soient ¥ I’espace d’évolution et U l’espace des mouvements d’un systéme
dynamique (Fig. 12.III).

Nous supposons que le systéme est isolé, et qu’il vérifie le principe de

Maxwell.

Nous savons que V est une variété présymplectique (12. 100), et que le
groupe de Galilée G opére sur ¥ en préservant la forme de Lagrange (12.76) ;

“ﬁ) G est donc un groupe dynamique de V (Définition (11.1)); nous pouvons -

‘appliquer les résultats du § 11.

Soit
o 4 b ¢ AeSO(3) beR?®, ceR?
(12.115) a=|0 1 e ee R
0 0 1

. . dr; L
(") Il 0’y a pas de paradoxe du fait que —= v;; le probléme auxiliaire ne vérifie pas -

dt
les équations de la dynamique.
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Fig. 12.10.
un élément du groupe de Galilée; il opére sur ¥V suivant les  formules
(12.76) :
t—t+e
(12.116) : r; = A[T) + bt + ¢

' V;—> Av) + b

définissant ainsi une transformation canonique de ¥ notée g,.

Soit y = [ ry | un point variable de V; désignons par x = P(y) le

N

mouvement défini par la condition initiale y; on sait que le groupe de
Galilée opére aussi sur Pespace des mouvements U, suivant la formule

12.117) o ay(P(»)) = Pla(y)

et constitue ainsi un groupe dynamique de U (11.6).



(12.118)

_}(‘1 150 _ — ‘M ts galiléens
Soit
j@ B y| | @cR*; peR®; yeR®
Z=| 0 0 ¢ ) g€ R
0 0 0

(2.119)

- (12.120)
(12.121)

(12.122)

(12.123)

un élément de I’algébre de Lie ¢ de G (notations (12.74)) ; on sait que Z

_définit un champ de vecteurs Zy sur V, et aussi un champ de vecteurs Zy

de U : la définition (6. 11) montre qu’on peut le calculer pat la formule

. 20) = 8]

aveca =1, 8a = Z, ccigﬁj'"é@gduit immédiatement &

8t = ¢
= xr+ Pty

dvy=o xv;+ B

Nous pouvons appliquer le théoréme de Noether, sous sa forme générale
symplectique : il existe (au moins localement) une application Y[y + u]

de V dans le dual ¥* de Palgébre de Lie, définie par

“(ZV(J’)) = — Vu.Z]

le torseur p est le moment du groupe de Galilée opérantisur V, et-il est
intégrale Rremiére des équations du mouvement, C’est-d-dire que Y(y) ne
dépend que du mouvement. x = P(y) (11. 12) ; en d’autres termes, il existe
une application x > p (définissant 4’ailleurs le moment de G opérant sur U
(11.13)) [Fig. 12.111]. '

u opérant linéairement sur %, on peut poser

WZ) = (Lod - (g B> +<(p1>— B

leR®; geR®; peR®; EeR

1

pous désignerons le torseur p ainsi défini par la ﬁotation;

p={LenpE}

- (12.130)

N
-
~
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12.124)

o .

(12.125)

(12.128)

(12.129)

La déﬁniﬁon (12.120) de p peut s’écrire
o(dy) By). = duZ)  Vdv

8y étant fourni par (12. 119); en se reportant & PPexpression (12.46) de o, -
on trouve la valeur de du; on sait a priori qu’il s’agit d’une « différentielle
totale », que I’on peut intégrer; ce qui définit u 4 une constante additive
pres. .

Exemple

Considérons un point de masse unité, qui n’est soumis-a aucune force.
Le -calcul donne immédiatement la solution suivante dé (12.124)

b= {xxv,r—vt,v,%\\ﬂlz}--

1l ést bien clair.que u est constant pour tout mouvement (qui-est rectiligne
. uniforme). ' :
. Appliquons 2 ce cas le théoréme (11.17);.si on désigne par ¥ Yapplica-
ion y > 4, on sait qu’il doit exister une application 6, de G dans g%,
elle que . .

0@ = V() — anl¥(y)) aeG, yeV

le calcul donne immédiatement
! / . 1 2 . .
/ Opla) = cxb,c—be,b,illbll ;

o sait que 6, vérifie lidentité (11 17Q)
(

L Bo(a.a") = 6o(a) + as+(0(@)

\

c’est-a-~dire que 8, est un @*-cocycle du groupe de Galilée G (11.19), et
que sa dérivée & Porigine f, est une 2-forme vérifiant Pidentité

D 2 + 12D (2 2D + f2) (2, 2) = 0
on le constate directement sur Pexpression de f, déduite de (12. 127) :
W@ @) = B> — (B

On vérifie facilement que O n’est pas un cobord — en appliquant la
&finition (11.19) : 6, définit donc une classe non nulle de cohomologie -
ymplectique (11.30, 31) du groupe de Galilée. R 4 .



152 - — Moments galiléens

12.131) _— Réciproquement, on peut chercher directement les cocycles symplec-
tiques du groupe ; en utilisant la proposition (11.22¢) et I'identité (11 .33),
un calcul assez long, mais élémentaire (') montre que la dimension de

ﬁ Pespace de cohomologie symplectique du groupe de Galilée est égale a 1,
c’est-a-dire que tout cocycle symplectique 0 est donné & partir de cocycle 8,
ci-dessus (12.127), par la formule

(12.132) 0(a) = ag:(pto) — Ho + mbola)
Uo étant un torseur, m un nombre repérant la classe de cohomologie de 0 ;
sa dérivée f pour a = 1 s’écrit donc :

f@)(Z) = nlz, 21 + mfo(Z)(Z') -

— Revenons au cas gé’nég'a:i_:d’un systéme dynamique isolé vérifiant le

principe de Maxwell, et appli_ciuqns-lui la formule (11.17 %), en y rem-

" plagant f par sa valeur (12.‘1"33);\‘ si le systéme posséde un moment u,

on peut choisir ce moment (en lui retranchant po, ce qui est loisible eu
égard 4 (12.133)), de fagon que '

o Zy(M) (Z3(¥)) = HZ, Z'] + mfo(Z) (Z) -

- En iemplaqant dans le systéme (12.124), (12.134) 6, p, fo par leurs expres-

sions respectives (12.46), (12.123), (12.130), on obtient le systéme d’équa-
tions suivant : : ,

(12.133)

(12.134)

Al ’(‘=Z’;11

i

_Q? . B.=0 Yj

I1i

O N T,

k12.135)

P | 1=2rxmy, g =Y mjy; — v;il p=3ymy;
J- J :

i

( ) dE:d{%gmj“.vjuz}—§<Ej»drj> vdy

(1 Voir V. Bargmann, Ann. Math., 59, 1 (1954) p. 1-41; le point de vue est différent, mais -

le calcul algébrique est le méme. i
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Commentaires
(12.136) — @ montre que la masse totale du systéme Z m; peut étre ihterprétée_ :

o

comme caractérisant la classe de cohomologie ccj)rrcspondante du groupe
de Galilée. Comme cette classe de cohomologie n’est jamais nulle, il en
"ﬁ) résulte que le lagrangien du principe de Hamilton n’est pas invariant par le

groupe de Galilée, quels que soient le choix des potentiels et de la jauge’
(voir (11.21)). & S

— ¥ montre que la forme de Lagrange d’un systéme isolé se réduit a
I’expression « classique » (12.40), les E; coincidant alors avec les forces F;: Bl
On voit donc que la mécanique classique semble impuissante & décrire,
par exemple, un systéme d’aimants libres dans I’espace, puisque le champ -
magnétique B créé par le systeme doit &tre nul. '

En fait, ce paradoxe se résout en supposant les aimants constitués, non
de points matériels, mais de particules 4 spin pourvues d’un moment magné-
tique ; nous verrons plus loin (15. 53) que I’on peut ainsi décrire les forces
magnétostatiques qui s'exercent entre aimants, sans introduire la relativite.
‘On sait d’ailleurs que & ferromaggnétisme est effectivement did au moment -.
magnétique propre des électrons de Iaimant, et non A leur mouvement
orbital. W

— Les équations ) expriment. que la résultante générale Y F; et le

(12.137)

(12.138) §

(12.139).
I J
moment résultant Y, x; x F; des forces sont nuls (c’est;a-dire que le torseur

J R
cuclidien de ces forces est mud (voir (12.20), (12.21))); on peut montrer :
Péquivalence de cette proposition avec P’existence d’une décomposition-

Fj= ; ij,

T Ik#

telle que Fy, + F;; = 0 et que F soit paralitle ar;—r,on reconnait le
_ﬁ -“principe d’égalité de Uaction et de la réaction, tel qu’il a été formulé par
. Newton, Celui-ci apparait donc comme une conséquence du principe de

relativité galiléenne et du principe de Maxwell. N

(12.1405'

— Les égalités & permettent de reconnaitre dans 1 le moment cinétique
et dans p I'impulsion du systéme (dit aussi « moment linéaire »). '
Quant 4 g, on peut le mettre sous la forme
‘ g=mR —pt

(12.141)

en introduisant le centre de gravité R.

La constance de p, 1 et g sont des théorémes classiques ; en particulier
la constance de g indique que le mouvement du centre de gravité est recti-
ligne et uniforme : c’est le principe de Dinertie de Galilée. ll
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— La formule ( peut s*écrire

(12,142) E= -;—ij'u Y I? + o(ry, ..., ry) + Cte
J

v étant une fonction telle que gTv = — E;, donc un potentiel (Défini-
! . J . '
tion (12.91)); on constate que /e temps ne figure pas dans I’expression de v.
On reconnait dans E'la grandeur appelée énergie, somme de / “énergie

potentielle v et de ’énergie cinétique %Z m; || v; |12 ; le fait que E soit une
: :

intégrale premiére s’appelle principe de conservation de | *énergie, ou encore
théoréme des forces vives, selon la méthode d’exposition choisie.

(12.143) -— On voit que la stru'cvtgliréfdg._ groupe de Galilée ne permet pas de choisir
la constante additive qui figiire ‘dans Pexpression (12-142) de Iénergie (*),
ni d’ailleurs d’assurer I’existence globale dé E : il pourrait arriver que I’éner-
gie soit une fonction multiforme (®; le fait que-ce cas ne se rencontre pas
dans la nature peut &tre pdrté au crédit de la mécanique relativiste. W

1::; (12.144) — Indiquons, sans entrer dans les détails, que les résultats ci-dessus -

s’appliquent aussi & un systéme isolé soumis d des liaisonsholonomes par-
Jaites, & condition, bien entendu, que les liaisons vérifient gussi le principe
de relativité galiléenne, sous la forme (12.78). °

EXEMPLES DE GROUPES DYNAMIQUES

(12.145) Pour des systémes dynamiques particuliers, il peut exister divers groupes
.- - de Lie opérant sur I’espace des mouvements, et invariant la forme de
Lagrange; ce sont des groupes dynamiques, au sens (11.1) et aussi selon

une terminologie qui a cours chez les physiciens. Citons quelques exémples,

sans détailler les calculs. i '

(12.146) g Considérons deux systémes dynamiques qui évoluent indépendam-
ment I'un de 'autre;; il est clair que les deux systémes considérés ensemble
forment encore un systéme; il est immédiat de vérifier que espace des
mouvements du systéme composé. est le produit direct des espaces des mouve-
ments des systémes composants, au sens .7) du produit direct de deux
& variétés symplectiques. :

o

(*) Ceci résulte du fait que la formule (12.134) ne précise la valeur de u que sur I'algébre
de Lie dérivée de %, qui, est définie par I'équation ¢ = 0 (notation (12. 118)).

(*) Abus de langage signifiant que E est définie sur le revétement universel de V (supposée

connexg) :cerevétement est en effet une variété simplement connexe symplectique (voir (10.25))
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Par contre I’espace d’évolution n’est pas le produit direct des espaces -
: d’évolution : cela résulte notamment du fait que la dimension d’un espace
| d’évolution est impaire. '
Si G est un groupe dynamique pour chaque systéme composant, G x G
(produit direct de G par lui-méme) est un groupe dynamique du systéme
composé : il suffit de faire opérer un élément a, de G sur le mouvement du
premier systéme, un élément a, sur le second:

Dans le cas d’un systéme composé de deux systémes isolés, on voit que
le moment galiléen du systéme composé est la somme des moments galiléens
- de chaque systéme composant ; céci vaut indépendamment pour le moment
cinétique, 'impulsion, énergie et la grandeur g. W

(12.147)

(12.148) — Considérons un p/dint matériel soumis & une force centrale ¥ = rf ™,

Jf étant une fonction différentiable. On vérifie immédiatement que I’espace
d’évolution admet SO(3)-x R comme groupe dynamique : il suffit de
faire b = 0, ¢ = 0 dans les équations (12.115), (12.116); ce groupe dyna-
mique est un sous-groupe de Lie du groupe de Galilée. Bien entendu
SO@3) x R est aussi un groupe dynamique pour l'espace des mouve-
ments U. & ' :

(12.149) — Ceci s’applique en particulier au cas des mouvements képlériens
(f(r) = — kmr=3) étudié ci-dessus en (12.3). o :

On peut remarquer dans ce cas que U n’est pas une variété Séparée ;& -
chaque mouvement rectiligne x se terminant par un choc sur le centre
attractif & I'instant #, correspond un autre mouvement x', débutant 3
Pinstant #,, tel que tout ouvert contenant x et tout ouvert contenant x"_i ,
se rencontrent. Mais si 'on convient d’identifier ces mouvements, on
construit une variété des mouvements U, qui est séparée. i

Considérons I’ensemble U, des mouvements bornés dans I’espace (tra-
Jectoires circulaires, elliptiques ou selon un segment de droite) ; on. peut
montrer que Uy est un ouvert de U, difféomorphe 4 S, x S, x Sy X R,
qui admet SO(4) x R comme groupe dynamique (*); & ce groupe corres-
-pond un moment u, que I’on peut noter {1, a, E }: u vérifie les relations

. 1 R e ®

(La)=0etE= - MMal T ||l!| T E, qui est d’ailleurs la déter-
mination choisie habituellement de ’énergie, est donc négative pour ces
mouvements. \

I est le moment cinétique déja considéré en (12.3) (¥ ; quant au vecteur a,
il se rattache au « vecteur de Lenz » e (12. 3)parlaformulea = ¢/./~ 2 E;
Texistence d’une intégrale premiére « accidentelle » e peut donc se ratta-
cher a ’existence d’un groupe dynamique particulier, il

™ Voir. H. Bacry, H. Ruegg, J.-M. Souriau, Commun. Math. Phys., 3, (1966), p. 323.
(®) On suppose les unités choisies de sorte quek=1m=1 :
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— Lorsqu on veut étudier les vibrations d’un systtme dynamique au (12.152) — Soit G un groupe dynamique d’un systéme dynamique donné, possé-

voisinage d’une posmon d’équilibre, on utilise souvent la linéarisation,
méthode bien connue (*) qui consiste & remplacer le systéme par un systéme
« peu différent » et plus facile & étudier, appelé « oscillateur linéaire »,
ou encore « oscillateur harmonique ». Le systéme donné étant supposé
vérifier le principe de Maxwell, on constate que I'oscillateur harmonique
associé le vérifie aussi, et que Pespace symplectique U de ses mouvements
est un-espace vectoriel symplectique, au sens (8.10). Nous connaissons donc
un groupe dynamique G de U : c’est le groupe symplectique affine, ensemble -

A B
des matrices a = 0 ' (4eSp (U), Be U) opérant sur U selon
1 .

a(x) = A(x) + B (voir (10.12)). Si on désigne par 2p la dimension de U,
la dimension de ce groupe est p(2 p + 3) (voir (8.21)).

— Les sous-groupes de Lie de G sont donc aussi des groupes dynamiques
de I'oscillateur harmonique (11.3); par exemple le groupe des translations
de U(A = 1); ou encore le groupe symplectique Sp (U) (B = 0); ou scs
sous-groupes isomorphes 2 U(p) (cf. (8.26)) ou & SU(p), dont les dimen-
sions sont respectivement p? et p* — 1 ((6.66), (6.67)). W

— Comme exemple d’oscillateur harmonique, considérons un point
attiré par une force centrale proportionnelle a la distance, ce qui peut
s’écrire .
<> . F=—mow*r.

Les équations du mouvement s’intégrent 4 I'aide de deux vecteurs cons-
tants AetB :

\V r = Acoswt + Bsinwt.

On peut identifier un mouvement x avec le couple ( ), et on trouve
-\B
immédiatement

& ‘o(dx) (6x) = mw[{ dB, 84 > — (8B, dA4 >]

ce qui met en évidence la structure vectorielle symplectique de 'espace des
mouvements.

. Ici le groupe symplectique affine a la dimension 27; on: peut prendre
: comme sous-groupe isomorphe & U(3) le groupe

(A A+ iB—> a4 +iB) [aeUQ3)]. &

(Y Voir par exemple la Mécanique de Landau et Lifchitz.

dant un moment u. Si la classe de cohomologie correspondante est nulle,
on peut choisir le moment de sorte que :

o [(Z), MZ Ypaison = M(Z, Z'lie) ~ VZ, Z' constants

Cest une conséquence immédiate de la formule (11.17 ), ob I'on fait
f =0, de la définition (9.22) du crochet de Poisson et de la définition
(11.9) du moment d’un groupe dynamique (*).

Supposons de plus que G soit un groupe connexe et abélien et que les.

orbites aient la méme dimension » que G. .
On voit alors que les orbites sont isotropes (9.33), et que I'espace vecto-

riel orthogonal a Porbite passant par x est ker ( ”) (11.17¢), donc que

les équations u-= Cte définissent des vanetes co-isotropes de dimen-
sion2 p — n[(8.6¢), (8.3f), (1.40)], donc présymplectiques (9.35). Chaque
orbite est d’ailleurs plongée dans une variété u = Cte, et constitue plus
précisément une feuille de celle-ci (Définition (9.8)). B

Ceci s’applique en particulier au cas des systémes conservatifs, c’est-a-dire

els que le groupe des translations dans le temps (r; > 1), V; > V;, £ B £ + Cte)
préserve la forme de Lagrange. Le moment de ce groupe esf, au signe pres,
I’énergie E du systéme ; si la variété U des mouvements ne comporte pas
d’équilibres, les équations E = Cte sont des variétés de dimension 2 p — 1,
présymplectiques, admettant comme feuilles les orbites du groupe.-Chaque
feuille définit donc un mouvement non dazé (on dit parfois un état station-
naire du systéme) ; si une variété E = Cte est sécable, les orbites correspon-
dant 2 cette valeur de I’énergie forment une variété symplectique de dimen-
sion 2 p — 2 (Théoréme (9.10)). N .
C’est le cas notamment pour le probléme de Képler; I'ensemble des
états stationnaires correspondant a une valeur négative de I’énergie est
symplectomorphe au produit direct symplectique de deux sphéres (munies
chacune de la structure symplectique définie en (11.40), avec la méme
valeur de 1). Ces sphéres sont décrites respectivement par les vecteurs
e+l /—2Ee—1./—2E. 1l sensuit que cette variété admet
SO(3) x SO(3) comme groupe dynamique (voir (11.40) et (12.147)). B

De méme, dans le cas de ’oscillateur harmonique considéré en (12.151),
énergic est E=1/2 mo?[|| A |> + | B|*]; I'ensemble des états station-

(1) Par abus de langage, on dit parfois que G est un « groupe dynamique » §’il existe une -
application différentiable x ~ u d’un ouvert de I’espace des mouvements U dans le dual ¥*
de P'algebre de-Lie de G, vérifiant ¢} ; mais il ne s’agit 12 que d’une propriété de la dimension 2 p
de U (puisque deux variétés symplectiques de méme dimension sont localement symplecto-’
morphes) dont Pintérét physique semble assez mince.
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naires correspondant & une valeur positive de E constitue une variété
symplectique de dimension 4, difféomorphe & 'ensemble des sous-espaces
vectoriels complexes de dimension 1 de C? (espace projectif complexe) ;
: cette variété admet U(3) comme groupe dynamique ; en fait c’est seulement
e quotient U(3)/U(1), noté aussi SUQ3)/Zs, qui opére effectivement. W

(12.156) :
roupes de similitudes canoniques.

‘Ainsi, les substitutions : r; > a? r; Vb avg te a~3t sont des
similitudes canoniques de ’espace d’évolution du probléme newtonien des
N corps, donc aussi de son espace des mouvements (10.21) ; par dérivation,
on obtient une similitude canonique infinitésimale :

¢ or; = —25;‘ Sy =vy; Bt= -3t

qui fournit un potentiel @ de la forme de Lagrange (10.37); la 1-forme w
est un invariant intégral des équations du mouvement.

—_ On rencontre aussi, dans certains problémes de dynamique, des.

(13.0)

L (13.1)

§ 13 PRINCIPES DE LA
MECANIQUE SYMPLECTIQUE

MECANIQUE SYMPLECTIQUE NON RELATIVISTE

Considérons un systéme dynamique classique.

Sa description élémentaire consiste & le décomposer en points matériels,
et & formuler les lois donnant les forces auxquelles ces points sont soumis.
Si ces lois vérifient le principe de Maxwell-(12.90), les procédures que nous
avons étudiées au paragraphe précédent (construction de I'espace d’évo-
lution et de sa forme de Lagrange, intégration des équations du mouvement,
passage au quotient) aboutissent 4 la construction d’une variété symplec-
tique, I’espace des mouvements. ‘ ' )

Nous allons maintenant renoncer & la notion de point matériel et de
force, et prendre comme axiomes de la mécanique des proprietés essentielles
de I'espace des mouvements (%) : ' o

1. — L’ensemble des mouvements d’un systéme dynamique est une
variété symplectique connexe.

II. — Si plusieurs systémes dynamiques évoluent indépendamment, la
variété des mouvements du systéme composé est le produit direct
symplectique des variétés des systémes composants.

TII. — Si un systéme dynamique est isolé, la variété de ses mouvements
admet le groupe de Galilée comme groupe dynamique.

On renonce donc, non seulement & la hotion de point matériel, mais
aussi & celle d’espace d’évolution (et, & fortiori, d’espace de phases,
d’« espace de configuration », etc.). L’espace euclidien et le temps eux-
mémes ne sont évoqués qu’indirectement 4 travers le groupe de Galilee A.

Comme ces principes (13.1) sont valables en mécanique classique (voir
respectivement (12.100), (12.146), (12.117)), il n’y a pour I’instant pas de
rupture avec celle-ci, mais simplement un élargissement, qui permet de

Q) Déﬁnitions : variété symplectigue : (9.1) — produit direct symplectique : (9.7) —
groupe de Galilée : (12.73) — groupe dynamique : (11.1).
(?) Ces renoncements sont familiers en mécanique quantique.
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(13.2)

(13.3)

(13 4

(13.5)

non relativiste

Mé ‘1 L ¢ 4 I "l
traiter de nouveaux systémes dynamiques — nous verrons plus loin des
exemples.

Bien entendu, c’est I’analogie avec les cas classiques qui nous gu1dera

dans I'interprétation physique. l

Considérons un systéme dynamique isolé ; nous considérerons que sa
structure est entiérement caractérisée par ses propriétés symplectiques et
par la fagon dont le groupe de Galilée G opere sur lui. De fagon plus précise,
deux systémes dynamiques isolés, ayant pour espaces de mouvements U
et U’, seront dit tsomorphes ¢°il existe un symplectomorphisme ® de U U,
tel que

Play(x)) = ap(P(x)) VYxeU, Vae G;

on dira dans ce cas que: les systemes dynamiques ont méme modéle, et que
& est un tsomorphzsme du gremler systéme au second.

MOMENTS, MASSE ET BARYCENTRE

L’étude des moments galiléens d’un systéme isolé, faite au paragraphe
prétédent, reste valable dans la mesure ot elle ne met pas en jeu I’expression
explicite (12.45) de la forme de Lagrange : le groupe de Galilée G des

matrices
14 b ¢ AeS0@3),. beR?*, ceR?
a=]0 1 e ee R
0 0 1

opére sur ’espace U des mouvements d’un systéme dynamique isolé en
conservant la forme de Lagrange (13.1.1I1); & tout élément de Ialgebre
deLie 9 deG .

j@ B ¥ o,p,7eR?
Z= 0 0 ¢ ceeR
0 0 0

correspond un champ de vecteurs Z; de U, qui constitue une transforma-

tion canonique infinitésimale. Le moment correspondant (Deﬁmtlon 1.7

a été noté

p={lLgpE}

-

(13.6)

(13.7)

Ch

(13.8) .

'_'(13.9.)

(13.10),
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il opere sur 1’algeébre de Lie selon la regle

w2Z) =

(l,m>—<g,ﬂ)+(p,7)—Ea

"Nous supposerons esgentiellement que ce moment existe (') ; nous savons
alors que le groupe dynamique G posséde une classe de cohomologze sym-
plectique (§ 11), qui peut étre repérée 3 I'aide d*un nombre m (12.132):
4 cause de (12.135@) nous appellerons m. la’ masse du systéme; nous
pouvons donc 4 priori considérer des systémes de masse nulle ou négative,

Comme en (12.134), on voxt que I’on peut choisir la constante additive
dans u de fagon que

oAZo) (Z50)) = W(Z, Z) + m (v’ > — { By >}

— Les commnientaires des formules (12.135) nous fournissent alors
I'interprétation physique du moment ur': 1 est le moment cinétique du systéme,
p son impulsion, E son énergie ; quant 3 la grandeur g, elle nous donne la.
définition du cenire de gravité (ou barycentre) : c’est le point R possédant
le mouvement rectiligne uniforme défini par ’équation

RE————pt+g
m

a condition bien entendu que la masse m ne soit pas nulle ; on peut vérifier
que ce mouvement ne dépend pas du référentiel d’inertie choisi. .
Les grandeurs 1, g, p sont d’ailleurs complétement définies par la for-

mule (13.8); quant Iénergie E, elle contient une constante additive
arbltralre

— Pour un systéme composé de divers systémes isolés, on' vérifie —

 comme conséquence de (13.1.1I) — que les quantités m, I, g, p, E sont

additives ; il en résulte notamment que le centre de gravite du systéme

~ composé est donné par la formule usuelle -

ENLY
2”‘1‘

- A chaque instant ¢. B

v

f
*) On peut considérer qu’il s’agit d’un nouveau principe (voir (12.143)); prmc1pe que.

" la mécanique newtonienne peut emprunter sans aliénation, 4 la mécamque relativiste (voir
* -ci-dessous (13.81)).

SOURIAU. — Structure des systémes dynamiques i 7
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(13.13)

(13.14)

kS )

ts, masse et barycentre

— Si on effectue un changement d’unités pour les grandeurs r, ¢, o‘, de
la forme

o T
-2
A

les formules précédentes nous donnent les régles de transformation des
autres variables; régles qui peuvent se résumer par les « équations aux
dimensions » suivantes : :

® 1 1 A
r| L

B g |ATL? :
t | T m |ATL™2

' p | AL™! ‘
g | A ~ —1—

; T E | AT}

Si on désigne; selon la coutume, par-M la dimension ;de la masse, on voit
que A s’écrit ML2 =1 (on appelle action toute grandeur ayant cette équa-
tion aux dlmensmns, parce -que C’est le cas de l’actxon hamiltonienne
(12.96)). En remplagant A par cette valeur ML? T, on retrouve les
équations aux dimensions usuelles de la mécanique classique ; elles restent
donc valables en mécanique symplectique.

,DECOMPOSITION BARYCENTRIQUE

[ THEOREME

Soit G un groupe dynamique d’une variété symplectique connexe V,
possédant le moment y ; soit 6 le cocycle correspondant (notations (11.17)).

1) Soit G un sous-groupe de Lie de G, d’algébre dé Lie 4. Alors G est
un groupe dynamique de V, possédant le moment J induit de u

wzZ) VZed.

2) Supposons de plus que G soit un sous-groupe-invariant de G ; dési-

gnons par . ’application x > i, par ag. la représentation duale de la

3.14)

. Chapitre Il

par 8 Iapplication

6(a) (Z2) = o(a) Z) VvVZed.

On a-alors

©

Vae G ().

Hav) - as.f®) = ¥a)

La vérification est immédiate.

THEOREME

Soit G un groupe dynamique d’une variété sympiectique connexe V,

~ possédant un moment u (notations (11.17)).
On suppose que G est connexe et abelzen et que la 2-forme f (nota-
tion 11.17¢) est réguliére. Alors :

a) 0 est un isomorphisme entre le groupe de Lie G et le groupe addi-
tf 9* (%);

b) Si 'on pose a(/,t) (W) = uf~*(u), ¥* devient un espace vectoriel
symplectique ;

¢) ¢ induit, sur chaque orbzte, un symplectomorphzsme de cclle—m
avec ¥*;

d) V est symplectomorphe, soit & ¥*, soit au produit direct 9* x V,,
V, étant la variété plongée dans ¥, d’équation ¢ = 0, munie de sa structure

NS,

| symplectique induite.

——ob—— ——L——-—-‘x
a [
e 0 "o v v v,
G g* v

— G étant abélien, la représentation adjointe est triviale (ay(Z) =
1a ‘représentation ‘co-adjointe ; le crochet de Lie est nul dans % ; les formules

(1117, @, O, @, #) deviennent respectivement :

0(a x b) = 6(a) + 0()

Ylay(x) = ¥(x) + 6(a)
D) (x) (Zy(x) = £(Z)
o(Zy(x)) (Zv(x)) = f(2) (Z")

..(") Comme G est invariant, [Ze'#, aeG] = [a,(Z) e %] (voir (6.23)); si on pose
' 35(Z) = 24(2) ‘

a~ est donc bien une representatxon de G sur 4.
.(® Ceci montre que § est un #*-cocycle de G.

VZe#,

T (®) C’est simultanément un isomorphisme de groupes et un difftomorphisme de variétés,
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representanon induite sur & par la representaqon adjomte de G®, et

Z), donc aussi

- R P R



Décomposition barycentrique

Comme la dérivée de § en I’élément neutre e, soit f; est réguliére, il existeun ouvert E
de G, contenant e, ol 1a restriction de @ est un difféomorphisme (Théoréme (1.35)) ;
val (0) contient donc une boule de centre 0 dans ¥* ; comme 0@ = 2 0(a) selon @,
on voit que val () est en fait ¥* tout entier.

Soit I" le groupe des translations a¢ telles que 6(a) = - 0; les éléments.de I' sont
des diffsomorphismes de G ; on vérifie immédiatement que les images de E par I’
sont deux & deux disjointes ; les conditions (1.43) sont vérifiées, le theoreme (1.45)
montte que (G, I', 0) est un revétement de ¥* (Théorémes (1.56), (1. 57)) comme ¥*
" est simplement connexe (1.54), T est réduit & son élément neutre (1.58). Il en
résulte que § est un difféomorphisme de G avec 9*; ¢ montre que c’est aussi un
isomorphisme de groupes; d’ot (4). La formule ¢ montre alors que ¥ est une
bijection de chaque orbite avec ¥*. Soient dx = Zy(x), d'x = Zy(x) deux vecteurs
tangents & I'orbite; ¢ montre quc dp = f(Z2),d'u = f(Z'), et § que

o(dx) (d 'x) = f (Z) (Z) = du(/~Hd'w) = o(dp) (['w);

d’ou (b) et (). -

— Sila dimension de V est egale 4 celle de G, les orbites sont des variétés plongées
dans V, de méme dimension, donc ouvertes, et deux 4 deux disjointes. Comme V'
est connexe, il y a une seule orbite, ¥ est un symplectomorphisme de ¥ avec ¥*.

Supposons maintenant la dimension 2 n de V différente de celle, 2 p, de G; il est
clair que le rang de D(i) (x) est égal 4 2 p, donc que chaque équation Y(x) =
définit une variété ¥V, , de dimension 2(n — p) plongée dans ¥ (Théoréme (1.40)) ;
{ montre que chaque orbite et chaque variété ¥, se coupent en un seul point;
en particulier, I'intersection de I'orbite de x avec V0 est i

@ T ov=0" = ¥y ()

Papplication x » v est donc différentiable.

A
L’application x < ) est donc un difféomorphisme de ¥V avec ¥* x V,,
v

. o .
puisque l'application inverse est (v ) b 07 (u)y (v), donc aussi différentiable. On

peut alors écrire

o (xg, L g
J(dx). Ox) = a(a du + % dv) (6#6 + % SV) ;

les vecteurs g% du-sont tangents A une orbite, donc de la forme Zy(x); ¢ montre

que les vecteurs %J;c dv sont tangents & la variété ¥, passant par x, donc ortho-

gonaux aux précédents [grice a la définition méme (11.7) du moment] ; en utili-
sant (c) et le fait que les g, sont des symplectomorphismes, il vient

a(dx) (0x) = o(dp) () + o(dv) (Bv) .

. . fr .
ce qui montre que ¥, est symplectique et que x > ( ) est un symplectomorphisme
v .

de Vavec 4 x V. ; : C.QFD. .
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— 1l se trouve que le groupe de Galilée G posséde un sous-groupe de Lie

ﬁ invariant abélien G, ensemble des

|t
-
(]

a=]0 1 0 beR?®; ceR?
0

"dont Ialgébre de Lie % est I’ensemble des

0 B v
2 Z=|0 0 0 BeR3; yeR®.
0 0

0

Considérons donc un systéme dynamiqﬁe isolé (au sens général (13.1));

le théoréme (13.14) nous donne les résultats suivants :

1. partlr du moment galiléen p = {1, g, p, E } par la formule

“‘nous noterons

— Gest groupe dynamque du systéme, et possede le moment 7 défini 3

MZ)=<{py>—-<8B) VZed; *.

B={gp}.

— Lapplication § : .
B@)=m{cb}

vérifie (]3.\14@)5'; le cocycle symplectique correspondant f de Palgébre

.de Lie & ‘est donné par

f@@y=m{By)> - (B1>] VZZ'e@.

"Sim (qui est la masse généralisée du systeme au sens (13.7)) n’est pas nulle,
f est régulier, on peut appliquer le théoréme (13.15) : le groupe de Lie G

,1somorphe au groupe additif R® (ce qui se vérifie d’ailleurs immédia-
nent) ; 59 * devient un espace vectoriel symplectique en posant

o{{ dg, dp }) ({ g, 3p }) = — [ dp, 5g > — < 3p, dg )]

1
m
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(13.23)

(13.24)

(13.25)

(13.26)

(13.27)
(13.28)

(13:29)

3

Dé. ition barycentrique

¢t I'application Vix b F] est un symplectomorphisme de chaque orbite
de G avec %*. Deux cas sont possibles & priori : ‘

N 1) La dimension de U est 6; alors U est symplectomorphe a G~ ;

en utilisant comme variables le temps ¢, le centre de gravité R (13.10) et

sa vitesse V =.p/m, on trouve :
o(dx) (0x) = o(dp) BF) = (m dV,8R — V8t )>—(m 8V, dR — V dt)

on voit que le systéme est isomorphe (au sens (13.2)) d un point matériel
libre. W - ' ‘ '

2) La dimension de Uest > 8 ; alors il existe un symplectomorphisme x :

i
1) = ()
v

de U avec un produit direct * x Us.

G peu;c s’interpréter, grice & (13.23), comme la variété des mouvements:

du centre de gravité, supposé doué de la masse m.

U, est la variété des mouvements dans lesquels fi est nul, c’est-a-dire_f
dans lesquels le centre de gravité reste imimobile 'a I’origine du repére’
d’inertie choisi (mouvements autour du centre de gravité); v s'appelle le;

‘mouvement propre. |

— On peut vérifier que le groupe de Galilée respecte cette décomposition,

Cest-a-dire qu’on peut faite opérer G sur @* et sur U, de fagon que

(ay(x)) = 2gP) |
R ' ~ \ag®
avee

age(fi) = fiog”ly + @) )
ay,v) = F@)y 0)

F étant "’homomorphisme du groupe G dans !ui-méme défini par

[0(Fa) =0, a.Fa)'e G] iVaeG

(Y Clest la représentation adjointe de G qui figure au second: membre.
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ou, ce qui est équivalent, par

A b ¢ A 0 0
F_O 1 e =l0 1 e
0 0 1 0 0 1

). — On voit que G n’opére sur U, que par P'intermédiaire de G, = val (F),

qui. est le sous-groupe de Lie des éléments de G qui conservent Uy, et qui
est isomorphe au groupe quotient G/G (a cause de (13 .29)), et 4 SO(3) x R
(& cause de (13.30)). o

- — Deplus G opére par éymplectomorphismcs sur chaque variété compo-
_sante; il en résulte que le produit direct G x G est qussiun groupe dynamique

. - a .
de U -+ il suffit de définir b> (x) par la formule

—=U

a ag«(i)
= . Va,beG, -
! ((i) (x)> (bvo(")) “oe

PPopération initiale (13.1.11I) étant la diagonale de celle-ci (@ = b); & cause
de (13.27), on voit ‘plus précisément que G x G est groupe dynamique
de U, en posant '

(5= (o)
X x)] =
bly by(v)

YVaeG
Vbe Gy

: donc: ‘

: Sila masse d’un systéme isolé n’est pas nulle, celui-ci admet comme groupe

dynamique le produit direct du groupe de Galilée G par le groupe
@3 x R W

en résulte &videmment que le moment galiléen est la somme d'un
ent orbital et d’un moment propre; le calcul donne :

#

;oI

) Ip i
y,orbltal——{mgxp,g,l’, 2m

- J propre = { lpropre» 0,0, Epropre }

.t?br,e‘et Epropre DE dépendant que du mouvement propre v. Avec les varia-
3%23), Te moment orbital s’écrit ()

m{RxV,R=V,V,3|V|*}. N

) Comparer avec (12.125).
o . ‘ t
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Exemples

_ Ces résultats s’appliquent d’abord a la mécanique classique, ol il
sont bien connus : : )

__ Dans le cas du probléme des deux corps (étoile double, atome d’hydro
géne), on peut caractériser un mouvement propre en étudiant un seul de
deux corps. qui semble attiré par le centre de gravité fixe suivant la lo
newtonienne : la variété. U, .de dimension 6, a été envisagée ci-dessus.
(12.149). 1 ‘

Iis s’appliquent aussi & la mécanique classique des systémes liés (vo
(12.144)). Dans le cas d’un solide libre (probléme d’Euler-Poinsot), U, est
diffeomorphe & SO(3) % R3, sa dimension est 6. Il y a exception dans le
cas ou le solide est rectiligne (une molécule biatomique par exemple),
ol U, est 'espace S3. des vecteurs tangents 4 une sphére (notation (1.31)),
donc de dimension 4: W’ b

Dans le cas non classique d’une particule a spin .(ci—dessous (14.43)),
U, est une sphére S,, munie de la structure symplectique définie en (11.40).

ESPACE DE MINKOWSKI ET GROUPE DE POINCARE

Revenons aux notations (12.57) : un événement X (c’est-a-dire un poi
de I’espace-temps E,) peut se repérer, dans un référentiel 4, par sa post
tion r et sa date ¢; ce qui s’écrit.

" ¥ re R?

(13.40) X=%

) 1 teR.

(13.41) — On appelle référentiel de Lorentz un référentiel d’inertie dans léqué
on a choisi I'unité de temps de sorte que la vitesse de la lumiére dans’
vide soit égale a 1 (1). ‘ .

(13.42) Soit % un référentiel de Lorentz k; on peut évidemment donner 4 ’espace;
temps E, une structure d’espace vectoriel en supposant que 2 est linéaire (%)
puis une structure d’espace euclidien (au sens (6.49)) telle que

- (13.43) | g(dx) @dx)=de? — | dr |

(*) Exemple : on prend comme unité de temps 3, 335 635 10~ seconde, I'unité de lo;
gueur &tant le centimeétre.

r "\ r+x (AN
(®) Les égalités 92( +9?(,2 Eﬂ( ,>, }.ﬂ()s
! i I+ 1 {

X", AX dans E,.

At

iy i
R ( ) sont prises com
définition des opérations X +

Chapitre Il -
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s

Le tenseur g est entiérement caractérisé par cette formule, sachant qu’il
est bilinéaire et symétrique (6.49); on trouve immédiatement

r | of
R
t t'

g\ = —(rnr)

L’espace-temps E,, muni de la structure ainsi définie, s’appelle espace de
Minkowski. ‘ ‘

En employant la transposition (Définition (6.53)), on constate que
(13.\-4{}) s’écrit ) '

- 1R3 0
0 1

RAR =

iqp e . s . . . .
en ‘désignant par 1z I'application identique de R® sur R’, c’est-d-dire
la. matrice ‘

1 0 O
0 1 0
0 0 1 .

Cecif:m‘ontre que E, est un .espace hyperbolique, d’indice d’inertie 1 et
imension 4 (Théoréme (6.72)). W '

On appelie groupe de Loreritz le groupe orthogonal O(E,) de I'espace de
inkowski (Définition (6.63)); le théoréme (6.76) montre que O(E,) est
un groupe de Lie de dimension 6, ayant 4 composantes connexes; on
ppelle groupe de Lorentz restreint la composante connexe de I’élément
re; c’est un sous-groupe de Lie ouvert, connexe, invariant, ayant
core:la dimension 6 (6.35). ‘

On ’dé:duit facilement du théoréme (6.75) que tout élément du groupe de
refitz restreint se met sous la forme .

4eS00)
beR?

.L'.— % .exp .

de'facon plus précise, I'application b > L définie par cette formule est

un difféomorphisme de SO(3) x R? sur le groupe de Lorentz restreint.
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(13.50)

(13.52)

(13.53)

-

(13.54)

(13.55)
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Espace de Minkowski

Ch

AJ.

On voit également qu’un élément de l’algebre de Lie du groupe de Lorentz
(cf. 6.62) peut s’écrire

A J(w)

B

7

weR?;

peR?

pitre 111

. nous pourrons aussi écrire

171

0

' — On appelle groupe de Poincaré (M) le groupe des matrices :

L ¢ .
o LeO(E,); Cek,

opérant sur I'espace de Minkowski suivant la formule

aX)=L.X+C

Il est clair que le groupe de Poincaré est un groupe de Lie de dimension 10
difféomorphe & O(E,) x E,; il a donc lui aussi 4 composantes connexe:
(1.50); la composante contenant I’élément neutre (groupe de Poincar
restreint) s’obtient en choisissant L dans le groupe de Lorentz restreint
ce groupe est donc difféomorphe &4 SO(3) x R7, et par conséquent a
groupe de Galilée (voir (12.73)).

Un élément de V'algébre de Lie du groupe de Pozncare sera noté

-

A T _ : o
= ’ A=~—A; I'eE,
0 .0/ :
en utilisant (13.50) et en posant (*)
“[® 0 y
. ' r= g i
0 1 g

(1) Ou encore « groupe de Lorentz non homogéne ».
(® &' est une application linéaire de R® sur E, x R.

e [ S .- Y - n - o

j@)y B vy @eR?; BeR®; yeR?
Z=R. B 0 |t eeR
0 0 0
Un torseur du groupe de Poincaré sera noté
p={MP} | M=-M, PcE,
et defini par Pidentité (*)
WMZ)= —4Tr(M.A) - P.T
en représgntant M et P dans le référentiel 4, sous la forme
oy g ' - 3
u=al” i | pegl® LgpeR
g 0 E EeR
la formule (13.58) donne (*)
MZy=<Lo)~-<gP)+<py)—E |. 1

o Une vérification directe permet d’établir les propositions suivantes :

— L’algbre de Lie ¢ du groupe de Poincaré est égale & son algebre
€rivée.

—-3L’espace de cohomologle symplecthue du groupe de Poincaré est
LC)-

Pour tout espace euclidien réel E, on peut définir une structure euclidienne sur l’espace
" des opérateurs antihermitiens de E en posant

gM)(A) = —$Tr(M.4) VM, AeE'.

2 Coniparer avec (12.122). :
2} Plus généralement, la ¥*-cohomologie du groupe est nulle; on peut remarquer que la
-cohomologle ne I’est pas : il existe un 4-cocycle non nul & défini par

' L ¢ 0 C .
0 qui n’est pas un %-cobord.
; 0 1 0 0/°
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..

(13.63)

(13.64)

(13.65)

(13.66)

(13.67)

rentiel :

MECANIQUE RELATIVISTE

— On postule en relativité restreinte, que les formules de passage d’un
référentiel de Lorentz £ & un autre £* s’écrivent

- R =a.R*,
a étant un élément du groupe de Poincaré restreint (*).
On en déduit immédiatement que la formule (13.43)
g(dX) (dX) = dr* — |jdr |?

est vraie dans fous les référentiels de Lorentz : ainsi s’explique le fait que

dans un référentiel 'd’inertie quelconque, la vitesse de propagation de la "
lumiére soit la méme dans toutes les directions (expérience de Michelson). -

Mais il faut renoncer“aux formules classiques de changement de réfé
: si on pose

[r
X=2 E.@*

...
*
I
K
~

1 1
avec

c ce R3

K. 4 3
=R " aR = e ecR

0 0 1
h 0 b\ (4 0 beR?, 4eSO@)
% =exp|_ . '
b 0 0 1

On voit en particulier, si b # 0, que r* dépend non seulement de ¢,

mais aussi de r : en théorie de la relativité, la notion 'de simultanéité dépend -

du référentiel choisi.

(") Le cas du groupe de Poincaré complet sera envisagé plu:s loin (14.64).

' Exemple : En prenant 4 = 1, c =0, e =0,b=

che 0 O she
™\ 1o 1 0 o )
#l 1o o0 1 o ]
she 0 0 cheo .

on peut interpréter cette formule comme décrivant un repére en mouve-
ment rectiligne uniforme par. rapport 3 un autre (le_ « train d’Einstein »),
avec une vitesse v = th ¢ (donc inférieure & celle de la lumiére) en rem-
plagant ch ¢ et sh ¢ par leurs valeurs IL/1 =% N on trouve
les formules de Lorentz, dont I'interprétation détaillée conduit aux notlons
bien connues-de « retard des horloges » et « contractlon de Lorentz ».

A fortlon les formules (12.59) de passage & un référentiel accéléré ou
' tournant ne sont plus valables ; il s’est passé fort longtemps avant que ’on:
“comprenne que ces formules n’ont pas de substitut relativiste ().

.— La relativité restreinte a une implication immédiate en mécanique :
pour appliquer le principe de relativité (12.72), il faut remplacer par (13.63).
les formules classiques (12.71) qui mettent en jeu le graupe de Galilée.

Nous modifierons en conséquence les axiomes (13.1) de la mécanique .
stmplectique (seul 'axiome III est changg) : :

I L’ensemble des mouvements d’un systeme dynamique est une
variété symplecﬁque connexe.
II Si plusieurs sysiémes dynamiques évoluent indépendamment, la -
“variété des mouvements du systéme composé est le produit direct
symplectique des variétés des systémes composants,
Il Si un. systéme dynamique est isolé, la variété de ses mouvements
‘admet le groupe de Poincaré restreint comme groupe dynamique.

Nous considérerons ces axiomes comme les principes de la mécanique
- relativiste.

“(*) Quand on veut décrire en mécanique classique un corps ¢lastique assez rigide, il est
’ commode comme premiére approximation, de le supposer solide; mais la définition d’un
- solide n’est pas comp'ﬁlble avec la relativité (parce que la déﬁmtlon de la distance de deux
points en mouvement met en jeu la notion de simultanéité, qui dépend, on le sait, du référenticl
. ¢hoisi). Il n’y a pas 1A de paradoxe : la théorie de 1'élasticité se formule de fagon cohérente en
relativité restreinte ou générale-(voir J. M. Souriau, Géométrie et relativité, Hermann, 1965) ;
il faut simplement renoncer & une approximation incompatible avec la structure de la théorie.
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13.72) -

(13;75)'

C3.76)

Meécanique relativiste

— Bien entendu, on adapte gussi la.définition (13.2) des isomorphismes
de deux systémes dynamlques isolés : ce seront les symplectomorphlsmes Q
vérifiant :

B(a,) = ay(B(x)  VaeG

G désignant cette fois le groupe de Poincaré.

~.— Soit U la variété symplectique des mouvements d’un systéme ,rela-
tiviste isolé. S

Comme le groupe de Poincaré restreint G est un groupe dynamiquade U,
et comme ’algebre. de Lie & de G est égale 4 son algébre dérivée (13.61),
le théoréme (11.8) nous "montre que G posséde un moment y, qui est un
torseur de G, et'pour lcquel nous adopterons les notations (13.57) 2 (13.60) ;
puisque la cohomologie symplectique de G est nulle (13.62), nous pouvons
choisir 1a constante additive qui figure dans u, de sorte que le cocycle
symplectique associé soit nul ; ce qui s’écrit (voir (11.17))

| Ylag(x) = 29*('/’(3;)) : Yae G

“en désignant par ¥ Papplication [x — pl.

La formule (11.17#) montre alors que

o(Z,() (ZHx) = HZ, Z]

on peut considérer cette formule comme une deﬁmtzon de b

— Notons que le théoréme (13.24) [qui donnait une décomposition
de U en produit direct et permettait de définir un groupe dynamique de
dimension 14 pour tout systéme classique isolé de masse non nulle] ne
s’étend pas au cas relativiste : ceci résulte du fait que le groupe de Poincaré G
ne posséde pas de sous-groupe abélien vérifiant les hypotheses du thco-

réme (13.15), donc a fortiori de tel sous-groupe mvarlant

— Le groupe de Galilée et le groupe de Poincaré soxijc deux sous-groupes
de Lie du groupe des transformations affines de l'espace-temps; leur
intersection G est donc un sous-groupe de Lie de chacun d’eux, ayant
comme algébre de Lie I'intersection & des algébres de Lie (Théoréme (6. 34)).

kmwf
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On trouve immédiatement (*)

(4 0 ¢

aeG < a={0 1 e
| 0 0 1
| jw 0 R
Ze% < Z= 0 0 ¢
| 0 0 0

la dimension de ce groupe est donc 7.

Le théoréme (13.14) montre que G est groupe dynamique aussi bien
pour un systéme classique que pour un systéme relativiste, et nous permet ,
de calculer le moment g correspondant; on trouve :

HZ)y=<(Le)+<{py)—E VYZe@

aussi bien avec les notations ClaSSIunS (13.6) quwavec les notations rela-

tivistes «(13.59).

Par conséquent, les grandeurs relativistes 1, p, E pourront encore s’abpeler
respectivement moment cinétique, impulsion et énergie (comme en (13.9)); -
c’est pourquoi le vecteur de I’espace de Minkowski (cf. (13.59))

)

s’appelle vecteur impulsion-énergie (on dit aussi quadrz-tmpulszon, ou ..
encore impulsion de Lorentz, etc.).

. — Notons que I’énergie E d’un systéme relativiste est définie glébale-
ment et sans constante additive— une fois adoptée la convention (13.73). W

" — Si G est Ie groupe de Poincaré restreint, X un point de I’espace- temps

le stabilisateur Gy de X (voir (6.36)) est donné par

- L n-01x] |
[aeGy] < a= (L e groupe de Lorentz

0 1

restreint)

*) Avec l’abus usuel qui consiste A identifier les transformations d’espace-temps avec
leurs matrices représentatives, il est recommandé de nommer G le «groupe d’Aristote ».
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(13.83)

(13.84)
- (13.85)

(13.86)

(13.87)

(13.88)

A&,
1

relativiste

et son algébre de Lie par

I A —Ax] |
Ze%y] < Z=
[ X 0 0

Revenons a notre systéme dynamique (13.72) ; pour tout point X, Gy est
un groupe dynamique, dont le moment py est donné par

ux(Z) = WZ) VZe Iy

(Théoréme (13.14)); compte tenu de (13.82) et 13.58), on vérifie que

CZ)E - 3Tl |

sil’on pose

My=M+PX—-XP

L’opérateur antihermitien My, qui' caractérise le moment p,, s’appelle
moment de Lorentz par rapport au point X ; 1a formule (13. 86) nous donne
son expression en fonction de M (qui est le moment par rapport 3 1’origine),
de X, et de la quadri-impulsion P; en détaillant (notations (13.59)), il

vient

Iy=1+pxr

gx=g+pt—rE

.Indiquons quelques formules utiles en géométrie de D’espace de Min-
kowski orienté (1). :
— 11 existe une 4-forme non nulle de E,;, que nous noterons‘vol (voir.
(4.30), (4.31)) que I'on peut définir par '
o r
X;=2
2, t

r, ¥ Iy
pour j = 1,2,3,4]

quel que soit le référentiel de Lorentz .

vol (Xy) (X5) (Xa) (X,) = dét (rt‘
1

(*) Voir J. M. Souriau, Calcul linéaire (Presses Universitaires de France) ; nous choisissons
ici I'orientation opposée. ) :
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. — Nous appellerdns produit vectoriel de 3 vecteufs X, X,, X5 le vecteur -

D) () () = Yol (B (%) ()

il est orthogonal & chacun de ces trois vecteurs, nul si deux d’entre eux sont
égaux. ' '

— Si X, et X, sont deux vecteurs, l’opératéur J(Xy) (X,) est antihermi-

tien;ona (M) :

. Jrzty —ri8) 1 XY
X (X;) = gz( ' ) 2
r; X Iy 0

FLX,) (LX) = dét (L) Lj(X,) (X,) L si L e groupe de Lorentz

C e

A B (V) = [X.F = Y.X.[4.5 — B.A]

+[4.X.B.Y — 4.Y.B.X] 1,

— 1l existe une application linéaire #, transformant tout opérateur anti-

" hermitien F en un opérateur antihermitien =(F), telle que

1?1-*(F)¢Xz = — 3 Tr (j(X,) (X3). F)

WX, . X, — X.X) = j(Xy) (X3)

H(x(F)=~-F

*(j(X;) (X)) = X;.X; - XX,

[x(F)]? = F* — $ Tr (F?) 1,

#(L.F.L) = L.«(F).L dét (L)

*(%[j(f’) B].‘%")E.@.[j(—m a}.@-l
: p 0 @ 0 5

(*) Dans la matrice, j représente Popérateur du produit vectoriet rridimensionnel.

L e groupe de Lorentz




(3. 100)

(13.101)

(13.102)

SN

7 (13.103)

(13.104j

(13.105)

(13.106)

.

178 - Mécanique relativiste

— 11 existe un nombre, appelé pfaffien de F, que nous noterons pf (F),
~ défini par i :

Ty r=rp@=® | @

__.F)

on a

Bf (X, X, — Xp Xy + X3 Xy — X, X3) = vol (%) (X2) (X5) (X)
pf (4.F.A) = dét (A)pf (F)  [VAe L(E,)]
det (F) = — [f (B))* . . L

pf (%.[j(w_) B}gr*‘))= (o, B
T8 o o

- En joignant (13.86) et (13.94), on éonstate,que le moment My
par rapport 4 un point X vérifie

«(My) = (M) + jP) (X) -

Par conséquent, si I’on pose B 5

W = x(M).P

on aura

*(Mx).P =W VX

Le vecteur W ainsi défini s’appelle la polarisation du systeme dynamlque. N
Sa’ définition (13.103) montre qu’il est orthogonal & P — puisque *(M)

est antihermitien. Notons les formules
p xg+1E
W=2X i
(Lp>

pf (My) = pf(M) + W.X |. B

Ch
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— Par hypothése (13.73), le groupe de Poincaré opére sur.les moments

selon la représentation coadjointe ; celle-ci se calcule au moyen de (11.15),

(6.28); avec les notations déja employées (13.51), (13.57)

L
a=.- p={MP}

» 0 1
on trouve
aw ={M', P}
avec
M’ = LML + CPL — LPC -
P = LP
Notons les formules
My = LMy L
W =L.W

ol nous avons désigné par X' 'image de X' parg (X' = L.X + C), et par
W' la nouvelle polarisation (W’ = »(M').P’). ‘

11 résulte de (13.107) et de (13.109) que les deux nombres

C,=P.P
Co= w

3

=PATr(M?*) — M*]P

-on voit que C, et C, sont des polyndmes en y; de degrés respectifs 2et4. W

— En relativité, les « équations aux dimensions » (notations (13.13))

~LetT comczdent 4 cause de la condition (13 41); voici celles des autres
varlables

W AZ I,"_l-

c,| A2L-?

C,|A*L™?

 sont invariants par le groupe de Poincaré; on les appelle les nombres de -
Casimir. Grace 4 (13.97), on a



(14.1)

(14.2)

(14.3)

§ 14 DESCRIPTION MECANISTE
DES PARTICULES ELEMENTAIRES

SYSTEMES ELEMENTAIRES

Soit U la variété symplectique des mouvements d’un systéme dynamique
relativiste isolé. ‘

Le groupe de Poincaré restreint G opére sur U : nous dirons que le
systéme est « élémentaire » si G opére transitivement (*). ‘

Nous allons étudier ces systémes dynamiques élémentaires ; nous verrons
plus loin que les part'ic'u'l‘{:,s;_ EZZmentaires que I’on observe dans la nature
semblent, lorsqu’elles sont librés, étre des « systémes élémentaires » — au
moins 4 titre d’approximation. '

—— Désignons par x un mouvement du systéme (un point de U); soit

. I’application qui fait correspondre & x son moment u, normalisé par la

condition (13.73) o
E Vlay(x)) = agd¥(x)) -

Lorsque x parcourt U, u parcourt une orbite de la représentation
co-adjointe (a -+ ags) du groupe de Poincaré; le théoréme (11.38) nous
indique que ¥ est, localement, un symplectomorphisme de U avec 'orbite,
munie de la structure symplectique définie par 'algorithme (11.34) (avec
0 = 0) : Uet’orbite ont donc méme dimension. ’

—— Nous allons classer les systémes suivant le genre (®) des vecteurs P
(impulsion-énergie) et W (polarisation). W )

(*) Cest-a-dire si [x, x' € U] = [Jae G, ay(x) = x']; si x et x’ sont deux mouvements
du systéme, il existe deux référentiels de Lorentz & et &' tels que le mouvement x, observé
dans le référentiel £, soit identique au mouvement x' observé dans le référentiel £’ ; on peut
dire qu’un systéme est élémentaire s'il #’a pas d’autre structure que sa situation spatiotem-
porelle.

. r
(3) Un vecteur X = 92( ) est du genre
t
Xx>0 {1 >1r)

XXxX<0 (el <ir))
isotropesi X.X=0,X#0 (¢]=|r|#0).

temps. si

espace si

Les vecteurs de tefnps (resp. isotropes) se partagent en deux classes : futur (f > 0), passé
t<0).

Un élément L du groupe de Lorentz transforme un vecteur de temps en vecteur de temps,

un vecteur isotrope en vecteur isotrope ; il peut étre orthochrone (5’il conserve le futur d’une

“(14.4)
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CAS 1I: PARTICULE A SPIN

— On appelle particule a spin (relativiste) un systéme dynamique &lé- .
mentaire dont I'impulsion-énergie P et la polarisation W vérifient

PP>0 W=x0.

a) Alors W.W est négatif ; les nombres

O m = JPPsigne® ) | s= ;}V‘VPLV

L

ne dépendent pas du mouvement ; ils s’appellent respectivement masse Q)

et spin de la particule (3). ‘
.

b) m et s étant donnés (m # 0, s > 0), il existe un seul modele (*).de
particule & spin, de masse m, de spin s; la dimension de l’espace.U des’
mouvements est 8; si u est le moment (pour le groupe de Poincaré res-
treint G) d’un mouvement x, I'application x - 4 est un symplectomor-.
phisme de U sur une orbite de la représentation coadjointe de G.

¢) Soit V.Ia variété (de dimensibil 9) décrite par’le triplet

part, le passé d’autre part) ou antichrone (5'il échange futur et passé). Les éléments ortho-
chrones forment un sous-groupe ouvert de O(E,), réunion de deux composantes connexes : -
le groupe de Lorentz restreint est Pintersection du groupe orthochrone et de SO(E‘).. ’
(;) E est I'énergie, mesurée dans un référentiel de Lorentz arbitraire (notation (13.59)).
(*) L’emploi du terme « masse », qui n’a été défini jusqu’ici qu'en mécanique non relativiste
(13.7), sera justifié plus loin (14.49).
() Les équations aux dimensions de m et s sont respectivement AL~ et A (cf. i3 112)
(*) Au sens (13.2), (13.71) du mot « modéle », ' '
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par les relations

| rapplication @[y > x] soit différentiable, et que le moment u = { M, P} ?

X étant un point de I’espace de Minkowski, I et J des quadrivecteurs liés

TI=1, I de genre futur
\V I.J=0"
JJ=-1.

On peut caractériser un mouvement x par un point y de ¥, de sorte que

soit donné par

¥ M=sQ + {n[XT - LI.X] P=ml
en posant
N Q=i (notation (13.89));

la polarisation est alors.

« W= smJ

Particule a spin -

d) La forme de Lagraﬁge de U est donnée par

& | o(dx)Gx) = — s Tr (dR.Q.32) + mldx ol —8xdn | (M

le groupe G opére sur U selon

x\\. Lx + C
b alolr||=e| U (notations (13.51)) .
\Y; LJ

(*) On notera l'identité suivante, conséquence de (13.92) :

Tr (4Q.0.80) = vol (1) (/) (1) @1) — vol (1) () @) ©);

elle permet de vérifier, par un calcul direct, le « principe de Maxwell» Vo = 0 (qui est ici
une hypothése). :

Fig. 14.L

(14.5)

g T
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(14.4)| ¢ Ona
X X' IreR, X' =X+
@ I = @ I' i < I, =1
J J' J=J

Pensemble des X correspondant 4 un mouvement donné est donc une

droite T de Vespace de Minkowski, paralléle & I, appelée trajectoire de la

| particule (*).
U
x
A
e 1
- ]
=1
[ - W
e v
¥
pid |
Pad 1
¥ .
Vi e RPN SR 4y
! .
I
| .
i Orbite co-adjointe (8)
]
1
JA
‘ -
%
X
T :
Trajectoire

Espace de Minkowski
. Y

Tout vecteur non nul orthog_onal 4 un vecteur de femps est un vecteur d’espace ;

par conséquent, les nombres m et s définis par ¢ ne sont pas nuls (s > 0); ils sont

‘indépendants du mouvement du systéme, en raison de (13.107) et (13.109) (®). Les

vecteurs I et J définis par
P=ml W = smJ

vérifient donc <
Soit T I’ensemble

[XeT] <= [Mx-P=0]

(*) Le mouvement est donc caractérisé par la trajectoire T et le vecteur J (orthogonal & T,
et de carré scalaire — 1). )

(®) Le signe de I’énergic E ne dépend pas du mouvement, parce que le groupe de Lorentz
restreint est contenu dans le groupe orthochrone.

- e e T TR rlm'“hir”



(14.6)

- (14.7)

(14.8)

(14.9)

(14.10)

| (14711)

- d’ol ’on déduit facilement

184 - Particule a spin

en prenant i’expression (13.86) du moment M, par rapport & X,
My=M+PX—- X.P

on vérifie facilement que

XeT] c'[ﬂAeR, X=—1£+1P]

c’est-a-dire que T est une droite paralléle 4 P, donca I. »

1l résulte de (14.6) que le moment My ne dépend pas de X' quand X parcourt T';
notons-le sQ; on a ‘

Q=-0; QI=0; W(Q).I=J

=)0

d’ou, en remplacant My par sa valeur s dans (14.6), f et &.
Par suite, la donnée de X, I, J (ou de T et J) définit le moment u={MP},;

* ‘elle définira le mouvement x si I'application x + u est injective : ceci va résulter

du théoréme (11.38), lorsque nous aurons vérifié quele stabilisateur d’un moment ,,
pour la représentation coadjointe, est connexe.
A cet effet, on vérifie d’abord que la formule

X LX + C
all|=| LI (notations (13.51))
J Ly ’

fait opérer le groupe de Poincaré restreint G sur la variété ¥ (Définition (c)), que G
opere transitivement sur V (*), et-que
6.0y = ag..0,

0 étant Papplication y & u. .
On obtiendra donc un élément p, de I'orbite coadjointe en choisissant arbitrai-
rement X, /o, Jo dans ¥'; par exemple .

<

0 .
Xo=0; Io=.%(l>; Jo =R

o= OO

&) Sil,Jy 50,7, sont deux couples de vecteurs vérifiant <), on peut construire deux bases
orthonormales §, = [I, J; Jy JiletS, = (I, J, Jy  J9) telles que |

vol (1) U1) (1) U7) ="vol (1) (1) (U3) (3) = 1;

alors L = §,.S7estun élémqnt du groupe de Lorentz restreint qui vérifie LIy = I, LJ, = J,.

Chapitre 111 Mécani, 185

ce qui conduit & g = { My, Py}, avec

0
Po=a( ) My = R.
m

il est facile, en utilisant (13.107) et (13.67) d’en déduire le stabilisateur de Ho s
c’est I’ensemble des :

S O n O
[=J = = Y
(= = I I e

cosg —sing "0 0 0

sin ¢ coseg 0O 0 O
a=2x'J 0 0 1 0 0{.#2 ' o9eR, -ecR
. 0o 0 0 1 e

0 0 0 0 1

c’est donc bien un groupe de Lie connexe ; il en résulte que x + u est un difféomor- -

" phisme ; ceci montre que x ne dépend, comme p que de T et J; que l’application
'y b x est différentiable (puisque y -~ p et p +> x le sont) ; et que U a la dimension 8

(parce que la dimension du stabilisateur est 2 et celle de G, 10); gwil n’y a qu'un
seul modéle de particule 4 spin de masse m et de spin s donnés ; enfin (14.13)et (14.3)
donnent b.

— Notons que les formules (14. 12) assurent ’existence d’un modéle de particule
4 'spin de masse m et de spin s donnés (m # 0, s > 0); il suffit de prendre-I’orbite
de g, (pour la représentation coadjointe de G) comme espace des mouvements ;.
puisque cette orbite est une variété symplectique et posséde G comme groupe
dynamique (Théoréme (11.34)), les axiomes (13.70) de la mécanique relativiste .,
sont vérifiés ; en portant dans ¢, on constate que les nombres m et s figurant dans
(14.12) sont bien la masse et le spin. Reste 4 calculer la forme de Lagrange ¢ ;
puisque x - 4 est un symplectomorphisme, on a

) a(dx) 3x) = a(du) (5p).
soit, grice.a (11.34 O) 4

o(dx) Bx) = du(Z) si b = pead (2)
) A4 I
en prenant Z = 0 0 :I, on trouve

8M =AM — MA + TP~ PT, 8P=AP, 8Q=A4.0— 0.4

et

o(dx) (6%) = di(Z) = — $ Tr (M. A) — TP T (13.58)

soit, en utilisant les expressions £ de M et P :

o(dx) (8x) = — 5 Tr (4. 4) + m{dX I ~ sXdr.
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(14.17)

(14.18)

(14.19)

(14.20)

(14.21)

Particule a spin

L’opérateur  s’interpréte comme une projection str le plan orthogonal & /
et J, suivie d’une rotation de m/2 dans ce plan; on constate, a l'aide de (13.92),
qu’il vérifie les identités

. Q=-0=03
et
0.dQ.02 = 02dQ + dQ.? + d2 =0
d’ot () :
Tr ([dR.4) = — Tr(2%.dQ.A) — Tr (d2.Q*.4)
= — 2Tr(de9A) = —2Tr(4.[Q*dQ — 2dQ Q))
=-2 Tr ([AQ QA12dQ) = — 2Tr (32 Q dQ)
en portant dans (14.16), on trouve d;:. C.Q.F.D.

Commentaires ’ y

— Désignons encore par ¢ I'image réciproque de la forme de Lagrange o
de U par l'application y > x :

a(dy) &) = o(dx) 0x), .

V devient alors une variété présymplectique, ayant le groupe de Poincaré
restreint G comme groupe dynamique. (grace a (14.10)); chaque feuille du
feuilletage caracter1st1que de ¢ est I'image réciproque d’un mouvement par
I’application y + x. Comn_le il existe une application différentiable y +> ¢
de ¥ sur le temps (par I’intermédiaire de y + X et du référentiel de Lorentz
choisi) on voit que ¥ constitue un espace d’évolution de la particule (voir
1a Fig. (12.1) et (12.77)), sans qu’il ait é&té nécessaire de demander son exis-
tence dans les axiomes de la meca_mque (13.70).

— Soit X un point de ’espace de Minkowski qui décrit la trajectoire T
d’un mouvement x. En posant -

)

on voit que le point r.posséde un mouvement rectiligne uniforme, avec la
vitesse ) :

¢

=P
YT E

() On rappelie les identités Tr (4.B) =Tr(B.4), Tr gZ) = Tr (4).

(14.22)

(14.23)

C
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(puisque T est paralléle 3 P). La définition {) de m montre due la.\}itgsse-

de la ‘particule est inférieure 4 -celle de la lumiére, et donne la formule
d’Einstein ' :

m
1= |v)?

Notons que la polarisation reste constante au cours du mouvement, R

— Supposons la particule au repos (¢ = Cte, v = 0); alors son énergie E

- est égale & m; son impulsion est nulle; on vérifie que son moment ciné-

tique 1, par rapport.4 un point X de la trajectoire (notation (13.87)) est un
vecteur constant, de longueur s, appelé moment cinétique propre, ou spin

(vectoriel) de la particule ; rappelons que la longueur s de ce'vecteur s’appelle -

aussi spin (scalaire).
AN

N

CAS II: PARTICULE SANS SPIN

On appelle particule sans spin (ou point matériel relatzvzste) un systéme
dynam1que élémentaire tel que

PP>0 W=0.

a) Le nombre

P.Psigne (E)

% o m =

ne dépend pas du mouvement ; on. 'appelle masse de la particule.

187

b) 'm étant donné (m # 0), il existe un seul modéle de particule sans spin

" de masse m ;.la dimension de 1’espace des mouvements U est 6 ; I’applica-

tion x > u (x = mouvement, u-= moment) est un difféomorphisme de U
sur une orbite coadjointe de G.

) Soit ¥ la variété (de dimension 7) décrite par

(

R

N— > . . . R

Rt A NI sk

S | YRS

LT RN
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"(14.24)

L Ed A -5 o bt B - o ekl s - o R o

Particule a spin

X étan't>un point de ’espace de Minkowski et 7 un quadrivecteur tel que

I dé genre futur .

V4 CLI=1
* 'On peut caractériser un mouvement x par un point y de ¥, de sorte que
@[y - x] soit différentiable, et que

# | M=mXI-1X] | P=ml
d) La forme de Lagrange est donnée par

D | o(dx) (%) = m{dX.8I — X.dN |;
X LX + C

b ay (D = ¢
1 LI

. e) Ona '

X X’ dieR, X'=X+{1I
[ = ¢ <> ‘

I I I'=1

L’ensemble des X correspondant 4 un mouvement donné est donc une

“droite T de I’espace de Minkowski, parallele & I, appelée trajectoire de la
particule (1),

(14.25)

(14.26)

La démonstration est trés voisine de celle de (14.4) ;-nous iaissqns au lecteur le
soin de I’établir; signalons seulement qu’on peut choisir, comme moment d’un

mouvement particulier
0
Py = ( ) My =0
m

(au lieu de (14.12)), et que le stabilisateur de ce moment est I'ensemble des

A4 € 50(3) '

A 0 0
a=2'[0 1 e|x? eeR
\0 0 1

ce stabilisateur est donc aussi connexe, et sa dimension est 4.

(*) Le mouvement est donc entitrement déterminé par la trajectoire.
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1

— Comme dans Ie cas d’une particule & spin, on voit que: V joue le téle .
d’espace d’évolution, que la trajectoire de la particule s’interpréte, dans un
référentiel de Lorentz, comme un mouvement rectiligne uniforme ‘aveé

(14.27)°

une vitesse v = % inférieure 4.celle de la lumiére ; que I’énergie est donnée

par la formule d’Einstein (14.22)

(14.28) E=—2=

JT=1Iv i’

mais le moment cinétique propre 1, est nul.

CAS I : PARTICULE DE MASSE NULLE

' . — On appelle particule de masse nulle (M) un systéme dynamique €]é-
mentaire tel que

PP=W.W=0

P et W n’étant pas nuls.

a)> 1l existe alors trois nombres 7, x,s (7 = £ 1; x = £ 1, s > 0) tels
que, pour tout mouvement de la particule ’

signe (E) =1
W = xsP

O

n s’appelle le signe de I'énergie, x I'hélicité (%), s le spin de la particule (3).

b) 1l existe un seul modéle de particule de masse nulle pour lesquels %S
‘ont des valeurs données; la dimension de la variété U des mouvements
est 6; si u est le moment d’un mouvement x, ’application [x + u] est un

| symplectomorphisme de U sur une orbite de la représentation coadjointe
de G.-

" () Silon considére que la masse est donnée par la formule (14.4 ), on voit quune « par-

ticule de masse nulle » devrait étre caractérisée par la seule condition P. P = 0, sans que W

soit nécessairement isotrope non nul ; mais les particules de masse nulle connues se compor-
tent selon le modéle traité ici; il est donc traditionnel de sous-entendre les conditions

Ww=0, W#0.

(®) On dit que la particule est polarisée.a gauche si y = — 1, & droite si 1=+ 1
(®) L’équation aux 'dimensions du spin est encore 4, comme dans le cas I (cf. 13.112),
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Particule de masse nulle

¢

¢) Soit ¥V la variété (de dimension 9) décrite par le triplet
X

y=|1

J

vérifiant .

~l

I vecteur de genre futur

v,

S~
N

o

On peut caractériser un mouvement x par un point y de ¥, de sorte que
Papplication @[y i x] soit différentiable, et que le moment p={ M, P}

soit donné par

% M=ysQ+nqXI—IX] | P=nl
“avec .

@ Q = jih) (J)
| 1a polarisation est alors -

( W = nxsl

X étant un point de l’e_space de Minkowski, I et J gleux quadrivecteurs -

" Chapitre I

1p Mécanig 91 -
e¢) On a': '
\ ‘ 1.Z=0
X X X' =X+ nysZ
‘o I' | = |1 « |32 I'=I ,
rlov r=T 0@ + 52
Par suite ’ensemble des X cdrrespondant 4 un méme mouvement x est.
un 3-plan, orthogonal & I, que nous appellerons plan d’onde de la parti- |
cule (M. ‘

Donnons quelques indiéations-pour la démonstration : dans un espace euclidien
d’indice d’inertie I, deux vecteurs isotropes et orthogonaux sont paralléles ; @) résulte
des formules (13.107), (13.110). : C

On peut définir directement le plan d’onde de la particule par I'une des équations :

My.P =0 ou pf (My) = 0

Si X appartient 4 ce plan d’onde, My se met sous la forme j(P) (Y), Y étant un
vecteur ; l'identité +(My) P = ysP montre que ’on peut choisir Y isotrope (en lui

ajoutant un.multiple de P); en posant [ = P, J = Zsﬂ Y, on vérifie Q, @, (

puis (e). ‘
Si'on pose
X LX + C)
aylI|=1 LI
J Lr

. on fait opérer transitivement G sur V; &{a,(»)) = ay(P(y)) ; ceci permet de choisir

|

d) La forme de Lagrange de U est donnée par

o(dx) (6x) = — x5 Tr (d2.2.5Q) + n[dX.8I — §5X.dI)

le groupe G opére sur U selon

ftx+C

X
bi ay 1@|I'||=9o| LI (notations (13.51)) .
J LI '

un moment particulier p, :

0 —x 0 O 0\
. » 0 0 0 _ 0
M, = 1 =
o= 0 0 0 0 R Py =R "
0 0 0 0 n

‘et de montrer que le stabilisateur de p, est difféfomorphe 4 SO(2) x R3, donc
connexe; le théoréme (11.38) donne (b), puis (c).

- La formyle ¢ s’établit comme (14.4&), sachant que Q vérifie aussi les i&enti-
tés (14.17), (14. 1_8).. - '

(*) Dans un référentiel de Lorentz, il s'interpréte comme un 2-plan de-’espace ordinaire,

qui se déplace parallelement a lui-méme, avec une vitesse normale égale & celle de la lumiére.
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(14.33)

(14.34)

(14:35)

(14.36)

- (14.37y

(14.38)

ou opposé.

Particu{e de masse nulle

Commentaires

— Choisissons un téférentiel de Lorentz £ ; on appelle alors trajectoire

de la particule I'ensemble T des points X de ’espace de Minkowski tels
que gx = 0 (notation (13.87)); la trajectoire est une droite paraliéle 2 7,
contenue dans le plan d’onde; elie apparait dans le référentiel comme un

mouvement rectiligne uniforme, avec une vitesse v telle que || v i = 1 (%).
On notera les relations

(Einstein)

et

si XeT

N

1y s’appelle encore moment cinétique propre, ou spin; sa longueur est 5;
on voit que ’hélicité y indique si le spin est de méme sens que la vitesse,

Mais la trajectoire T dépend du référentiel choisi (*); en faisant varier

ce dernier, T balaye tout le plan d’onde du mouvement. W

— Nous n’étudierons pas les autres types de systémes élémentaires, qui
P 1 )

ne correspondent pas & des particules connues ; indiquons seulement que
les cas odt P.P < 0 (particules « de masse imaginaire ») correspondraient
4 des particules allant plus vite que la lumiére, et pouvant, dans un référentiel
de Lorentz particulier, avoir une vitesse infinie (« tachyons »).

PARTICULES NON RELATIVISTES

Considérons préalablement une particule relativiste sans spin (14.24) ;.

repérons un point y de I'espace d’évolution ¥ par les variables r, , v

v = vitesse de la particule (14.27)
r

R
t

|1 X

() On admet généralement que les photons sont des particules'de masse nulle : ainsi 1
« vitesse des photons » est égale a Ia « vitesse de la lumitre ». '

e 0>
(*) Son équation X € T peut s’écrire My.U = 0; U étant le vecteur unitaire £ (l) .

Chapitre 11

On vérifie immédiatement que

o(dy) @Bp) = <d

my

«/1— v?

s’€crire (avec les notations (13.67))

avec .

T2 )+

0 b

Z = exp|_

b 0

,or — v6t> — <8

0

my

0
1

Me,

ﬁ,dr — vds

et que I'action d’un élément a du groupe de Poincaré opérant sur ¥ peut-

)
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’ Ei_Tectuons un changement d’unités de longueur et de temps sans changer
Punité d’action. Ce qui peut s’écrire

3

-y

[¢]

m*
M

r* t*

T’ tET; V=
c* *

T e=eT; b =

voir- (13.13). .
: §;-1’on porte ces-valeurs dans les formules (14.39) et (14.40), et si I'on

.M_, L, T étant des nombres qui vérifient

ML2T" ! = |

ait tendre T vers infini, elles deviennent respectivement :

o(dy) (82) = {m*dv*, 8r* — V¥ 8% ) — (m* Sv¥, dr* — v* dr* )

- SOURIAU, — Structure des systémes dynamiques

8



o f(f4.44)

| '--(;4’:45)

(14.46)

_(14.47)‘

- (14.48)

(14.49)

(14.50)
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Particules non relativistes
r* Ar* + b* * + c*
'l t* + e*
Av* Av* + b*

c’est-a-dire que I'on retrouve. les équations du § 12, définissant le modéle
non relativiste du point matériel libre de masse m.

La méthode esquissée ci-dessus permet donc de considérer le point

matériel newtonien comme une approximation de la pa;ticule relativiste
: L . . .
sans spin — lorsque le nombre ¢ = T (qui est la vitesse de la lumiére avec

les nouvelles unités) & 'est ‘tr.és.-gfand

Rappelons quela cond’ltlon (14.42) exprime que les valeurs de la-forme ¢
ne changent pas d’unité (13.13).

— Dans le cas d’une particule 4 spin (14.4), introduisons comme variable
supplémentaire le vecteur unitaire u dirigé dans le sens de Iy (14.23);
on trouve dans les mémes conditions.les équations limites suivantes :

[ o(dy) (By) = — s{u, du x du) + {m*dv*, or* — v* or*)
. I~ (m* Bv*, dr* — v¥ dr* )
r* Ar* + bt* + c*
* t* 4+ e*
>
v* Av* -+ b*
| u Au

ces équations définissent un modéle de systéme dynamique classique isolé :
" nous les prendrons comme deﬁmtzon de la particule a spzn non relativiste.

Ce systéme s mterpréte facilement dans les termes du § 13; la masse

"de la particule est égale & m* ; le barycentre, situé au point r* & I'instant t*, -

a un mouvement rectiligne uniforme.de vitesse v* ; le mowuvement propre est
caractérisé par le vecteur unitaire u, qui est constant au cours du mouve-
ment; le moment cinétique propre (voir (13.35)) est :

lpropre =5
- (sa longueur est donc égale au spin s); V'énergie propre est nulle.
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— Si l'on cherche & priori les systdmes dynamlques classxques (au

sens’ (13.1)), sur lesquels le groupe de Galilée opére transitivement, on

arrive aux résultats suivants :

14.51) a) Sila masse du systéme n’est pas nulle, il n’existe que les modéles deja"

- trouvés ci-dessus (point matériel, partlcule 4 spin non relativiste).

by Etudions le cas m = 0; la représentation coad_]omte du groupe de
Galilée est donnée, avec les notatlons (12.115), (12.123), par la formule -

14.52)  age {1, g, P, E} {Al+Agxb+chp, A[g pe] Ap, E+{ b, 4p)}

on en dedult que les nombres || p Ilz, | p % gl sont des caractensthues'
du systéme.

le nombre {1, p ) est aussi-une caractéristique du systéme ; supposons-le
.différent de 0; on obtient alors le modéle unique suivant :

Soient , s, k trois nombres réels (y = + 1,’s > 0, k > 0) que nous
appellerons respectivement hélicité, spin ct -coulewr (Y) de la particule.
On peut repérer un mouvement par un vecteur unitaire u, un instant t,
| une droite D paralléle & u, et /’énergie E de la particule, sur lesquels le
groupe de Galilée opére ainsi :

u — Au; t—>t+e r—»Ar+bt+c(reD) E—E+ k (b, Au);

- les moments galiléens sont

@

I forme de Lagrange est donnée par :

@) o(dx) (6x)=k[{ du, 8r > —

p—ku, g=—pr; I=yu+rxp (re D);

< Su;dr Y]+dt SE—8:dE—yxs ( u, dux du ).

— Le 'modele ainsi décrit peut étre considéré comme une limite non’
relativiste de la particule de masse nulle décrite en (14.29); mais d’une"
fagon dlfferente de celle que nous avons rencontrée plus haut (14. 43),

14.48) : une seule particule relativiste donne naissance & une famille de
particules non relativistes distinctes, repérées chacune par une couleur k..
La droite D et I'instant f peuvent étre considérés comme caractérisant un

mouvement instantané de la particule ; en mécanique gahleenne la vitesse

‘de’la lumiére est donc infinie (2).

- — Quant aux tachyons (14.37), il ne semble pas que I’on puisse leur
Arouver de limite non relativiste.

(1) Dansle cas du photon nous verrons que k repére bien la couleur au sens usuel du terme :
st inversement proportionnel  la « longueur d’onde » (19.43).
(2) C’est pourquoi I’effet Doppler n’a pas heu ce qui permet & la couleur d’étre un invariant.

Considérons le cas particulier p # 0, PXxXg= O on constate alors que o



(14.56)

~

aim

(14.58)

(14.60)

(14.61)
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MASSE ET BARYCENTRE D'UN SYSTEME RELA'-I‘IYISTE

Soit U la variété des mouvements d’un systéme dynamique relativiste
isolé. Supposons que, pour un mouvement x du systéme, I'impulsion-
énergie P du systéme soit un vecteur du genre temps; nous savons alors
que le moment galiléen u = .{ M, P} du systéme est celui d’une particule,
décrite par (14.4) ou par (14.24) : nous appellerons masse et spin du systéme
la masse et le spin de cette particule, soit respectivement

= [-w.w
m=\/P.PSIgne(E) . 8= —j—,_T—

s pouvant éventuellemgflgl;ﬁtre nul (si la polarisation W est nulle).

De méme, on appelléibqr':ygentre (ou centre de masse) du systéme le point
qui décrit Ia trajectoiré de cette particule fictive, trajectoire dont P’équation
est (voir (14.4)) : '

My.P=0.

‘On emploie donc un langage voisin de celui de la mécanique classique ;
mais il y a une importante différence : la masse -dépend, en général, du
mouvement x choisi (*) ; nous allons en voir un exemple.

Considérons un systéme composé de particules de masses positives mj,
sans interactions. Il résulte immédiatement des axiomes (13.70) que le
moment du systéme est la somme des moments partiels :

P=Y>.
o

On peut montrer que toute somme de vecteurs de genre futur est un
vecteur de genre futur; il en résulte que le systéme a lui aussi une masse

i

masse a une vitesse nulle, ce qui s’écrit
» mv;
V=12

on trouve immédiatement

=0 (v; = vitesse de la particule n° j dans ce référentiel)

m;

RS

santes, et dépend effectivement du mouvement du systéme.

(Y) Plus précisément, de Porbite de x.

positive. Si I’on choisit un référentiel de Lorentz dans. lequel le centre de

on voit que ]a masse totale est supérieure 4 la somme des masses compo-

*- Chapitre III - . . A
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INVERSIONS D’ESPACE ET DE TEMPS

. S?it U la variété des mouvements d’un systéme dynamique relativiste
1s<?1e. Nous avons admis jusqu’ici que le groupe de Poincaré restreint opé-
rait sur U, en respectant la forme de Lagrange (13.70).

Nous savons que le groupe de Poincaré complet se compose de 4 compo-
santes connexes (13.53); il est engendré par le groupe restreint G, et les
deux opérations d’inversion spatiale

r —-r
I % =%
t t
et d’inversion temporefle n
r r
I\ 2 =X
t -1

01‘1 peut se demander si le groupe de Poincaré complet n’est pas, lui
- aussi, un groupe dynamique de U, la relativité générale milite d’ailleurs
_en ce sens. Considérons donc une variété symplectique U (pas nécessai-
“-rement connexe) admettant le groupe de Poincaré complet G’ comme
groupe dynamique. : ’
11 est clair que le groupe restreint G est aussi groupe dynamique de U,
et méme de chaque composante connexe de U (Théoréme (1.51)); nous
savons- qu’il posséde un moment, défini 4 une constante additive prés sur
.chaque composante de.U, et que I’on peut choisir cette constante de sorte que

Vay(x) = agl¥(x)) VaeG VxeU

'll// étant l’zipplication qui fait correspondre & un point x de U son moment .
Tl est clair que p est aussi moment du groupe G’, puisque la définition (11.7)
du moment ne fait intervenir que ’algébre de Lie du groupe.

Soit 7 un élément quelconque de G'; posons

CF® S Y() - L) .

L?,démonstrati
te'de. U, '
Soi ia un €lément quelconque de G ; la formule (14.65) montre que

2g:(F(x)) = Wa x Iy(x)) — a x Iy (x)),

on de (11.17) montre que F(x) est éonsfant sur chaque compo-




jxi
i
o

I
.
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198 .
orbite du groupe restreint, et définit donc wn systéme dynamique élémentaire, au

. _ -t
soit, en posantb = [7" x & x I sens restreint (14.1) : ’ . :

g F(x)) = WL x by(x)) — LX by ¥ (%)) - - On obtient donc I’espace des mouvements du systéme élémentaire pour
le’groupe complet en prenant la somme (1) des espaces de mouvements de

divers systémes -élémentaires au sens restreint (14.1).

Le théoréme (6.35) montre que be G; en appliquant & nouveau (14.65), on

trouve - Traitons des.exemples.

a4 F(x)) = F(b(¥))

Particule de masse m # 0.

partient 3 la méme composante de U que x; } . _ -
~ Remarquons d’abord que les deux nombres de Casimir P.P et W.W

sont constants sur toute orbite cqadjointe de G’, donc sur U (14.‘69).
Supposons P.P > 0. Alors chaque composante connexe de U correspond

4 une particule de masse m = + \/P.P, de spin s = /—_%V—EZ—V, la

formule (14.67) montre que l'inversion temporelle 7, change le signe de

le théoréme (1.51) montre que b,(x) ap
Fy prend donc Ja méme valeur ; d’ou

g F(x)) = F(x) Yae G, VxeU; )

i i cobore our le %roupe G) est nul (Défini-
ce qui exprime que le :calzgrd _du torseur I'('x) (» e ) expres.
i 1.19)). 1l est élémentaire d’en déduire (par exemple )

o o représ djointe) que F(x) est nul. .

sion (13.107) de la représeritation coal

 Ténergle, donc de TaTiasse (14.4C) : par conséquent, elle transforme tout
mouvement d une particule de masse m en mouvement d’une particule de
e e e SR dedoioalalatiuaiod® tuthiateiiog
"TPar-tontre inversion spatiale conserve la masse m et le spin s; il en
résulte que Porbite de G’ associée posséde deux composantes.

Si-y est bijectif, U posséde aussi deux composantes ; mais il est possible
que U posséde quatre composantes : on construit un tel modéle de la
fagon suivante : s

U = ensemble des couples x = (i, &) [u € orbite coadjointe, ¢ = + 1];

odx) (8x) = o(dp) Gu);
"g.U,(p's 8)= (&l(ﬂ)» x;(a) 8)

S(a) étant le caractére spatial de a (*). B

3

Dol lidentité

(14.66) \\i\l/(lu(x)) = Ig.(w(xﬂ VxeU | vIie G’

+

. qui étend (14.65) au groupe complet.
Cette formule s’applique aux cas I =
temporelle) ; le caloul de I, & et Lg,, donn

I, I =1, ,(inversions spatiale €
e (avec Jes notations (13.59))

L:|l=1; g—>—g; = — P E-E
(14.67) L:|1>1; g»—g; p~p; E-—E.

— 11 existe un moyen de sauvegarder la connexité de U, et d’éviter ainsi
‘particules de masse négative : il consiste d’abord & postuler la régularité
.de; puis A faire opérer le groupe complet G' sur la seule composantem > 0,

aintenant la définition (14.1) d’'un systéme élémentaire, en:

Ftendons m .
Et ¢ transitivement

(14.68) | postulant que C'est le groupe complet G' qui oper
canoniquement: sur U. | | . |

(14.69) - 1l résulte inunédiafement de (14.66) que le moment u = Y(x) déC[l‘]lt: () = 1,@) age)

une orbite de la représentation coadjointe de G' lorsque x p%_u'court :

si celle-ci n’est pas connexe, U n’est.pas connexe ﬁq{:,'ply{, puisque w est

“continu (Théoréme (6.51))- On: appelle somme de plusieurs ensembles leur réumion, lorsque leurs intersections
< .deux’ sont vides. : :
ridéfinition, x,(a)est égal & + 1 sur les composantes du groupe G' contenant 1 et /,,
les.composantes contenant /; et /,. 1, ; on dit que c’est un caractére parce qu’il vérifie
1(a)-2:8) .
(iz_) q’ égal & 1 sur les composantes contenant 1 et I,, 3 — 1 sur les composantes conte-
etl, I,; on a‘aussi x(ab) = x(a) x.(b)-

Nous saﬂlons d’autre part que les orbites de G opérant surIU sonE GOI:;"‘}“
chacune dans une composante connexe Uyde U; comme GetG ont. méme ! g:o
de Lie, ces orbites ont méme dimension que U (The_.oyeme. (6.20)) ; ce sont do
des ouverts deux a deux disjoints composant U, ; ce qui est impossible (pucllsque ; U
est connexe), s7il y en a plus d’une. Chaque composante connexe de Uest o_nf: u

. N I B o N ey o 3 ST N I
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(14.75)

(14.76)

(14.775

(14.78)

(14.79)

Mais nous sayons que ces transformations ne peuvent pas €tre cano-
niques (14.71); -on vérifie d’ailleurs, si x,(@) = — 1 (on dit alors que a
‘est antichrone) que la transformation g définie par (14.74) est anticanonique
(Définition (10.18)).

1l faut alors modifier complétement les-axiomes de la mécanique sym-
plectique, en autorisant les transformations anticanoniques a faire partie
des groupes dynamiques.

§ 15 DYNAMIQUE
DES PARTICULES

__'1I existe un autre moyen d’arriver au méme résultat : il congsiste &
exclure les transformations antichrones, en se limitant au sous-groupe G”
défini par x,(@) = + 1 (groupe orthochrone) : G" est bien un groupe dyna-
mique (sans éléments anticanoniques) d’une variété connexe. -

POINT MATERIEL DANS UN CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

Nqus avons déja rencontré, en mécanique classiqué (12.85), le systéme
(ron isolé 1) constitué par un point matériel soumis & un champ électrique E

et un champ magnétique B; il est décrit convenablement par la forme de

— 1l est clair que_.cés diverses conventions doivent étre jugées suivant
Lagrange o :

leurs aptitudes 4 réﬁdge@gpmpte de Pexpérience (*). N

o(dy) (8y)E<mdquEdt, or—vdt) ~{mdv—4E &, dr — v dt)

Particules de masses nulle

— —_ +¢g<B,dr x or),
Supposons P.P =9, W, W = 0, P et W non nuls.

{ Alors chaque composante de U correspond & une particule de masse
nulle, au sens (14.29); on vérifie que ces particules ont méme spin s ; mais
les formules (14.67) montrent que Pinversion spatiale change I'hélicité,
TTnversion temporelle le signe de I’énergie;; il en résulte que Porbite coad-

“jointe a.4 composantes, donc aussi U; Y est nécessairement une bijection.

g €tant un nombre appelé charge électrique.
Désignons par X le point d’espace-temps repéré par r et ¢ :

r
X=2 . ) ‘(notation (12.56)) ;

L’expérience montre que les particules de masse nulle connues (photon,
neutrinos) apparaissent avec les deux hélicités (c’est-a-dire polarisées d
gauche ou 4 droite ; voir (15.105)) : c’est un argument inductif pour faire
admettre I'inversion spatiale dans le groupe d’invariance de la mécanique :

_sinon I’existence de deux particules ne différant que par I'hélicité serait une
simple coincidence.

.‘ poéons Q)
T FAX)(BX) = (E,dr st — orde) + (B, dr x 8 ) ;

soit x, le mouvement que prendrait le point matériel, avec la condition
) )

On renonce donc en général & décrire les particules de masse nulle par
une variété connexe; cependant on peut supprimer les composantes a
énergie négative par I'un des procédés ci-dessus : introduction de transfor-
mations anticanoniques par la formule (14.74), exclusion des transfor-
mations antichrones (14.76). Cependant, encore plus radicalement, on
peut se restreindre au groupe connexe G, et revenir a la description anté-
rieure (14.29).

initiale y = | r |, 8’il n’était pas soumis au champ ; x, parcourt la variété
I E v‘
_symplecﬁque U, des mouvements de la particule libre ; on sait que

o(dx) (0xg) = (mdv,8r —vd:> — (mdv,dr — vdz ) ;

on constate donc que :

(%) Des expériences-récentes, justement, semblent montrer que’artifice (14.74) ne s’ap-
plique pas universellement en physique. Si — comme le suggere la relativité générale — c’es
1e groupe de Poincaré complet qui est groupe dynamique des systémes réels, il n’est pas possibl
de récuser les particules de masse négative. On peut done espérer les rencontrer dans la natﬁre

bien que-la mécanique statistique nous montre qu’elles doivem? &tre rares (cf. 17.149).

a(dy) (8y) = o(dxo) (8x0) + ¢F(dX) (8X)

1) 1l est clair que & est une 2-forme de J'espace-temps ; réciproquement, toute 2-forme %
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ce qui s'interpréte de la fagon suivante (Fig. 15.1) : la forme de Lagrange
de I’espace d’évolution ¥ est la somme de :

1) L’image réciproque, pér 'application [y > x,], de la forme de
Lagrange de U, ; -
2) L’image réciproque, par I’application y > X, de la forme qF.

V (espace d’évolution)

AN
] ~
I
Fig. 15.L. )
ace-tem . l A U, (espace des mouvements libres)
E, (espac ps)
U (espace des mouvements dans le champ)
Nous savons que les champs électrique et magnéticjue vérifient les équa-
tions de Maxwell (voir (12.86)) ;
B .
— = divB = 0-
(15.6) rot E + Fr 0 iv |
qui peuvent s’écrire
(15.7) . VF =0,

1
ce qui montre directement pourquoi la forme ¢ définie par (15.5) a unc
dérivée extérieure nulle; nous savons que son noyau a la dimension 1, et
que l’espace U des mouvements est une variété symplectique (de dimen-
sion 6) telle que : ;

(15.8)  o(dx) 6x) = o(dy) (8y)

x étant le mouvement sous ’action du champ défini par la cqndition in.itiale. >
Rappelons que les équations du mouvement dy € ker () peuvent s’écrire

o

r
t

(15.9)

|

=v; %[mv}sq{E—BX-V;]- N

(=X

Y s T ¥ rr-®» & ®w .

[ B
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— Si nous voulons tenir compte de la relativité, une idée extrémement
simple consiste & conserver le méme schéma, en remplagant simplement
I’espace des mouvements élaS'siques par 'espace des mouvements relati-
vistes défini en (14.24) ; ce qui consiste & poser, 4 la place de (15.5)

- o(dy) By) = m[dX.81 - $X.dI] + ¢#(dX) (5X)

1 étant le vecteur unitaire du genre futur tangent & la trajectoire du mou-
vement libre. Compte tenu de 1’équation de liaison (14.24)) _

T.I=1

_on met immeédiatement 'les équations du mouvement dy e ker (o) sous la

forme suivante (}) .
dX paralitle A ;" mdl + gF.dX = 0
F désignant Popérateur linéaire défini par
FdX) = -~ #({dx)
ou encore '
F(dX) 3X) = dX.F.3X ;

notons que F est antihermitien

_F'E—F;

uivant les circonstances, cest soit la, 2-forme %, , soit 'opérateur F que
on appelle champ -électromagnétique.

i On constaté sur (15.12) que 1 est aussi tangent 4 la trajectoiré dans
e champ — ce qui n’était pas évident & priori. Il est souvent commode de

iparamétriser la trajectoire par le « temps propre » 6 tel que

X _

Il
~

ar_
dé -

——

-4
m

) On doit écxlire S.l=0= 9(dy) (8y) = 0; en utilisant un multiplicateur de Lagrange
ffit d’écrire o(dy) (y) + AS[I.I) =0 VaI. )
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% peut s’interpréter comme la courbure (quadridimensionnelle) de la

trajectoire ; on sait & priori que c’est un vecteur orthogonal a la trajectoire
(donc du - genre espace); cette condition d’orthogonalité est automati-
quement réalisée au second membre de (15. 17), parce que F est antihermi-
tien (1).

En utilisant les notations tridimensionnelles, on a- :

1
- (15.18) — !
: JU=vi?
( “E) g
- (15.19 -
> ) 0
d’oli ’expression dés éc}ua'tions du mouvement (%)
’ dr 1 d my
(15.20) —=v ’—[——————] =gq[E—B x ]
dt de L1 = v ]?
mnémotechniquement, on remarque qu’il suffit de remplacer dans (15.9)
Pimpulsion classique mv par Uimpulsion relativiste mv|\/1 — [ v 2.
(15.21) — Comme dans le cas de la mécanique classique (voir (12.37)), le fait
que dz ne s’annule pas sur les courbes intégrales permet de montrer que
Iespace d’évolution est sécable, donc que I’espace- des mouvements U
posséde une structure de variété ; U est symplectique, la formule (15.8) est
encore valable. )
(15.22) 11 se trouve que ces équations sont bonnes : ce sont celles que I’on utilise,

par exemple, dans le calcul des accélérateurs de particules, ol les effets
relativistes sont importants. Ceci justifie, & posteriori, Pexpression (15.10)
de la forme de Lagrange; on dit que cette formule est phénoménologique,

=%

puisqu’elle rend compte des phénoménes étudiés sans &tre entiérement

imposée par des considérations théoriques.

(i) Le nombre y = ’ - % . % peut s'interpréter comme I'accélération propre de la tra-

jectoire — c’est-a-dire son accélération dans un référentiel -de I.Zérgntz par rapport auquel,
4 Tinstant considéré, la vitesse est nulle. :

(®) En développant (15.12), on trouve aussi I'équation 4 [ i ] =g<{E¥);
ar /1 —¥?

mais cette équation- est conséquence de {15.20).
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PARTICULE A SPIN DANS UN CHAMP ELECIROMAGNEfIQUE

A priori, on pourrait étendre encore ce formalisme au cas d’une parti-
cule & spin, en remplagant simplement I’espace d’évolution d’un point
mateériel par celui qui a été défini en (14.4) (ou en (14.48) dans le cas non
-relativiste). : : '

Mais I’expérience montre qu’il convient d’ajouter & 1a forme de Lagrange
définie par (15.5) un nouveau terme, 4 savoir

u Vo

4 étant une constante que nous interpréterons par la suite, et w la 1-forme :

(15.24) o(dy) = - 1 Tr (Q.F)Tdx

le théoréme de Poincaré assure automatiquement la condition Vg = 0.

— Dans le cas non relativiste, on remplace Pexpression (15.24) par sa
valeur pour v = 0, c’est-a-dire : ' .

' w(dy) = (u By dr

u étant le vecteur unitaire porté par le moment cinétique propre (nota-
tion (14.47)); on a donc (voir (14.48))

“o(dy) (6p) = (mdv —gEdt, 8r — v 5t > — {mdv—gEdt,dr—vdt)
1(15.26) +g{B,dr x &r)> —s{u,du x du)

+uld{(B,uddt—8{(B,udde] (M
on en tire les équations du mouvement :

_§[_
a= "

. d B
27) . d—t[mv]=q[E—va]+5;./m

d
ﬁ[su]=,mxB.

1 ) .
() Les termes nouveaux se déduisent donc. du hamiltonien magnétique

h=—CmB)  (voir (12.93)).




Particule a spin dans un champ

() Cette approximation revient & négliger les carrés des grandeurs sans dimensions pe/m,
gsa/m?®, qui sont effectivement trés petites dans les conditions expérimentales usuelles ; ainsi,
powr un champ magnétique de 10 000 gauss, elles sont de I’ordre de grandeur de 10“° (cas,
.d’un électron) ou de 10~!3 (cas d’un nucléon).
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(15.28) Ces équations expriment que la particule est aimantée, possédant un 5.33)  .Notons que ces formules respectent exactement les liaisons (15.31);.
moment magnétique pu paralléle & son moment 'cinétiqué su. Elles ont de ' que I n’est plus tangent aux trajectoires (comme dans le cas des particules
B sans spin), et que par conséquent le parametre 6 n’est pas rigoureusement
nombreuses vérifications experlmentales le terme — 5 de  montre égal an temps propre (il est défini par df = TdX): il n'en dlﬁere cependant
que la dev1at10n d’une particule par un champ magnétique 4 variation que par un terme du second ordre en F.
spatiale rapide dépend de D’orientation du spin (expérience de Stern et - Dans le cas d’une particule chargee on introduit habltuellement la
Gerlach); ) montre que le spin d’une particule soumise & un champ quantité
magnétique constant B tourne autour du champ avec la vitesse angulaire 2
w1 Bl/s (phénomene de la précession de spin) ; cette méme équation montre g=—=
aussi que la particule soumise 4 un champ B, + B, cos (w?), B, et B, étant ¢
orthc;go?aux, sublt unéct:ftet de_: reso?;mce S1@ d= #1By |/ st: o ph'etx}om:ni appelé coefficient gyromagnétique ou facteur de Landé.
appelcresonance magn 1queé, peret 1a mesure des moments magnetiques. Avec cette notation, et en supposant le champ électromagnétique cons-
Dans le cas relatmste on a (voxr (14.44), (15.14), (15.24)) : . tant, ce qui entraine i— = 0 (%), les équations (15.32) deviennent :
a(dy) @y) = — sTr(d.QQBQ) + m[dX.8] — §X.dI] + qdX.F.5X
(15.29) ‘ ¥ 1.5 2 QFI -
+ [d[oT] 8X — 8[ol] dX] =t ale -2
en posant ' :
L a _ _4p
(15.30) | o= —1Tr(Q. F). dé m
aJ i T A IR -
Pour former les équations du mouvement, il faut tenir compte des O 30 = m[gFJ + g = 2} IJFI]] .
liaisons (14.4%)) : '
©(15.31) Q=iDV); TI=1; TJ=0; 7 J=—1 — On dl:c que l‘e mom.ent‘magnethue est no,r’mal sipg = gsim,c cst-,a’-dlre
1 g = 2; c’est trés sensiblement le cas pour I'électron et le muon ; ’équa-
v ] . ich leedi (2 e g
ce qui peut se faire au moyen de multiplicateurs de Lagrange. Les formules ton <.>.’ étaphe pa,r Bargrpann, Michel et Te eg,dl (, ), est utlhseevpf)ur la
. ‘ \ o, N . .o .. mesure de g-— 2, c’est-a-dire du moment magnétique anormal. La cohérence
obtenues sont trés compliquées ; voici les équations linéarisées au voisinage d
. e ces expériences donne une vérification 3 posteriori des équations (15. 32),
ducas F=0(": X
donc de Iexpressmn phénoménologique (15.26) de .
S dx Vs F_ g 0n . .
Frin il A e £ SYSTEMES DE PARTICULES SANS INTERACTIONS
(15.32) . ar - _ 9 F;I _ B - I.T]Ei L’espace U des mouvements d’un tel systime est le produit direct des
do oom m ox espaces Uy, ..., U, des mouvements des particules individuelles ((13.1),
dJ B0 b
a6 == F J+ 4_E I ['] F.Ij+ -~ IJ a X ™ La notationﬁdésigne une dérivée par rapport 4 X (I, J et par conséquent Q étant

* constants) :

do 1
a—f(SX) = - —Tr (R.5F).

(%) V. Bargmann, L. Michel, V. L. Telegdi, Phys. Rev. Lett., 2, 435 (1959) ; voir aussi L. H.
‘Thomas : Phil. Mag., 3, 1 (1927).
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15.37)

- (15.38)

(15.39)

(15.40) -

(15.41)

- (15.42)

(13.12)) ; un mouvement x du systéme s’écr?t domnc

X1 .
x=l.. "x,€Uqy ey x,€ U,
Az

etla f"orme de Lagrange de U est donnée par

o(dx) (0x) = a(dx,) (8x;) + -+ + o(dx,) (Bx,)

ceci s’applique aussi bien au cas de particules libres que de particules
soumises chacune 4 .un champ )

Nous appellerons espace’d’évolution synchrone du systéme I’ensemble ¥
des . )

!

Y1

~<
fll

» yh
Yis..-» ¥, Etant des conditions initiales des diverses particules ayant toutes
la méme date t (*); V posséde une structure de variété telle que

dim (V) = dim (U) + 1,
V est présymplectique si I’on pose :
o(dy) &) = oldys) Byy) + = + a(dy) ().

et posséde alors U comme variété quotient ; dans le cas des particules non
relativistes sans spin, il est facile d’identifier V avec I’espace d’évolution
classique (12.29).

On définira de méme ’espace d’évolution asynchrone V' en renongant
a cette condition de synchronisme des y;; V' est donc le produit direct des
espaces d’évolution ¥; des diverses particules; c’est encore une varié,té
présymplectique de quotient U ; mais sa dimension est celle dé U augmentée
de n (on choisit une date ¢; indépendante pour chacune des particules).

- — Considérons le cas.de particules identiques (elles ont alors méme

- masse, méme spin, et sont soumises au méme champ éventuel); alors les

variétés Uy, ..., U, sont les mémes; on devrait alors avoir .
U=[U.

(*) On rappelle qu’une condition initiale d*une particule comprend un événement, donc
un point r et une date ¢. /
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Mais expérience montre (*) que I’on ne peut pas distinguer deux mouve-
ments qui ne différent que par I’échange de deux particules : le véritable
espace des mouvements n’est donc pas [U(I", mais la variété quotient
construite en (10.27) ; nous écrirons en abrégé

U =[U,/S,,
S, désignant le groupe des permutations des entiers 1, 2, ..., n (appelé

groupe symétrique).
Rappelons cette construction (10.27) : si Pon pose

*1 Xy=101) - e
VyesS,; V|..|le[U.
Xy Xy=1m) X,

' . , L. . AN .. ‘
on fait opérer le groupe symétrique S, sur [U, " en ce sens que(yoy'=yo097);
ce groupe définit une relation d’équivalence; nous désignerons par % la

classe de x selon cette relation :

[£ = '] < [il existe une permutation y tel que x’ = y(x)],
alors :

La variété-U des mouvements d*un systéme den particules identiques est

Pensemble des X, x étant tel que Xy, X3, ..., X, soient rous différents; la
forme de Lagrange o de U est telle que

I

o(dx) (8%) = 6(dx) (6x) = o(dx,) (0x;) + - + a(dx,) (Bx,) .

— Désignons par [U4]" 'ensemble des x tels que x,, ..., x, soient tous
différents (c’est un ouvert de U?); par S, le groupe des y opérant sur U7 ;
par P I’application x > % ; alors le triplet

{0L 8, P}

constitue un revétement de U, au sens (1.42) (voir (10.26), (10.27)). La

~ dimension de U est donc égale A celle de U7, c’est-a-dire 4 n fois celle de U,

— Le fait que Pespacé des mouvements soit [U,I'/S, et non [U,J* permet .
d’exprimer, sous forme mathématique, le fait que les particules sont
indiscernables ; contrairement 3 une opinion courante, cette formulation
ne met pas en jeu la mécanique quantique.

(Y Voir (17.169).
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INTERACTIONS _eﬁtique les moments galiléens (notatidns (12.122)), sont donnés par

) . . ' . 1=51 X m,v; + 50,3 g= Y mir; — )] ;
L’un des problémes majeurs de la physique conisiste a trouver une descrip- ; ! o T ; T

tion correcte des actions mutuelles d’un systéme de particules. Une méthode -
« classique » consiste & considérer I'espace d’évolution synchrone V du

systéme (ci-dessus (15.39)) et & modifier sa forme de Lagrange par la .
substitution '

S (s.49)  oldy) @) ~ o(dy) By) + dido — Bt do

P= vy E=v+3ymlvI?;
J J

A’apfés le théoréme de Noether généralisé (11.12), ce sont des constantes
du mouvement.

Ces équations sont aptes 4 rendre compte des forces électrostatiques et
magnétostatiques entre particules, en choisissant pour v I’expression clas-
sique de I’énergie d’un systéme de doublets magnétiques électriquement
chargeés, soit '

v= 3, 93 2 " uk[< up U ) 3 Uy 1= Ty ) W B =T >]

ik | x;—ry l | xj—r, 2 I rj—r I°
Li#k]

v étant une fonction différentiable de y, appelée potentiel d’interaction.
Le terme ajouté étant une dérivée extérieure, la condition Vo = 0 restera
o vérifiée ; avec un peu de chance, le rang de ¢ ne changera pas (il restera
L égal au maximum co’;npqﬁb,le avec le fait que la dimension de V est impaire) ;
- V sera alors présymplécti‘éjug,'et le quotient U définira ’espace des mouve-
ments des particules interagissantes.
Cette méthode s’applique avec succes au cas de la mécanique céleste :
elle conduit d’ailleurs aux formules de variation des constantes de Lagrange
(voir ci-dessus (12.10¢)). B

(g; : charges, ; : moments magnétiques).

— Notons que les termes d’interaction magnétique (ceux qui contien- .
nent u; py en facteur) sont négligeables en premiére approximation (*);
‘alors les u; sont constants; I'espace des mouvements est le produit direct
de Tespace des mouvements des particules interagissantes supposées sans
spin par des sphéres symplectiques (autant de spheres qu’il y a de particules
-2-spin dans le systéme). B ' '

" Appliguons-la 4 un systéme de particules 4 spin non relativistes, pour-
lesquelles nous emploierons les notations (14.48), chaque particule étant
repérée par un indice j. 1l vient : '

a(dy) By) = 2 m;{ dvy, Or; — v; 8t ) = m; { 8vy, dr; — v; dt )
. 5 .

. — Cette méthode s’appliqueA sans difficulté au cas d’un systéme de

15.49) | _s x du
¢ | 5wy, duy X du;> particules identiques, & condition de travailler sur le revétement (voir
' + dtdv — dvdr. (15.46)) ; dans ce cas v est une fonction symétrique des particules (c’est

. . - bien le cas pour I’expression (15.53)).
On suppose que v-ne dépend pas des vitesses v;; les équations du mouve- as p P ( )
ment dy € ker (¢) s’écrivent alors — Les formules ci-dessus ne rendent pas compte des termes petits, mais

mesurables, tels que la force de Laplace  laquelle est soumise une particule

: 0 = : a2 chargée en mouvement dans le champ magnétique créé par’ les autres
dr; dy; o du; ov ) . , : . .
(15.50) i \7 M= T Si g = u; x o particules; nous avons déja noté que ces termes sont rplatwlstes (voir
/ J ci-dessus QZ‘.“87)).

On est donc confronté avec le probleme c;e trouver un modeéle relativiste
pour un systéme de particules'én interactions. .

Or il est certain qu’on ne peut pas construire un tel modéle par la méthode
précédente : en effet, 'espace d’évolution synchrone dépend du repére de

. Lorentz choisi, puisque la relation de simultanéité en dépend.

Si le systéme est isol¢, le principe de relativité galiléenne nous donne des
conditions supplémentaires : en appliquant les équations (12.124), (12. 134),
on constate que v vérifie (*) les conditions _ : \

: W
0; JZr,-xEr—j+ujx-5E=0

ov « Ov
(15.51 2Z=0: e
‘). ) 0; ; or;

ot

(%) Dans le cas de I'atome d’hydrogéne, ces termes sont responsables de la structure hyper-
fine.du spectre, ainsi que de la raie d’émission de 21 cm de longueur d’onde utilisée en radio-

astronomie.

(}) Aprés I’addition &ventuelle d*une fonction du temps, qui ne modifie-pas la valeur (15.49)
de o. s ’ ' .
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(15.57)

. (15.58)

15.59)

(15.60)

Int,
inter

1 est naturel d’essayer d’utiliser 'espace d’évolution asynchrone : traitons
le cas plus simple d’un systéme de particules non relativistes, sans spin,

soumises a des forces F;.
La forme de Lagrange de cet espace est donnée par

o(dy) Gy) =Y { m; dv;—F; dt;, 8,—v; 8t; > — m; 8v,—F; 8, de;—v, dt; )
j B

les forces F; pouvant étre, a priori, fonctions des #;, Xy et ;. Mais la condi-
tion de Maxwell Vo = 0 donne, aprés développement, les relations -

oK, Vi, k
avk' J’

aFJ‘ .A aFj — . .

-é-t-; Ta-r—k- = 0 St ] ?é k
oF; ,0F; _ ”
o v

" BEn comparant avec (12.80), on voit que le remplacement de I’espace
d’évolution synchrone par I’espace asynchrone empéche Iexistence d’inter-
oF, OF;

actions — puisque la loi de réciprocité de Mazxwell = = 0 est

) ! i k BN

remplacée par la condition %I-:ﬁ =0 (Vj # k). Or l'invariance relativiste
J

interdit 'usage de Pespace synchrone, comme nous I’avons déja remarqué.
P

Ces considérations expliquent pourquoi on ne connait aucun modéle
relativiste de particules en interaction, méme dans un cas:simple comme
celui de 'atome d’hydrogéne (*).

A vrai dire, ces raisonnements n’interdisent pas Vexistence d’un tel

modéle ; ils suggerent simplement qu’il faut renoncer a P’idée trop newto-

nienne — et surtout trop aristotélicienne — selon laquelle le comportement’

(%) On peut trouver un modéle approché en supposant la masse de 1’électron négligeable

devant celle du proton, que I’on suppose alors fixe. Mais il w'y a pas d'interaction dans ce cas ;

seulement action du proton sur Iélectron.
Une autre méthode consiste & étudier Pinteraction du proton et de I'électron avec le champ
8lectromagnétique séparément ; mais le modgle ainsi construit n’est pas réaliste, car il conduit

3 une perte d’énergie par rayonnement, et il n’accorde A Patome qu’une durée de vie trés ..

bréve. On dit couramment que la stabilité observée de P'atome est- un effet quantique ; mais
le traitement quantique relativiste du probiéme fait lui aussi défaut. ’

Chapitre 111
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réel d’un systeme (« energeia ») peut se décrire au moyen de particules
permam'entes (« bulé ») dont les mouvements sont simplement inﬂéchis'
par une interaction (« morphé ») : le dualisme entre « forme » et « matiére »

ne peut donc étre considéré que comme une approximation non relativiste :

d’ou I'intérét spéculatif des méthodes qui permettent d’y échapper — commé

la théo,r'ie de la diffusion.

B

THEORIE DE LA DIFFUSION

Smt U Pespace des mouvements d’un systéme dynamique (Fig. 15 Ii) ;
soit V un espace d’évolution du systéme, P la projection de ¥ sur U. éupz
posons (ainsi que nous I’avens fait pour tenir compte de I’action d’un
champ sur une particule, ou de I'interaction d’un systéme de particules)

"+ V (espace d’évolution)

U (espace des mouvements diffusés)
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Théorie de la diffusion

que nous définissons un. nouveau systéme dynamique en modifiant la
forme de Lagrange ¢ de V-(par exemple par I'addition d’un terme supplé-

_ mentaire), mais que oy ne soit pas modifide dans un certain ouvert Q de V.
On dit dans ce cas que le nouveau systéme est un systéme diffusé par rapport
a Yancien ; nous appellerons diffuseur le complémentaire de Q.

On: peut, si I’on veut, supposer que Q est le plus grand ouvert de V-qu les
formes de Lagrange du systéme initial et du systéme diffusé coincident () ;
son complémentaire s’appelle alors support du diffuseur.

: Nous noterons U 'espace des mouvements diffusés, P 1a projection de V
' sur U.

Nous supposons’ essentiellement que I’espace d’évolution V. est sécable,
aussi bien pour le systéme dzﬁ"usé que pour le systéme non diffusé, donc que U
et U sont des.variétés sympiectzques,

Soit ye2; la condmon ;mmale y définit un mouvement non diffusé
x = P(y) et un mouvement: diffusé ¥ = P(); x et % peuvent étre considérés
comme des feuilles de V, pour ses deux structures feuilletées. Il est facile
de vérifier que I'intersection de I"une de ces deux feuilles avec Q est une

v variété intégrale de Q (considérée comme variété feuilletée plongée dans V),
donc une somme de feuilles de £ ; en particulier la feuille qui contient y
(en gras sur la figure) est contenue 4 la fois dans x et dans X.

A T'aide de ces remarques, on peut démontrer le théoréme suivant :

1 existe une famille d’ouverts £;, dont la réunion est égale 4 Q, tels que

(15.62) _ -
: yeQ,yeQ] = [{PO)=PO)} = {PO)=PON}].

11 en résulte immédiatement Pexistence d’une application injective 4;
de U a U, définie par

1(15.63) [4;(x) = %]

= [Iyeq, P() = x P() = 51 ;

passant par y) que 4; est un difféomorphisme local, la formule connue

(15.64) a(dx) (8x) = a(dy) (y) =

a(dx) (%)
montre de plus que A; est un symplectomorphisme local.

On appellera mouvement li¢ un mouvement diffusé entiérement contenu
dans le diffuseur ; comme les £; recouvrent £, il est clair que la réunion
des val (4 1) est 'ensemble lig des mouvements non liés; U’ est donc un
ouvert de U (il peut d’ailleurs coincider avec U).

(*) Clest-a-dire la réunion des ouverts ayant cette propnéte c’est: ‘blen un ouvert (Théo-
- réme (1.14)).

Ty [ W of e o . o - . T i N " N

- on peut démontrer (en choisissant une section transversale du feuilletage
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Posons.
Sk=A71.4; Viikel (%)
_ ou, ce qui revient au méme (Fig. 15.1I)
[S; "(X) =x] < [eq, Iy e, F(y) = PO, P(y) =xP(y)=x7;
il en résulte immédiatement les relations suivantes :
S¥ est un symplectomorphisme local de U & U Vi,kel
S) = lg;, E;étant'un ouvert de U Viel
[Sit = Vi, kel
Sk.Sf < Sk (3 Vi, k,lel.

Remproquement la connaissance des S} entraine la connaissance de

Pespace U' des mouvements non liés ; C’est une conséquence du théoréme
suivant :

F Soit U une variété¢ symplectique; / un ensemble d’indices. Supposons -
qu’il existe des S} verzﬁant les relations (15.67). ‘
Alors :

1) 1l existe une variété symplectique U ’,'et des symplectomorphismeé
locaux 4;de U a U’, tels que

4,704, =8k Vjikel.

Yval (4) = U" |

(:) I désigne I'ensemble d’indices de la famille Q,; S} peut éventuellement &tre impuissant.
(%)’ Nous employons la notation 4 < B, ot 4 et B sont des applications, pour indiquer
que B est un prolongement de 4 :

[xedef(4)] = [BG&) = A®)].
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I

(15.69)
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2) U’ est unigue, d un symplectomorphisme global prés : si une variété U'*
et des symplectomorphismes locaux 4} de U a .U* vérifient aussi les rela-
tions , 1l existe un symplectomorphisme global B de U’ a4 U™ tel que

\Vj ) A} = B.4; Viel.

Considérons I’ensemble des couples (J) e I, xekE); définissons sur cet
x

v

ensemble une relation ~ par

()= G)] = ee-sren

il résulte trivialement des fé],gﬁions’ (15.67) que ~ est une relation d’équivalence.

Si ’on désigne par A;(x) la classe de (J) suivant ~, et par U’ la réunion des
, . x

I,
S

val (4)), les 4; sont des applications injectives de U 4 U’, vérifiant les relations ¢ -

(vérification immédiate) ; il en résulte que I'ensemble des 4;.F(j € I, F = carte de U)
constitue un atlas de U’, et lui donne une structure de variété pour laquelle les 4 ;
sont des d1ffeomorph1smes Idcaux ; comme les S§.sont des symplectomorphismes
locaux, les champs de 2-formes o; définis sur les ouverts val (4;) par

o (d[4;(x)]) (3[4,(x)]) = o(dx). (8)

sont compatibles, et sont des restrictions d’un champ de 2-formes o de U’ ; ¢ donne
4 U’ une structure symplectique telle que les 4; soient des symplectomorphismes
locaux (vérification immédiate) ; d’on le 1).

Plagons-nous dans ’hypothése du 2) ; on constate que les’ B; = A}¥.4;* sont
des symplectomorphismes locaux de U’ & U'*; si x € def (B)) n def (By), en met-
tant x sous la forme 4,(y), on déduit de O que Bj(x) = By(x); il en résulte que les B;
ont un prolongement commun B, défini sur U’; de méme les B,-'1 ont un prolon-
gement commun B* défini sur U'*; on constate que B* = B!, et que B est un
symplectomorphisme de U’ sur U™ vérifiant 7 ; d’ol le 2).

C.Q.F.D.

Nous appellerons groupe de symétrie du diffusewr un groupe de.Lie G
tel que :

G opere sur V',

G est groupe dynamique ad la fois pour le systéme di ﬁ'use et pour le
systéme non diffusé. ) ’

On sait (11.6) que G est aussi un groupe dynamique de U et U; il est
facile de montrer que I’on peut agrandir 2 de fagon a ce‘qu’il soit invariant
par G; alors G. opére aussi sur et sur I’espace U’ des mouvements non
liés. :

(15.70)

Ch

15.72) [
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q

Pour énoncer commodément les propnetes de G, nous allons introduire
la définition suivante :

Soit F une application d’une variété & une vanete On dira que F est
en escalier si .

[yeval (F)] = [F~(y)ouvert] (}).

On vérifie que les définitions suivantes lui sont équivalentes :

1(1 5.71) [ def (F) est ouvert, F est constante sur chaque composante connexe de def (F)

ou

F est différentiable, [x e def ()] => [D(F") x)=0].

THEOREME (hypothéses et notations (15.61) & (15.72)).
Soit G un groupe de symétrie d’un diﬁ‘uscur.
1) Les applications
cablag.dpa”ty] (x)
ab [ay.Sf.a”ly] (x)
sont en escalier (Y/, k € I, Vx € U).
2) Si ¥ est P'algébre de Liede G, etsiZe %, on a

ae

D(4)) (x) (Zu(x)) = Zg(dy(x))
D(S7) (%) (Zy(x)) = ZufSf(x))

si xedef(d),
si. xedef (Sf).

3) Suppbsons que G posséde des moments u = Y(x), i = Y(%) pour le
systéme non diffusé et le systéme diffusé. Alors les applications

x b PA,) — Y(x)
x P(SH) ~ ¥x)

sont en escalier ~j.Ael).

4) Si Z appartient 4 ’algebre dérivée de celle de G, on a
. WSHx) Z = l//(x) Z Vxedef(Sh.

Nous laissons au lecteur le soin de la démonstration (2) Les exemples suivants
montreront la signification physique de ce théoréme.

™) L’_iﬁlage réciproque F~(y) est ensemble des x tels que F(x) = y
(%) Pour la démonstration du (4), on peut utiliser (11.175).
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(15.75) -

(15.76)

s

(15.78)

©(15.79)

DIFFUSEURS BORNES

‘Considérons une particule soumise 4 un champ qui soit nul ou négli-
geable en dehors de la boule || r | < R (dans un référentiel d’inertie donné).

Prenons comme espace des mouvements non diffusés ’ensemble U des
mouvements rectilignes uniformes de la- particule libre qui. venﬁent les
deux conditions :

La vitesse de la particule n’est pas nulle: .
La plus courte distance de la particule & I'origine est < R.

U est un ouvert de la variété des mouvements libres (relativistes ou non
relativistes), donc une variété symplectique.

Soit 2 ’ensemble des, conditions - initiales y de la particule (définies

chacune, on le sait, par une date ¢, un point r, une vitesse v et, éventuel-
lement, I’orientation u du spin) qui sont compatibles avec (15.75) et véri-
fient de plus | r |} > R; Q est un ouvert ol la forme de Lagrange de la
particule non diffusée coincide.avec celle de la partlcule diffusée. -

1l résulte immédiatement de la définition (15.75) de U que

yeQ] = [(r,v)sﬁO]

nous pourrons donc partager Q en deux ouverts disjoints Q,,, et £;, définis

par

YEQu = {r,v)>0
ye, <= rvy)<0

Les conditions (15.62) sont vérifiées (I étant ’ensemble a deux éléments
{ in, out }); il est usuel de noter S le symplectomorphisme S5" ; on a alors

Sou = 1y Sgt =8

Sln

out

]
(%]
1

Sz =1y
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On voit (grace au Théoréme (15.68)) que la connaissance de S entraine
la connaissance compléte de 1’espace des mouvements diffusés.

Notons que def (§) n’est pas nécessairement égal & U, ni méme
connexe (1). &

— Supposons que.le diffuseur soit statique, c’est-a-dire que le champ
soit invariant par translation'dans le temps. Alors le groupe G des transla-

_ tions dans le temps (*) est un groupe de symétrie du diffuseur, au sens (15.69).

Selon le théoréme (15.73), 'application a + ay.S.ag 1(x) est en escalier
(aeR); si x e def (S), on constate que cette application est définie sur R

“tout entier, qui est connexe ; elle est donc constante (Théoréme (15.71));

ce qui montre que .S commute avec les translations temporelles.

Soit ¥(x) le moment du groupe G correspondant & un mouvement x;
Y(x) est, au signe prés, I’énergie (voir (12.122)); le théoréme (15.73. 30)
montre que l’application

x b Y(S(x) - ¥(x)

est en. escalier : la traversée du diffuseur ajoute a I’encrgle une quantité

qui ne dépend que de la composante connexe de def (S) & laquelle appar-
tient x (3).

1l arrive assez souvent que le diffuseur soit conservatif, c’est-a-dire que
Y(S(x)) = Y(x); citons des cas oli ceci a lieu nécessairement :

a) Si def (S) est connexe;

b) Si on peut prolonger G par un groupe de symétries dont I’algébre de K

Lie est égale 4 P'algébre dérivée (cf (15.73.49)).

(*) Dansle cas d’un photon diffusé par une lunette astronomique (contenue dans la sphére
el < R), def (S) a 3 composantes ; ce sont les mouvements libres du photon dont la phase
«in» est telle respectivement que ;

a) le photon pénétre par P'objectif et ressortira par I’oculaire,

b) le photon pénétre par I'oculaire ct ressortira par ’objectif,

¢) le photon évite la lunette.

De plus ces’trois composantes s¢ dedoublent si ’on fait pénétrer dans I'instrument des
photons polarisés & droite et & gauche. Deux photons ayant la méme trajectoire initiale,
mais différant par ’hélicité, pourront avoir des trajectoires différentes ‘aprés diffusion; c’est
ce que montre 'expérience : une source lumineuse ordinaire, observée & travers un prisme
de quartz, apparait dédoublée, les deux images étant polarisées circulairement en sens contraire
(biréfringénce rotatoire).

QK¢ peut.étre considéré comme le groupe additif R, opérant sur ¥ selon,

qt t+a
r. r
Gy, =
\] Al
u u

G Ainsi un électron traversant un microscope électronique voit son énergie augmentée
d’une constante, caractéristique de la différence de potentiel entre P’entrée et la sortie.
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¢) Enfin, dans certains cas ou les explications précédentes tombent en
défaut (%), il peut arriver que le caractére conservatif du diffuseur soit di
4 la possibilité de donner un prolongement analytique complexe a S, prolon-
gement défini sur un ensemble connexe. M

- ‘Citons des diffuseurs ayant d’autres syimétries :

— Un systéme optique centré posséde la symétrie de révolution autour
de son axe optique. W :

particule par un champ de forces centrales; le théoréme (15.73.4°).nous
montre que S conserve le moment correspondant (qui est 1, avec les nota-
tions (12.122)). &

— Le photon, dans I’ approxzmatzon non. relatzvzste a une vitesse infinie
(14.54) ; la date t de son mouvement est le moment du groupe des transla-
tions sur I’énergie E (notation (14.53)) ; le fait que les dates d’entrée.ct de
sortie dans un instrument d’optique soient les mémes peut donc se ratta-
i cher au fait que la diffusion est indépendante de la variable E. W

A ]

OPTIQUE GEOMETRIQUE

(15.86) Ce dernier exemple (15.85) nous fournit 'occasion d’appliquer la pro-
’ cédure (12.152) au groupe dynamique (E - E + Cte) ; ce qui nous montre
qu'il existe, d chaque instant t, une variété symplectique dont les éléments
sont les orbites de ce groupe opérant sur I’espace des mouvements non
relativistes du photon ; une telle orbite ¢ peut se repérer au moyen d’un
vecteur unitaire u (notations (14.53)), définissant la direction et le sens de

propagation, et d’une droite paralléle & u (sur laquelle. on choisira un’

point 1) : € est donc ce qu’on appelle un rayon lumineux.

(15.87) L’ensemble des rayons lumineux constitue donc une variété ¥, de dimen-
) sion 4 (*), dont la forme de Lagrange se déduit de (14.53¢D) ; au facteur
constant k prés, il vient (3)

(15.88) a(dé) (&) = ( du, &r > — ¢ du, drs — 7§c—s Cu,du x Sud.

(") Par exemple dans Ie cas od la diffusion est décrite au moyen d’un potentiel additif v
(comme en (15.48)); il pourrait & priori arriver que v soit multiforme — tout en définissant
une structure symplectique uniforme ; dans ce cas le diffuseur ne serait pas conservatif.

() Cette variété est constituée par les droites orientées de 'espace ; on peut montrer qu’elle
est simplement connexe. On constate sur (15.88) -que le changement d’orientation (r —r,
u - — u) est anticanonique ; il engendre un groupe discret 3 deux éléments ; la variété quotient
(voir (1.45)) est constituée par les droites non orientées, et admet donc ¥ .comme revétement
universel (3.55).

(®) Rappelons que x(= + 1) est Phélicité, s le spm et k la couleur du photon (14. 53)

—— Le groupe SO(3) est groupe de symetne pour la diffusion d’une

hapitre I1I - Mécanique 221

— Considérbns un rayon lumineux ¢ qui pénétre dans un instrumenﬂ
d’optique ; puisque S est un symplectomorphisme local (notatlon (15 78))

le rayon lumineux emergeant & = S(&) sera li¢ & £ par :

(du, 8r) — (Su, dr) -é%s<u,dux Sud
= (dw, o) — (8w, dr')y — lkf<u', du’ x Su'd ;

cette formule montre 1'impossibilité d’obtenir une photographie ponctuelle
(r' = Cte) d’une étoile a I'infini (u = Cte) tant qu’on ne peut pas négliger
la quantité¢ 2 ns/k (qui s’interprétera plus tard comme la longueur d’onde
du photon (19.43)); si on le fait, remplagant donc (15.88) par

o(d®) (88) = < du, 81 > — { du, dr )

on tombe sur V'approximation de I’optique géométrique ; la conservation
de (15.90) 4 travers un instrument est une propriété connue sous le nom
de théoréme de Lagrange (on le déduit habituellement du principe de Fermat).

— T eXiste, sur la variété V des rayons, une l-forme potentielle @,
définie (') par

w(dé) = — (r,du)

il en résulte — localement — existence d’une variable dynamique W telle
que

(r,ydu'd - (r,du) =dW

4 la traversée d’un instrument d’optique ; W s’appelle eikonal angulaire (*),

ou encore caractéristique angulaire; elle est utilisée dans les méthodes
modernes de calcul des instruments d’optique.

(").'La forme potentielle w’ définie, sur la variété ¥’ des couples n = (u, r) par
w'(dn) = (u, dr)

est plus classique (elle comcxde avec la forme de Cartan du principe variationnel de Fermat) ;
mais elle n’est pas, comme w, un invariant mtegral en d’autres termes, on ne peut pas la
définir sur la variété V des rayons.

() La fonction eikonal classique, déduite de la forme w’ (note précédente) n'est pas définie
sur l'espace des rayons.
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(15.97)

.(15.98)‘

(15.99)

" qui s’interpréte tri-dimensionnellement comme un cété d*un plan tmmobzle
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relations vérifiées par ¥ et «; on posséde aussi des relations différenticlles -
-exprimant que les S} sont des symplectomorphismes. Dans deux cas
intéressants (particule sans spin, particule de masse nulle) on en déduit
que la substitution (15.99) prend I'une des deux formes

MIROIR PLAN

Soit N un vecteur d’espace-temps vérifiant
N.N=—-1. - . -
00 {@PQP; M- M +[N.P - P.N]f(N.P)

Tl est facile de vérifier que le groupe de Poincaré G posséde un sous-groupe b) P>AP; M- A.[M+[N.P— P.N|f(N.P)].4;

de Lie G’ composé des matrices (notation (13.51))

[L'C} _
- @.L=1
0 1 ,

qui vérifient les condmons

...,'!_

NL N N.C=0

f désigne une fonction réelle ; on a posé
01) A=1+2N.N.
Le cas a) correspond & une transmission, le cas b) 4 une réflexion. W

Traitons le cas d*un miroir plan, occupant la région

. NX>0
et dont I'algebre de Lie est constituée des matrices

{A'F} _
@A+ 4=0)
0 0

et sur lequel tombent des photons (particules de masse nulle).
Choisissons un référentiel de Lorentz par rapport auquel le miroir est
immobile ; on pourra alors écrire

' .
N=a&
0
" n étant le vecteur unitaire normal au m1r01r dmge vers l’extérieur
(Fig. 15.1I0)..

telles que ) ‘.

NA=0 NI =0;

G’ est Pensemble des éléments de G qui conservent le demi-espace-temps

—

NX>0

ou en mouvement de translation uniforme.

Supposons qu "un diffuseur admette G' comme groupe de symetrle on
vérifie facilement que P’algébre de Lie de G’ est égale’a sa dérivée ; le théo-
réme (15.73.4°) montre que les symplectomorphismes de diffusion S}
conservent les moments de G'; ceux-ci se déduisent de ceux de G par la
régle (13.140); on déduit de (15.97) que le seul changement permis
pour le moment de Poincaré { M, P} (notation (13.57)) est de la forme

~— On peut repérer un mouvement du photon libre par une ‘date ¢, un
- point r, sa vitesse.v (de longueur 1), son énergie E et son hélicité y = + 1,

Ma>M+V.N—-NV P-P+ Na

V étant un vecteur et o¢.un nombre.

Connaissant le type de la particule diffusée, on’ connalt des relations.
vérifiées par M et P (voir la classification des parpcules (14.4, 24, 29);
celles-ci devant étre vérifises avant et aprés diffusion, fournissent des

: r
le point 2 , appartenant 4 la trajectoire relative au référentiel # (Défi-

 “nition (14.33)).
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(15.104)

(15.105)

(15.106)

(15.107)

(15.108)

(15.109)

(15.110)

Le calcul donne alors

vE | jtvxs + r x vE)
P=x - M=%
E

Les lois expérimentales de la réflexion montrent que celle-ci-est donnée
par la substitution

‘x—Wvt]E
R,
Elr — v 0 }

t—>t, 1> 8@, v &¥), E~E, y——yx ()
@ étant la symétrie par rapport au plan du miroir .
é=1—2mn.

)

En remarquant que .i-.:gpérateur A4 (15.101) peut s’écrire .

-

A
d=al |2

on vérifie 2 I'aide de (15.104) que les formules de réflexion s’écrivent

simplement
PoAP Mo AMA

ce qui constitue un cas particulier de (15.100) : cas b), avec f = 0. On

peut donc traiter le miroir par la théorie de Ia diffusion : 'ensemble £ des )

conditions initiales du photon situées en avant du’miroir se partage en
ouverts 2, définis & I’aide d’une date 0 par les relations

{(n,r)>0 (mr+v[—11>>0

qui expriment qué le photon ne heurte pas le miroir pendant intervalle

de temps ¢, 0. Lés relations (15.62) sont vérifiées (I'ensemble d’indices
coincidant ici avec le temps); (15.66) nous donne

S¥(x) = x si (n,r4+v—1]1>>0, {mr+v[d—1t]>>0
SPG) = Sx) si (mr+vo—fY>0, {nr+vp—-1])<0

S désignant 1’application involutive. définie sur I’espace des mouvements ;

libres par (15.108).

Nous savons (15.68) que ces relations définissent complétement I’espace
des mouvements (non liés) du photon en présence du miroir ; on peut vérifier

directement sur ces formules (15.110) les résultats (15.67) et (15.73). W

(*) Un photon polarisé & gauche avant réflexion est polarisé & droite aprés ; ¢’est pourquoi

nous avons dd adopter le point de vue (14.78), selon lequel le photon est décrit par un espace. :

de mouvements non connexe.

Miroir plan ™~

111).
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— Les formules ci~dessus sont relativistes ; elles permettent par exemple
d’étudier la réflexion sur un miroir en mouvement de translation uniforme
de vitesse normale nf : il suffit de remplacer (15.102) par

nch ¢
N=Z th(p=ﬂ

sh @

on trouve ainsi que I’angle d’incidence o et I'angle de réflexion o’ ne sont
" plus-égaux, mais reliés par la relation

cosoc-i——z-ﬂ—-
1+ p2

COS o' = e P
28 ’

1
+ T+ ﬂzcosoc

que les énergies E et E’ des photons incident et réfléchi sont liées par

E' 28
—..—_1
E T

[B + cosa]

(effet Doppler par réflexion),
enfin que le point d’impact r et le point d’émission r' ont un décalage -

.. donné par

Y= 2 xsp vXxn
) 1+ B +2Bcosa E

dont le sens dépend de I’hélicité y ; sa grandeur est inférieure & fA/r (A étant
la « longueur d’onde » 2 7s/E). Cet effet est une conséquence du caractére
relatif de la trajectoire (voir (14.36)).

-— Notons qu’un mouvement de glissement du miroir sur lui-méme ne
modifie pas la réflexion  (puisqu’il ne change pas le quadrivecteur N),
alors qu’il modifie 1a substance du miroir : nous sommes dans un cas out la
diffusion est plus symétrique que le diffuseur. ‘

Dans d’autres cas ot les formules (15. 100) ne s’appliquent pas (exemples :
le phénomeéne de mirage, qui ne change pas le sens de polarisation ; la
traversée par une particule chargée d’un condensateur plan, qui modifie
I’énergie), la symétrie est donc certainement moindre.

" COLLISIONS DE PARTICULES LIBRES

On considére un systéme de particules libres de masses non nulles, sans
interactions; soit U l'espace des mouvements tels que les vitesses des
particules soient toutes différentes; soit ¥ la partie correspondante de

SOURIAU, — Structure des systémes dynamiques 9
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5.117)

. 118)

5.119)

5.120)

5.121)

i conin.

Collisions de particules

I’espace d’évolution synchrone (Déﬁnition (15.39)); si yoe V, yo définit
une date t, et un mouvement du systeme x, = P(y,) dans U.
Choisissons un nombre positif p, et définissons les ensembles Q,,, Q,,, par

[yo € 2] < [dansle mouvement P(y,), [t < to] = [|r;—rll > p
Vi, k1]
[¥o € Qou] <> [dansle mouvement P(y,), [t = t)] = [|rj—rll > p

On peut vérifier que Q,, et Q,,, sont des ouverts de V.

Supposons maintenant que les particules interagissent, l’interaction
pouvant étre décrite au moyen d’un potentiel v (voir (15.48)), et que ce
potentiel soit nul si les distances mutuelles des particules sont toutes supé-
rieures a p. On peut alore &appliquer la théorie de la diffusion a I'ouvert

Q =0, U Q.. Q -« Q. verifient les relations (15.62); il vient (nota-
tions (15.65)) :

Ss=1l, Sw=s

Sem =871 Sp=1ly

S étant un symplectomorphisme local de U a U qui caractérise la diffusion
des particules — ou, si I’on préfere parler ainsi, leurs collisions; S fait
correspondre & un mouvement x avant collision (éventuelle) le mouve-
ment x’ aprés collision suivant la regle (cf. (15.66)) :

[S(x) = x7] <> [y € Dip 3V € Qo P(Y) = x, P(Y) = X', P(») = P(»)]

P désignant la correspondance entre une condition initiale et le mouvement
avec interactions correspondant. ‘

— On vérifie sur cette formule que S ne change pas si on augmente p ;
S est donc caractéristique des interactions.

— Méme si 'on ne connait pas de formulation relativiste des inter-
actions (voir ci-dessus (15.60)), on peut risquer I’hypothese suivante : il
existe un symplectomorphisme local S, vérifiant (15.119), opérant sur
I’espace U des mouvements relativistes libres sans parallélisme des trajec-
toires d’espace-temps (!); on vérifie alors que S ne dépend pas du repére
de Lorentz choisi (bien que ce repére figure implicitement dans 1a défini-
tion de Q,, et de Q,,,); dans ce cas, les applications (15.118) définissent
la variété symplectique des mouvements non liés (grice au Theo-
réme (15.68)). Puisque le systéme est supposé isol¢, le principe de relativité

MU spar lexpeus ot re lente ex (15.42) ou o,

M i et e aie il abiah adar.

(15.122)

(15.123)
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(13.70) doit s’appliquer : on en déduit que S commute avec les éléments
du groupe de Poincaré connexe G (opérant sur U); comme I’algébre de
Lie de G est égale a son algebre dérivée, le théoréme (15.73) montre que S
conserve le moment u = { M, P} du systtme — moment qui est égal,
on le sait (14.59), a la somme des moments correspondants de chacune
des particules. En particulier I’énergie totale est conservée, on dit que les
collisions sont élastiques. R

Méme si nous ne savons pas déterminer S par le calcul, nous savons
donc, a priori, que :

S est un symplectomorphisme local de U,
S commute avec le groupe de Poincaré connexe opérant sur U ,

S conserve les quantités P = Y P; et M =Y M;,
j j

J

ce qui limite son arbitraire ; les vérifications expérimentales de (15.122)

sont nombreuses ; elles permettent de tester les principes que nous avons
proposés ‘pour la mécanique relativiste, et sont d’autant plus précieuses
que I’étude de S est actuellement /e seul acces a I’étude relativiste de systémes
non élémentaires. M

Il n’est pas impossible que la connaissance du symplectomorphisme S
permette d’étudier aussi les mouvements liés, par la technique du prolon-
gement analytique; il faudrait pour cela que la variété des mouvements
et S soient analytiques ; certains indices suggérent qu’il en est bien ainsi
dans certains types d’interactions. ‘






