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-§ 8 2-FORMES

ORTHOGONALITE

(8.0) — Soit E un espace \:cctoriel réel de dimension #n; soit ¢ une 2-forme
’ de E (voir 4.26). '

(8.1 Deux vecteurs X et Y de E sont dits orthogonaux (pour la formé a) si
t le nombre ¢(X) (¥) est nul. Cette relation d’orthogonalité-est symétrique,
parce que la forme o est antisymétrique (o(¥) (X) = — o(X) ().

-— Nous désignerons -par. orth (H) l’ensemble des vecteurs orthogonaux
a un sous-espace vectoriel H de E.:

8 Xeoth ()] < [c@)(X)=0 VYeH]

orth (H) est aussi un sous-espace vectoriel ; on venﬁe immédiatement les
formules suivantes (*) :
@) [H < orth (H D] <« [H'corth(H )]
g | b [Hc H] = [orth(H') < orth(H)]
."(8'.3)' . ¢ orth(H + HY) = orth (H) n.qrth H"
%1 d) orth (orth (H)) = H + ker (0)
&) ker (6) = orth (E)
| f) dim (orth (H)) = dim (E) — dim (H) + dim (Hn ker (a))

On dira qu*un sous-espace vectoriel H de E est zsotrope.[resp. co-iso trope] si

Hcorth(H) [resp. orth (H) < H].

— Pour qu’un sous-espace vectoriel H soit isotrope, il faut et il suffit que
- 6(X) (Y)=0 VX, Ye H; on voit en particulier que les sous-espaces vecto-
riels de dimension-1 sont tous isotropes (puisque o(X) (X)=0 VX e E).

(*) Ou H et H' sont des sous-espaces vectoricls de E, ¢t ou le signe + démgnc 1a somme
directe de deux espaces vectoriels : .

[XeH + H] < [BYeH3ZeH,X=Y+12).
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— Par application de (8.3), on vérifie que

' a) H isotrope, H' < H] = [H'isotrope]
(8.6) b) [H co-isotrope, HcH]. = [H ' co-isotrope]
¢) [H isotrope] = [orth (H) co-isotrope, H + ker (o) isotrope].

DEFINITION, THEOREME

est self-orthogonal si

®.7 . H=oth(@).

self-orthogonal.

— Etant donné un sous-espace isotrope de E, on peut chercher §°il est contenu
dans un sous-espace isotrope plus grand, donc de dimension plus grande : en recom-
mengant (n fois au plus), on trouvera un sous-espace isotrope maximal H contenant
I’espace donné.

par V' on sait quil est isotrope (8.5), donc que { V'} = orth ({ V'}), et puisque
{V} corth(H), que Hcorth({V}) (3.3a).
11 en résulte que H + { ¥} < orth (H) north ({ V}); or

orth (H) n orth ({ VY)=orth(H+{V}) ,'(vc')ir 8.30); -

donc H + { V'} est isotrope; puisque H est isotrope maxnnal H+{V}=
on a donc ¥ € H. Comime ¥ est un élément quelconque de orth (H), on a montre
3 que orth (H) « H; par hypothese H < orth (H); H est donc self-orthogonal.

-

CQFD .

BASES CANONIQUES

THEOREME

(8.8) Soit H un sous-espace self-orthogonal de E (notétions (8.0), (8.7).
Alors ker (6) « H; si'T est une base (*) de ker (o), ¢t s1 on compléte T"

.pour former une base [T U] de H, il existc une base

=[r U V]

(") Notation (1.4).

— Nous dirons quun sous-espace vectoriel H de E (notation (§.0))

— Tout sous-espace-isofrope de E est contenu dans un.sous-espace '

Soit ¥ un élément de orth (H); désignons par { V'} I’espace vectoriel engendré ‘

8.8)
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de E telle que la matrice des composantes de ¢ dans S soit .

[olololl

-1 )
0 0 }p
-1

= dim (H); ¢ + 2p = n) : on dira que § est

(g = dim (ker (6)); ¢ +
| une base canonique.

Pulsque H c E, on a orth (E) < orth (H) (8.3a), soit ker (o) = H (pulsque
= orth (H)).
On peut donc compléter une base T de ker (o) pour former une base [T -U] de H,

puis compléter cette derniére pour former une base S’ = [T U V' de E; on
a alors : . N

—val(T)+val(U), val(T) nval(U)={0}; )
: E= H+val(V) Hnval(V)={0}.

Comme, par hypothése, val (T') = orth (E) et H = orth (H), on voit que

H = orth (H) = orth (val (T") + val (U))
. = orth (val (T)) n orth (val (U)) = orth (val (U)) ,
d’ou »
o orth (val (U)) nval () = {0} .
Ona auss1
val (U) N orth (val (v )) = val (U) n H n orth (val w ))
='val (U) n [orth (H) n orth (val (V")}]
= val (U) A orth (H + val 8
= val (U) n orth (E) = val (U) n val (T),
soit ‘ .
(V4 val (U) n orth (val (V')) ={0}.

La formule ¢ indique que la matrice M, d’eléments M, = o( ). (V}) est régu-
ligre (1).

. M) Car [M(x) =0] = [e(Up (zk: Ve "x)= 0 V] = [V'(x)eorth (val (U)] =

[V'(x)€ orth (val (U)) nval ()] = [F'x) =0] = [x=0.
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De méine, la formule ¢ montre que la matrice M TM)=o(Vy) (U )] est aussi
réguliére ; or, on 2 “M ) = — M, c’est-a-dire M'= — M (6:5im). La matrice M,
qui est régulitre en méme temps que sa transposée M, est nécessairement carrée,
les espaces -val (V) et val (U) ont la méme dimension p.

En inversant la matrice M, on trouve encore une matrice carrée M ~1; si 'on
pose V' = V' .M~ !y est une nouvelle base de val (V) et ’on a par construction

~
wyop={ Sk
IR =0 si jk.
Posons : E '
v 1 "~ (1 .

R ) Vi=Vi + 5 z,: U,.a(Vj') (49 k=12..p].

On calcule immédiatement : - .

o(T) (T) = 05 o(Tul(U) = 05 o(T,) (V) = 0;
| awywp=0; s@ywa={L 2T
g s w) = ; (44 =
yA e 0 si j£k
’ oV (V) =0.
Ces résultats montrent que si I’on pose
S=[Ty..T, Up..U, Vi..V]l.
S est une base de E (1), et que les composantes de @ dans Ia base S, 4 savoir les
nombres o(S) (Sp) (), sont les éléments de la matrice J de I'énoncé.
. C.QE.D.
COROLLAIRE
— Le rang d’une 2-forme est un nombre pair.

(8.9).| — Sio est une 2-forme de rang 2 p sur un espace vectoriel E de dimen-

sion n, tous les espaces self-orthogonaux pour la forme o ont la méme dimen-

sion n — p.

En effet, le-rang de o est égal & dim (E)*— dim (ker (0)), soit avec les notations
précédentes, n — g(= 2 p). On voit que la dimension de H, soit ¢ + p(=n — p)
ne dépend pas du choix de H, mais seulement de la forme o.

C.QFD. &

— On appelle espace vectoriel symplectique un espace'.vectoriel réel E
sur lequel on a défini une 2-forme réguliére o. _

(8.10) Si E est symplectique, sa dimension est paire (soit 2 p) % E posséde une
: base S, dite base canonique, telle que (%) ’

O o(S(x) (S(¢) = X.J.y  Vx,yeR*®?
(*) Lesformules ¢pmontrent que Sestle produit de'S' par une matrice tljiangulaire réguliére.

(%) Voir la définition (4.20).
(®) Notation (6.52), appliquée & I'espace euclidien R>*.
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L . __

— Les espaces self-orthogonaux de E ont la dimension p; toute base
Ld’un espace self-orthogonal peut étre complétée par une base canonique
de E. '

(8.10) | avec’

C’est un cas particulier de (8.8); i suffit de remarquer que o est réguliére &
_condition que la dimension ¢ de son noyau soit nulle.

CQFD. 1

Dans le cas d’un. espace .symplectique E, on vérifie jmmédiatement que
les régles (8.3, 4, 5,.6) se completent par :

a) orth (orth (H)) = H,
b orth (H n H) = orth (H) + orth (&),

(8.11) ;
,: .( -1 ¢) [H isotrope] < [orth (H) co-isotrope],
d) dim (H) + dim (orth (H)_) = dim (E).
GROUPE SYMPLECTIQUE
DEFINITION
3.12) [ Soit E un espace vectoriel symplectique de dimension 2 p. On. appelle
v groupe symplectique (*) de E le groupe Sp (E) des éléments A de GL(E)
tels que :
. O C sA)) () = e(X)(Y) VX, YeE.
THEOREME .

[ ' Soit § une base canonique d’un espace symplectique E; 4 un élément
de GL(E). Alors

i [Ae Sp(E)] < [4.5 = base éanoniquc] .

11 suffit de comparet (8.100) et (8.120).

(}) On définit parfois aussi d’autres « groupes symplectiques », sous-groupes de celui-ci.
Nous n’aurons pas I'occasion de les rencontrer.



(8.149)

@8.15) [

- (8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

Groupe symplectique

THEOREME
Soient U et U’ deux bases de sous-espaces isotropes de méme dimension

d’un espace symplectique. Alors il existe un élément 4 du groupe symplec-
tique tel que

U=4.U

En effet, on peut compléter U’ et U par des bases de:sous-espaces’self-ortho-

" gonaux (Théoréme 8.7), puis par des bases canoniques S’ et S (8. 10) il suffit de

prendre 4 = -§'.§7* (8.13).

C.Q.F.D.
COROLLAIRE

Si U et U' sont des vecte‘urs non nuls d’un espace symplecthue E, il
existe un élément 4 de Sp (E) tel que U’ = 4.U.

Eneffet, U'et U peuvent étre considérés comme bases de sous-espaces de dimen-
sion 1, donc isotropes (8.5).

C.QE.D.

Autrement dit, Sp (E), opérant sur E, a deux orbites : { 0} d’une part,

E privé de 0 de l’autre.

— Représentons un élément A de Sp (E) dans une baise canonique S : |

A=S.M.S!

(8.12Q) montre que o(S.M.x) (S.M.y) = o(S.x) (S.y) Vx,yeR?,
soit en utilisant (8.10Q), M.x.J.M.y = x.J.y; on en tire

M.J.M=J.
Comme (8.10%?) montre que |
J=J1=-1J
(8.17) s’écrit éussi
M '=JMJ?' V).
Ies matrices M vérifiant cette céndition (indépendante, notons-le, du
choix de S) s’appellent matrices symplectiques ; elles forment évidemment

un groupe isomorphe du groupe Sp (E).

(") Comparer avec (6.74). .

Chapitre Il
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8.21)

\

Géométrie symplectique 81

THEOREME

Les matrices symplecﬁqu% forment un groupe de Lie, ayant poﬁ algtbre
de Lie I’ensemble des matrices Z telles que

O -Z=JZJ".
En appelant G ’ensemble des matrices symplectiques, % I’ensemble des matrices

vérifiant (8 200), on vérifie immédiatement que le critére (6.33q) leur est appli-
cable : G est donc un sous-groupe de Lie de GL(R 2r),

) . C.Q.E.D.
— En développzint Péquation (8.20Q) de I'algebre de Lie, on voit qu’elle
s’écrit : . .
4 C — —
B -4

4, B, C étant des matrices réelles d’ordre p ; par conséquent, la dimension du

groype Gestp?+ 42 2+ D) +2 (p2+ 1) p (2 p+1). Il en résulte, bien entendu,

" . que Sp (E) est un saus-groupe de Lie de GL(E), de dimension p @Qp+ 1)

(8 23)

i.\(ls.lzz) [

THEOREME ' ' v_
Si A € Sp (E), et si Log (4) existe, Log (4) appartient & I’algébre de Lie ]
de Sp (E). ) '

I suffit évidemment de vérifier ce résultat pour les matrices symplectiques ;
il est évident en prenant le logarithme de (8.19), et en appliquant les for-
mules (6.39) et (6.40).

— Gréce 4 (8.18), on constate que R*? posséde une structure d’espace
euclidien complexe positif, de dimension complexe p, que I'on obtient,
en joignant 4 sa structure euclidienne (6.52), la structure complexe définie
par

[a +bilx =ax + bJ(x) Va,beR; VxeR*.

Les éléments du groupe unitaire associé (6.66) sont les matrices réelles 4,
d’ordre 2 p, qui sont orthogonales et qui commutent avec J (voir (6,43)) :

Ad=4"', A4J=J.4
ce qui s’€crit aussi

Ad=4"Y, A4 =JA4J".
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+ On voit que U(R??) est composé de matrices symplectiques; oh vérifie
facilement que U(R?P) est un sous-groupe de Lie du groupe des matrices
symplectiques ; donc :

(8.26) Le groupe Sp(E) (notations (8.12)) posséde un sous-groupe de Lie
: isomorphe a U(p).

Effectuons la décomposition de Cartan (6.70) d’une matrice symplec:
tique M : ‘

®.21 M=Aexp(B) A=A"', B=B8B.

On sait que B = 4 Log (M. M) ; comme on le voit facilement sur (8.19),
M est aussi une matrice_symplectique, donc M.M ; par conséquent B e &
(Théoréme (8.22)) et'p)gg_'(B)' est une matrice symplectique (8.20); donc
aussi 4 = M.éxp(B)~!, Comme 4 est orthogonale, on voit que 4 € U(R??).
D’autre part, en développant Be %, B = B (cf. 8.21), on trouve

S A . [M N] — =
(8.28) B= M=M N=N.
o : N -M

Réciproquement, si 4 € U(R??), et si B appartient a espace vectoriel réel -

de dimension p(p + 1) défini par (8.28), il est immédiat 'que A.exp(B)

“est symplectique. Comme la correspondance M est un difféo-

A B

morphisme (6.70), on voit que ' )

@® "29) Le groupe symplectique Sp (E) d’un espace symplectique E de dimen-
) sion 2 p est difféomorphe 2 U(p) x R??*Y, donc connexe.

THEOREME '
(8.30) [ Le déterminant d’une matrice symplectique -est égal a + L
En effet, dans la décomposition de Cartan M = A.exp(B), on a

dét (exp(B)) = exp(Tr (B))  (6.18)

=1 (8.28)
et dét (4) = | déte (4) P (6.47)
=1 . (6.66)

(*) On peut aussi prendre le déterminant de (8.19), ce qui fournit dét (M) = £ 1; comme
dét (M) est continu sur la variété connexe des matrices symplectiques; il ne peut pas prendre
les deux valeurs + 1 et — 1; il garde donc la méme valeur que pour M = 1.

11 existe ‘aussi une démonstration purement algébrique de ce fait, fondée sur la multipli-
cation extérieure des formes.

C.QF.D.(}

§9 VARIETES SYMPLECTIQUES

VARIETES SYMPLECTIQUES ET PRESYMPLECTIQUES

DEFINITION

On appelle variété symplectique une variété U sur l;a\quellc on a défini
un champ différentiable de 2-formes (*)

Xk o

(9.1) | vérifiant les conditions suivantes :

o est réguliere (%) ;
Vo=00).

L

P,

: (9.2)_' — En chaq_ue. point x d’une variété symplectique, la forme o, donne

4 I’espace vectoriel tangent D, une structure d’espace vectoriel symplec-
tique (8.10) ; la dimension d’une variété symplectique est donc paire.

— Rappelons que la condition Vo = 0 s’écrit, en utilisant une carte -
09.3) ‘ " 00 + 840y + 0,05 =0

. (formule (4 ..35)).

Exemples

Soit E un espace vectoriel symplectique (8.10). On peut évidemment
définit sur E P'application constante x > o, et la considérer comme un
champ de 2-formes réguliéres (puisque, en tout point x de E, I’espace
vectoriel tangent est égal 4 E). En prenant une base de E comme carte 1:9),
les composantes g de o sont constantes ; la formule (9.3) montre donc

;,.ﬁ que Vo = 0 : E est une variété symplectique.

(1) Nous le désignerons'par x - oy si on a besoin de préciser sur quelle variété on travaille.
oy s’appellera la forme de Lagrange de U. :

(%) Noter Tanalogie avec les variétés riemanniennes, sur lesquelles on a défini un champ
X > g, olt g est aussi un tenseur régulier de degré 2; ‘mais g est symétrique, et o antisymétrique.

() Nous verrons plus loin que cette équation entraine Pexistence de cartes dans lesquelles
les composantes de ¢ sont des constantes (10.8); Vanalogue en géométrie riemannienne
consisterait 4 écrire que le tenseur de.Riemann-Christoffel est. nul. :



— Soit ¥V =1V x 2V x - x
tigues ; un point x de V est, par définition, un n-uple
1x

2x

tel que IxeWpourj=1,2, ..,n; on sait que V est une varz'eze dont la

&V en x est le produit direct des espaces vectonels tangents aux 'V en les /x,
et que I'on a pour toute dérivation d :

.

S dx
d2x
d™x
2.19).
Nous poserons, pour toutes dérivations d et 8

oWdx) Bx) = oy (d['x]) (B['x]) + - + "w](d["x]) (6] .

1 e'st 'immédiat de Vt'*:riﬁer que cette forme o, est reguliére, €t que sa dérivée
xtérieure est nulle (i suffit d’appliquer la définition (4.32)) ; ainsi :

©.7) [ Avec la f:,or’lvention (?.6), tout produit direct de variétés symplectiques
est une variét¢ symplectique. B

DEFINITION, THEOREME

’On_ appellera variété pré-symplectique une variété ¥ sur laquelle on a
défini un champ différentiable de 2-formes (1)

yir 0

(9.8) | tel que

{ ker (o) a une dimension constante > 0 ()
Vo=0. .

() Comme en

) Si cette di 9.1), o s’appellera forme de Lagrange, et sera notée oy 11 en est besoi,

mension était nulle, ¥ serait symplectique.

Variétés symplectiques

"V un produit direct de variétés symplec- .

(9.8)

9.9)

(9.10)
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Alors le champ y + ker (¢) est le feuilletage caractéristigue de la forme c;
" ses feuilles seront simplement. appelées feuilles de-V'; on d1ra que V est

sécable si ce feuﬂletage est sécable (1).

1 sufﬁt d’appliquer la définition (5.25) d’un feuilletage caractensthuc ‘Cest
le champ x +> ker (¢) N ker (Vo), qui s%écrit ici x b ker (¢), puisque Vo = 0.
C.QF.D.

— Considérons une variété pré-symplectique V'; désignons par x
la feuille qui passe par un point y de ¥ (Fig. 9.1) ; si V est sécable (5.15),
on sait que I'ensemble U des feuilles posséde une structure de variété
(U s’appelle variété quotient de V par le feuilletage), que’application [y + x] -

(appelée projection de ¥ sur U) est différentiable, que ker (gy) = ker (),

et que val (%) est espace vectoriel tangent & U en x. Il en résulte immé-

diatement que la dimension de U est celle de V' diminuée de la dimension -
de ker (o), ¢’est-a-dire le rang de ¢ (qu’on appelle aussi rang de V).

— Comme il sagit du feuilletage de o, on sait d’autre part que ¢ est un invariant

intégral du feuilletage, donc que oy est I'image réciproque, par la projection, d’une
2-forme oy de U; ce qui s'écrit, d et 3 désignant des dérivations :

av(d;v) (8y) = oy(dx) (3x) .
— Cherchons le noyau de oy; on trouve 1mmed1atement

[dx e ker (gp)] < [ov(dy) () =0 V8] <« [dyeker(oy)] < -

- [dy € ker (g—;—)] < [dx = 0];

— On sait'd’autre part que I'image réciproque de Vo par la projection est égale
i Vo, (Theoréme (4.36)), donc nulle; il en résulte immédiatement que Vay = 0.

ainsi, oy est réguliére.

D’oti le théoréme :

" Soit ¥ une variété pré-symplectique sécable ; désignons par U l’e_:nsemb}e
des feuilles de V (Fig. 9.1).
Alors U est une variété symplectique ; I'application y - x qui fait corres-
pondre 4 un point y de V sa feuille x est une apphcatlon différentiable de Vv
| sur U, telle que

, ox Cofax\
O , ker ( 6y) ker (oy),  val <5;) =D,;

(}) Rappelons que cette condition est toujours vérifiée localement (5.17).
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- 'image réciprocjué de la forme de Lagiangc de U par cette application est
la forme de Lagrange de ¥ : '

Y, av(dy) By) = oy(dx) (6x)  Vdy, 8y .

. Fig. 9.1

_STRUCTURES SYMPLECTIQUES DEFINIES PAR UNE 1-FORME

A}

©.11) -Soit y > w un champ différentiable de 1-formes défini sur une variété vV,
‘posons ¢ = V. On sait que Vo = 0 (Théoréme de Poincaré (4.37);
si ker (0) a une dimension constante, ¥ sera symplectique ou présymplec-
tique ; si ¥ est présymplectiquie sécable, la variété des feuilles sera symplec-

tique. ‘
Exemples
—= Soit E un espace vectoriel de dimension finie p;posons ¥V = E* x E;

un point variable de V sera noté '

P :
y= PeE*, Q€ekE.
Q
Si ’on pose

w(dy) = P(AQ)

¢ la forme o est donnée par ’

o(dy) (3y) = [4P] 6Q) — [BP] (dQ) .

On vérifie immédiatement qu’elle est réguliére, donc que V est une variété
& symplectique de dimension 2 p ; on dit parfois que V est Yespace de phases
i de E. Notons que ¥ est un espace vectoriel symplectique (9.14). R

9.17) .- gradu= — a“(Vu)
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. Siwestla Jforme de Cartan d’un probléme variationnel (7.27), 1a forme
o= Vg n’est jamais réguliére ; si-son noyau a une dimension constante,
on sait que les feuilles sont les solutions du probléme variationnel (7.30) ;
si le feuilletage est sécable, L'ensemble U des solutions a donc une structure
de variété symplectique. Ul

9.14) — Réciproguement, si ¥ est une variété pré-symplectique ou symplec-
tique, il peut arriver qu’il existe une 1-forme w telle que ¢ = Ve (*); nous
dirons dans ce cas que ¥ est potentielle, et que w est un potentiel de o.
On rencontre effectivement des variétés qui sont potentielles (9.12), et
d’autres qui ne¢ le sont pas (18.36). '

CROCHETS DE POISSON

DEFINITION

“(9 15)° Soit V une variété symplectique. Si un champ scalaire x — u de V est
) différentiable, nous dirons que la variable réelle u est une varigble dyna-
mique ().

. 0 . . T
En tout point x, 5Z , noté aussi Vu (*) est une 1-forme, c’est-a-dire un

" €lément du dual de I’espace vectoriel tangent D, . - S
La forme de Lagrange o de ¥ peut &tre considérée comme une application. -
linéaire de D, dans son dual D¥; comme elle est régulidre, et comme D,
et DY ont la méme dimension, ¢ applique D, sur D*; il existe donc un -
vecteur, que nous appellerons gradient 'symplectique de u, et que nous
noterons grad u (%), tel que '

(9._16) ) ; — Vu = o(grad u)

Cette formule peut s’écrire aussi

(*) La réciproque du théoréme de Poincaré montre que c'est toujours le,cas si ¥ est un
morceau (4.37), .

(®)- On généralise ainsi un terme usuel en mécanique analytique.

(®) Voir (4.33). : .

*(*) Par analogie avec le cas cuclidien ou riemannien ; le signe ~ est 1a pour des raisons
pratiques.
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ou

.18 Su = o(0x) (grad u) pour tout chanip de vecteur x - dx .

(.19) — 71 est facile de vérifier (*) que le champ de vecteurs x > grad u est
différentiable (sur ouvert de définition de x u). '

— Nous définirons la dérivation § associée d la variable u en posant

(9.20) | x = gradu

THEOREME B __";__ ¢ _
9.2 [ Pour toute variable dynaini’aﬁéu,, la dérivée de Lie [§]L o est nulle.

 — 1l suffit d’appliquer la formule de ‘Cartan et le théoréme de Poin-
caré (4.39), (4.37) :

Bloo = [Vo] §x) + Vlo@x)] =0+ V[-Vu] = 0.
' ' C.QF.D.

DEFINITION

uet'v étant deux variables dynamiques, on appellera crochet de Poisson
de u et v la variable dynamique ' :

922 | %

fu, v]p = o(grad u) (grad.v)

Les régles connues du lecteur lui permettront d’établir le formulaire
suivant (ol %, v, w sont des variables dynamiques quelconques) :

d) [, vlp = — [Vl (grad v) = [Vo] (grad 1) - & = — Su

b) [, vlp+ b, ulp =0

(9.23) C) [ua v+ W]P = [u, U]P + [u’ W]P

d)‘[u, wlp=[olpx w+ v x vy

&) [u, f®)]p= ') s v]p  (f = fonction différentiable) -
HNHv=Cte = [uv],=0.

(f) En prenant une carte de ¥, et en cherchant les composantes de gra%i u dans ceft,e carte
(voir (2.41)). - ) l

9:24)

© .25)‘

(9.26)

9.27)

9.28)

1(9.29)
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1

— En appliquant la dérivée de Lie 6], & Yidentitt Vv = — a(SUx)-,
compte tenu de (4.40), (4.18), (9.23a), (4.24), (9.21) et (4.17), on trouve

grad [y, v]p = 3, S, x
u p

ce qui peut aussi s’écrire

5 =[50 |;

[u,v]p

nous avons mis des indices P et L pour bien distinguer les crochets de
Poisson et les crochets de Lie. .

— Appliquons cette dérivation (9.25) & une troisi¢me va_riable dyna-
mique w; on trouve immédiatement (cf. (2.45)) '

3 w=25[dw] — 5[§w]

{u,vlp
e qui sécrit, grice & (9.19)

[, o), w] = [ [o wll — [v, [ w]]

ou, grice & I'antisymétrie (9.23b) o ¢

s [0, Wl + [, [, 2] + D, [, o1] = O

sous avons sous-entendu I'indice P dans ces deux derniéres formules.

__ Cette identité (9.26), découverte par Jacobi, et les formules (9.23)
montrent que Uensemble & des variables dynamiques définies sur un ouvert
de V vérific les axiomes des algébres de Lie (6.14), & I’exception toutefois
de P'un d’esitre eux : la dimension de & est infinie.

STRUCTURES SYMPLECTIQUES INDUITES

Soit ¥ une variété symplectique ou présymplectique ; soit V' une variété
plongée dans V (Fig. 9.10).

Désignons par y un point variable de ¥, et par H Yespace. vectoriel
tangent 2 V' en y. :

On peut définir sur V' la forme oy: induite de la forme de Lagrange oy
de ¥ par

op(dy) By) = op(dy) @y) si  dy,dyeH
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Fig. 9.11.
on vérifie immédiatement qu_é_?;aw =0 (Y); V' sera donc présymplectiqxie
ou symplectique si ker (gy) ‘a, une dimension constante; remarquons
d’ailieurs que 'on a T
(9.30) - ker(op) = Hnorth (H).
(.31 % __ En particulier;si ¥ est (pré)symplectique et si V'’ est un ouvert de V
(cf. 1.39), V' sera une variété (pré)symplectique de méme dimension.
(9.32) # . — Si V est présymplectique, et si V' est transversale au feuilletage
“de V (5. 14), V' sera symplectique. B
DEFINITION ’ .
(9.33)' — On dira que ¥V’ est isotrope (tresp. co-isotrope) si H est 'isotrope (resp.
' co-isotrope) en tout-point y-de H. '
‘ (9.34) — Pour que V" soit isotrope, il faut et il suffit que o, = 0.
7 (9.35) —Si V' est co-isotrope, on a ker (o) = H n orth (H) = orth (H)

(puisque par hypothéses orth (H) = H). Comme ker (oy) < orth (H),
la formule (8.3f) montre que

dim (ker (o)) = dim (V) — dim (V") + dim (ker (7))

cette dimension est donc constante, V'’ est présymplectique f;ou, éventuelle-
ment, symplectique. o

Puisque ker (o) est contenu dans H, sa dimension est au plus cellede V'
. d’otl I'inégalité . )
9.36) O
valable si ¥’ est co-isotrope; notons que le second membre est égal &
dim (¥) ~ §'rang (o), donc entier (Théoréme (8.9)).

dim.(¥’) 2 § [dim (V) + dim  (ker (gy))] _

(*) On peut le démontrer sans calcul en remarquant que oy est Iimage réciproque de oy

par Papplication 1,. (considérée comme application différentiable de V’:dans ¥); il suffit .-

d’appliquer le théoréme (4.36).
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THEOREME, DEFINITION
Soit ¥ une variété symplectique de dimension 2p; soit
1u ‘ -
X U=
W
une application‘ différentiable de ¥ & R?; supposons qu’une équation

9.37) u = Cte

définisse une variété plongée ¥’ de dimension 2p — ¢ (Théoréme (1.40)).
Pour que ¥’ soit co-isotrope, il faut et il suffit que les Ju aient (sur V) des
crochets de Poisson mutuels nuls :

Pufulp =0 Vi k;

| ondit dans ce cas que les variables dynamiques ‘u sont en involution (sur V).

— En un point x de ¥, Iespace vectoriel tangent & ¥’ est H = ker (%) (Théo-

réme 1 .‘ 40) ; un vecteur dx appartiendra Aorth (H)sifdxe H] = [o(dx)(dx)= 0];

c’est-a-dire si ker (_6_11 < ker (0(8x)); un théoréme bien connu d’algebre linéaire .

0x
montre I'équivalence de cette relation avec Pexistence d’un « multiplicateur de

" Lagrange » 4 = [4; ... 4] tel que a(dx) = A - %:— , ce qui §écrit grice & la nota- .

tion (9.16), x = — {4, grad ['u] + -~ + 4, grad [%] }; ceci exprime que les -

q vecteurs grad Ju engendrent P'espace vectoriel orth (H), dont la dimension est
2 p—(2 p—q)=q (Théoréme 8. 11d); donc qu’ils constituent une base de orth (H).

On aura donc orth (H) < H si les grad Jy appartiennent & H = ker <g;> , Cest-a-
dire si %}‘ (grad Ju) = 0, ce qui sécrit aussi {u, *ulp = 0 (9.23a)
C.QF.D
5 (9.38) _ Dans ce cas, I'inégalité (9.36) montre que g < p;sig =p,la formule

(9.35¢)) montre que V' est & Ja fois isotrope et co-isotrope, c’est-a-dire
self-orthogonale (Définition (8 ).

Exemple -

# ° Soit E un espace vectoriel réel de dimension p ; soit Q + & un champ

: P
scalaire différentiable de E; posons P = %, y = (Q) ; il est clair

3 que Q +> y est un plongement de Ea.V = E* x E; y parcourt donc une
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# variété V"’ de dimension p; plongée dans ¥ (1.38) ; or ¥ posséde une structure
de variété symplectique de dimension 2 p, pour laquelle

o(dy) By) = dB@Q) — 8PAQ).  (0.12)

On en déduit immédiatement op{dy) By) = V[Va] dQ) (8Q) = 0, ce qui
montre que V' est isotrope, c’est-d-dire que H < orth(H); en raison

que H = orth'(H), c’est-a-dire que V' est self-orthogonale :
On sait donc associer une variété self-orthogonale de E* x E a chaque
Jfonction dljferentzable o deE. 2

Application : une equatzon a la dérivée partielle du premier ordre du type

0ot
(aQ 9)-0 0

sera résolue si nous savons trouver les variétés self-orthogonales plongées
dans la variété V" d’équation

(9.40)

: qui est co-isotrope (9.37); on les appelle caractéristiques de l’équation».'l

() Cest le cas de I'équation de Jacobi d’un probléme variationnel (7.18) ; notons que les
équations des extrémales écrites en (7.19) sont simplement les équations des feuilles de la
variété presymplecthue V" (appelée parfois variété de Jacobi, ou encore figuratrice du pro-
bléme).

de (8.11d), on voit que H et orth (H) ont la méme dimension p, donc.

'§ 10 TRANSFORMATIONS
S CANONIQUES

CARTES CANONIQUES

DEFINITION'
Soit F[¢  x] une carte d’une variété symplectique V.
(10.1) On-dit que F est une carte canonigue si, pour tout £, 1a base (1)
' ox
Sow
| est canonique (8.10).
'(IO.i) — Tl revient au méme (%) de dire que les composantes o du tenseur ¢
- dans la carte F sont constantes, et égales aux elements iIJ ]k de la matrlce ’
(8.10Q)) : : o
. 1'
0
1
J =
— 1
' 0
| -1

Exemﬁle

Soit-E un espace vectoriel de dimension n, T une base de E. Représentons
un élément Q de E et un élément P de E* sous la forme

g=T.|... P=[p,..p). Tt
"q

(Y Voir (2.24).
(®) Voir (4.20).
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(10.‘4) ’

(10.5)

(10.6)

(10.7)

aum{

Cartes

td

11 est facile de vérifier que 1’application

est une carte' canonique de la variété symplectique E* x E (voir (9.12)). 1

— Par analogie avec ce cas, il est habituel de poser, ’pour toute carte
canonique ¢ 1 x d’une variété symplectique V :

I 41

q o
les variables p;, Jg s’appellent alors des coordonnées canoniques de V.
On vérifie facilement dans ce cas les formules

’

o(dx) (6%) = j; dip;] 86l — 8[p; dPa]

TR I S

i
[ g = a[p,]

5 étant la dérivation associée 4 une variable dynamiqgue i (9.20), et
u M : N

ou Ov dou 6v

b vle = 2. 577 541~ ovdl i

THEOREME DE DARBOUX

Soit ¥ une variété symplectique.
Les cartes canoniques de V forment un atlas de V.
Soit x, un point de V.

Le théoréme de Poincaré nous montre qu’il existe un champ de 1-formes x - @,
différentiable dans un ouvert: contenant x, (par exemple un: morceau (1.47)), tel

Ch
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que ¢ = Vw; choisissons une carte @[¢ b x] de V, telle que H(0) = xoi on a -
alors (4.35)

O oy = djw, — O,w; .

_Bien entendu, on peut remplacer w par o+ Vu (c’est-a-dire w; par w; + du)

V4 w; = 1]

sans changer cette formule, pour toute variable dynamique «. En prenant pour u
un polynéme du second degré par rapport aux coordonnées /¢, on vérifie que I’on

peut obtenir, @ origine, la condition supplémentaire

a}mk + akWJ =0,

Posons 8x = 2 ¢~ !(w); x +> 8x est un champ différentiable de vecteurs (voir les
raisonnements conduisant 3 la définition (9.16) du gradient symplectique), et l'ona
évidemment

@ V[o@x)] =20.

En développant les relations §?, on constate qu’elles s’écrivent ®
8 =0, -
¥
52 881 = Laas
On reconnait les conditions d’application du théoréme (2 44); il existe donc un

difféomorphisme. £ > &* de R?F 4 R??, conservant 0, tel que 3¢* = &* (%). Choisis--
sons une base canonique S, de Pespace vectoriel tangent & ¥ en x; (8.10) ; soit M, .

la matrice réguliére telle que la base gg; (2.24) soit égale & Sy. M, pour & = 0;

£E=0.

‘posons

E=Mg'.er.
On vérifie immédiatement que I'application di[ﬁ > .x] est une carte, que B(0) = x,,

que (@) (0) = Sy, et que'on a 53 = £,
En développant & dans la carte &, on trouve

IE[Boy + 0ol = 0

- ce qixi, compte ‘tenu de Pidentité (9.3), s’écrit

. sont constantes sur les demi-droites /& =

"Z aj["u] =0.
Cette formule, valable dans une boule de centre 0, indique que les composantes O
J4 ¢, solutions de I’équation différen-
tielle %—i = € ; en faisant tendre ¢ vers — 0, on voit que, dans la boule en question,
les o, ont la méme valeur qu’a lorigine, et sont donc égales aux éléments de la
(') Nous notons 2 p la dimension de V.
(*) On peut démontrer que le probléme admet la solution

¢ = lim efexp(— 1) Q] (f() =8
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(10.9)

(10.10)

Cartes canoniques

matrice J (10.2), puisque éd% est la base canonique S, pour £=0. Ainsi nous avons

construit une carte canonique dont I’ensemble de valeur contient un point arbi-

traire x, de V; les cartes canoniques forment donc un atlas (Définition (1.6)).
C.Q.E.D.

.— Soit V une variété présymplectique (9.8); si y, est un point de V,
¢ y

on sait construire une carte F >y | de ¥, telle que y, € val (F),

z

et que dz =0 < o(dy) = 0 (Théoréme (5.8), appliqué au feuilittage

‘caractéristique de o).

On sait que val (F) est une variété feuilletée sécable (5. 17), quez b x est
une carte de la variété quotient U (x = feuille qui passe par y), et que U est
symplectique (T heorema 9 £10). Le théoréme précédent montre qu’il existe
un atlas.de cartes canog;cjues z;t» x de U; il y en a une qui contient la
feuille de y, dans son ensemble de valeurs ; notons-la { » x. Alors I’appli-

) ‘ .
cation @ [( C) - y} est une carte de V, telle que -y, € val (), telle que

t : . .
D(P) <C> soit une base canonique, au sens (8.8), en tout point ; les compo-
i

santes de o dans la carte & sont les éléments de la matrice J définie en (8.8) ;
on dira encore que 9 est une carte canonique ; comme le peint y, est arbitraire,

on voit que les variétés présymplecttques elles aussi, possedent un atlas
de.cartes canoniques.

TRANSFORMATIONS CANONIQUES
DEFINITION

Soient V et V' deux variétés symplectiques (ou prééymplectiques)
On appelle transformation canonique (Y) de Va v’ tout difféomorphisme A

“tel que : §
{def(A) cV; val(d)c V' )
I'image réciproque par 4 de la forme de Lagrange de V" est celle de V' (3).

— §’il existe une transformation canonique A telle que def(4)=V,
val (4) = V', nous dirons que V' et V' sont symplectomorphes ; que A est
un symplectomorphisme de V a V'. :

j

(*) Synonyme : symplectomorphisme local.

(*) Abus de langage : il s’agit en fait de la forme de Lagrange mdmte de celle de ¥ sur I'ou-
vert val (4 ), aw'sens 9.28). -
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Exemples

Soit E un espace vectoriel symplectique ; A un difféomorphisme de E 4 E.
Pour que 4 soit canonique, la formule (4.5) donne la condition

o(D(A) (x) (X)) (D(A) (x) (5x)) = o(dx) (5)
qui s’écrit aussi, avec la notation 8.1D

D) (x)eSp(E)  Vxedef(4).

est le cas en particulier, si I’on pose

. A(x) = B(x) + C [BeSp(E), CeE]

A est alors un symplectomorphisme de Ea £ (1). il

— Pour tout entier p, R?? beut étre considéré comme un espace vectoriel
symplectique, si ’on pose

a(d¢) (8¢)

<

= Zk o dUE]8[%] [ e R3]
J»
les g étant les éléments de la matrice J (8.1057).
Si V est une variété symplectique de dimension 2 p, on ‘constate alors

que les cartes canoniques de V sont les transformations canoniques de R*?
av.

— En se reportant  (4.10) et (4.11), on constate immédiatement que

L’inverse d*une transformation canonique, le produit de deux transfor-
mations canoniques, sont encore des transformations canoniques.

— Soit ¥ une variété symplectique (resp. présymplectique). Il en résulte
de (10.14) que les symplectomorphismes de ¥ a V forment un groupe,
que nous appellerons Can (V). -

THEOREME

Soient V et V' deux variétés symplectiques ‘(ou présymplectiques) de
;meme dimension 7 et de méme rang (9.9); soit x,, x; des points de ¥

[.et ¥’ respectivement. Il existe alors une transformatlon canonique A,
| de V& ¥V, telle que A(xy) = x.

t--+'(4) Nous. aIlons voir qu’il y en a beaucoup d’autres (10.23, 10.34); c’est une différence
importante avec le cas d’un espace euclidien  : les difffomorphismes de E sur E qui respectent
..Je. tenseur symétrique g sont seulement les « déplacements » x b B(x) + C (BeO(E),
- Ce E).

Sounuu. — des d) H
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' (10.18)

(10.19)
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Transformations canoniques

On sait qu’il existe une carte canonique @ de 'V, telle que x, € val ($) (10.8,10.9);
on a donc x, = di(l,‘o) o ER"

‘On aura de méme xj = ¢'(£) [@' = carte canomque de V', e R™.

On sait que @ et ¢’ sont des transformations canoniques (10.13), ainsi que la
translation T[¢ b & + &y — &0] (10.12). I en est donc de méme deA =@ . T.9¢~1
(12.14) ef 'on a bien A(xy) = x).

C.QF.D.

-— Si V est une variété présymplectique, et 4 une transformation cano-
nique de ¥4 ¥, on vérific immédiatement que 4 respecte le feullletage de Vv

"(Définition (5.13)). ' |

Supposons que 4 € Can (¥), et que le feuilletage de ¥ soit secable
Le théoréme (5.19) montre donc qu’il existe un difffomorphisme A du
quotient U de ¥ par son feuilletage, tel que

e A

o e A(PG) = P(A(x)

P(x) désignant la feuille qui passe par un point quelconque x de V.
On sait que U est une variété symplectique (9. 10) ; il est facile de vérifier
que. ' ’

b ]

A eCan (U).

SIMILITUDES CANONIQUES

DI'EFXNITION

Soient ¥V et V' deux variétés symplectiques (ou présymplectiques) ;
soit 4 un difféomorphisme de V'a V.

Nous dirons que 4 est une similitude canonique si I'image réciproque
par 4 de la forme de Lagrange de ¥’ par 4 est le produit de celte de Vpar
une constaate a. Si a = — 1, 4 est dit anti- canomque

En désignant par ¢ et ¢’ les champs définissant les formes de-Lagrange
de Vet V7, cette condition s’écrit (voir-(4.5)) :

9'(4(x)) (D(4) (x) (dx)) (D(4) (x) (8x)) = ap(x) (dx) (Bx) . (1) .

() On peut se ciemander si cette condition pourrait étre réalis§e, a étant variable ; c’est
évidemment le cas, quel que soit A, si ¥ et V' ont la dimension 2, puisque les 2-formes sont

_ toutes proportionnelles. - l

Supposons maintenant V et V' symplecthues, de dimension >2.
da
En tenant compte des conditions Vo, = 0, Voy. = 0, on peut montrer que Pt 0;
a est donc constante sur chaque composante connexe de I'ouvert def (A) localement A
coincide donc avec une similitude canonique. . i
On peut rapprocher ces résultats de I'étude des transformations conformes des espaces

- euclidiens, pour lesquelles la dimension 2 j joue aussi un role exceptionnel.
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/(10.20) -— Il est bien clair que les produits et inverses de similitudes canoniques

sont encore des similitudes canoniques; que le produit de deux transfor-
_ mations anti-canoniques est une transformation canonique.

(10.21) — Comme les transformations canoniques, les similitudes canoniques

d’une variété présymplectique ¥ respectent.le feuilletage de V'; si V est
sécable, les similitudes canoniques « globales » de ¥ passent au quotient U

de V par son feuilletage, et fournissent des smhtudes canomques globales
de U (voir (10.17)).

THEOREME

-Soit ¥ une variété symplectique, 4 -un difféomorphisme de ¥V 4 V.,
: . Pour que 4 soit anti-canonique, il faut et il suffit que le graphe de A soit
(10.22)
une variété self-orthogonale de V x V.

Alx
Le graphe, qui est ’ensemble de valeurs du plongement x ( ¢ )) , est donc

une variété plongée dans la variété ¥ x V, qui est aussi symplectxque 9.7), et de

dimension double. Pour qu’elle soit self-orthogonale, il est donc suffisant (et néces-

saire) qu’elle soit isotrope (voxr ©. 38)) La vérification est alors triviale. '
C.QF.D.

— Seoit E un espace vectoriel de dimension finie; nous avons vu que ‘
Vespace de phases associé § = E* x E est symplectique (9.12).

On peut remarquer que §2 est symplectomorphe & I’espace de phase de E2 ;
nous connaissons un algorithme qui fournit des variétés self-orthogonales
de tout espace de phase (9. 39); en I'appliquant & E2, on pourra donc
obtenir des transformations anti-canoniques de §; puis, en les composant
avec la transformation anti-canonique standard

o '(‘*’) o
> PeE*, QckE
o \ @

des transformations canbniques. On est ainsi conduit 3 ’énoncé cla551que
facile & vérifier directement :

[ 0
Soit E un espace vectoriel de dimension finie; soit ( o une
. Ql

application différentiable de E2 4 R.

3
o0Q’

S| @

10.23) Si I'en pose | P P =— , et si les applications




Similitudes canoniques

(Q) > (P>, (Q> - (P> sont des diﬁ'éoinorphismes, Papplica-
\e) \eS ey e DT -

P P ‘
tion ( ) > ( ) est une transformation canonique de P’espace de

B phascs E* x E.

Exemple : Sil'on prend E = R, « = ¢ sh (¢), on trouve un symplec-
tomorphlsme de R? :

(A boer ) (= (o)
¢/ \Log@+ TP \a) \-prhh(@)

qui visiblement n’est pasdcla forme (10.12). B

(10.24)

REVETEMENTS DE VARIETES SYMPLECTIQUES

En se reportant 4 la définition (1.42) d’un revétement, le lecteur vérifiera
immédiatement la proposition suivante :

Soit ¥ une variété symplectique; soit w, ‘G, P) un revétement de V.
SiI’on appelle oy, image réciproque de oy par la projection P, W est une
(10.25)
variété symplectique ; les éléments du groupe G sont des symplectomor-
phxsmes de w.

Rcmproquement, en se reportant & (1.45), on montre :

Soit W une variété symplectique ; soit G un sous-groupe discret
de Can (W). Alors la varidté quotient V = WG (qui 2 méme dimension
(10.26) ) I
que W) possede une seule strycture symplectique, telle que gy, soit I'image
réciproque; par la projection P, de gy

Exemple

(10.27) Soit U une variété symplectique ; soit 7 un entier positif.

Désignons par W I’ensemble des n-uples

1x

"X

2 de points de U, tels que !x, 2x, . . "x soient tous différents.
: 1l est facile de constater que W est un ouvert du ‘produit direct U”, qui
: est une variété symplectique.(9.7).
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é Si T estun groupe de permutatlons des entiers 1, 2, ..., n, et si on pose,
s pouryell

1y W1y

~
]

i i)

- on constate facilement que I’ensemble I* des 7 est un sous-groupe discret

- de Can (W); la variété quotient ¥ = W/I" est donc une variété symplec-
tique, dont la dimension est celle de W, c’est-a-dire n fois celle de U. N

TRANSFORMATIONS CANONIQUES INFINITESIMALES

DEFINITION

Soit V une variété symplectique (ou présymplectique) séparée ; soit Sun -
champ de vecteurs différentiable de V.

(10.28) On dit que f est une transformation canonique infinitésimale si le difféo-

morphisme exp(tf) est une transforniation canonique (pour tout ¢ tel
que exp(tf) existe).

Désignons par ¢ le champ x > ¢ définissant la forme de Lagrange de V';
" pour que f soit une transformation canonique mﬁmtesunale il faut et
Al suffit que

O . exp(1f)- (¢) (x) = ()

pour tout ¢ et tout x tels que le premier membre existe, c’est-a-dire que
exp(¢f) (x) existe ; x étant fixé, les ¢ correspondants forment un intervalle
contenant 0 (3.2); 'identité > est donc équivalente 3 -

S{exp(1f)- (¢) (9] = 0

soit, compte tenu de la définition (4.15) d’une dérivée de Lie

exp(tf)- ([f, ¢]) =
ce qui s’écrit aussi
[f,0]=0.
_D’oﬁ, en adoptant la notation (4 .16), le théoréme

Pour qu’un champ de vecteur x > 8x d’une variété symplectique ou

g?«}(i-l&(_];.29) présymplectique ¥ soit une transformation canonique infinitésimale,

il faut et il suffit que
8,0=0.
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— Si V nlest pas séparée, on peut:la recouyrir par des ouverts séparés
(des morceaux, par exemple) ; la formule 8,0’ = 0 exprimera que x Sx
est une transformation canonique infinitésimale pouihacun de ces ouverts ;
nous dirons encore que x k> 8x est une transformation canonique infini-
tésimale de V. B

"(0.30)

En utilisant la formule de Cartan (4.39), on voit que cette congdition
s'écrit -aussi (puisque Vo = 0)

(10.31) V[e@x)] = 0.

En appliquant le théoréme de Poincaré (4.37), on en conclut immédiate- .

ment :

3 [
plectique ou présymplec:chgg V. La condition.

<> Il existe un champ différentiabie scalaire [x b ] tel que
o(dx) = —Vu

3

" est suffisante pour que f soit une transformation canonique infinitésimale ;
Lelle est nécessaire si def (f) est simplement connexe. .

En utilisant la notioﬁ de gradient symplectique (9.16) on peut énoncer
en particulier : o ’

-— Soit ¥ une variété symplectique; fIx b 8x] un champ de vecteurs
différentiable de V.
La condition

10.33) | O

11 existe une variable dynamique u telle que
fx) =grad @ ()

est suffisante pour que f soit une transformation canonique infinitésimale ;
| elle est nécessaire si def (f) est simplement connexe.

Ces résultats nous montrent U'extréme richesse de I'ensemble des trans-
formations canoniques :

premiéres bornées (ces fonctions forment un espace vectoriel de dimension

infinie), e champ f[x + grad u] (définipar la structure symplectique (10.13)
# de R?P) est une transformation canonique infinitésimale, et

exp(1f) e Can(R?) VieR.

(*) On peut aussi écrire x = $x (notation (9.20)).

Soit f{x > 8x] un c;h'ei,mp différentiable de vecteurs d’une variété sym-

Ainsi, pour toute fonction u différentiable sur R?? 3 dérivées partielles'
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-.

: On peut d’ailleurs se limiter aux fonctions u qui sont nulles en dehors d’une
boule donnée (on montre qu’elles forment encore un espace vectoriel de
: dimension infinie); les symplectomorphismes correspondants permutent
es points de la boule, mais laissent fixes les autres points. R ‘

— Soit f[x + 8x] un champ différentiable de vecteurs d’une variété sym-
plectique ou présymplectique V.

En reprenant la démonstration de (10.29), on établit facilement 1’équi-
valence des deux propositions ) :

. 11 existe une constante o telle que 8,0 = ag,
%(10.35) 0 e

- Q) Pour tout £, 4 = exp(t/) est une similitude canonique (*) .
On dira dans ce cas que f est une similitude canonique infinitésimale.

— Supposons « 3 0 (sinon f serait une transformation canonique infi-
nitésimale) ; grace A la formule de Cartan, la condition O séerit

(10.36) . o= Vo

avee
g1e.3my - o o=

)

a(dx);

R

si def (f) = ¥, la formule (10.37), nous donne donc un potentiel de la
forme de Lagrange (Définition (9.14)). ‘

(*) On constate que la constante a-(Définition (10.18)) est égale & e*.
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DEFINITION D’UN GROUPE DYNAMIQUE

Soit V une variété symplectique (ou présymplectique). -

Nous appellerons groupe dynamique de V tout groupe de Lie G, opérant™

(11.1) | sur ¥, tel que (%)

ayeCan (V) VaeG.

Exemples . - oy

— Si E est un éspac’g';“vféctoriel symplectique, le groupe de Lie Sp (E)
(8.19) opére sur E, et ses éléments sont canoniques (10 12); Sp (E) est
. donc un groupe dynamique de E. R

(11.2)

(11.3)
t si G est un sous-groupe de Lie de G (6.31), G est évidemment un groupe
ynamique -de V. Par exemple, (8.26) nous montre que le groupe uni-
aire U(p) — ou son sous-groupe de Lie SU(p) — est un groupe dynamique
our tout espace vectoriel symplectique de dimension 2 p. B-

— Si 4 est un symplectomorphisme d’une variété ¥ & une variété V',
i G est un groupe dynamique de V, et si I’on pose

ay = A.gy A7! VAeG

on voit que G opére sur V', et que les ¢y sont des symplectomorphismes
: G devient donc aussi un groupe dynamique de V.

Dans le cas V' = V¥, on peut en déduire — en faisant varier 4 — qu’un

groupe dynamique de V.
Pour tout a'e G, nous avons vu (10.17) que g, respecte le feuilletage,
et qu’il existe un symplectomorphisme de U, que nous noterons ici gy,

4y(P(x)) = Play(x))

P(x) désignant la feuille qui passe par un point x de V.

(*) Notations : ay; (6.4); Can (V) : (10.15).

— Si G est un groupe dynamique d’une variété présymplectique V,
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On vérifie -fécilement que cette définition de gy, fait opérer G sur U (6.4),

& et par'conséquent que G devient ainsi un groupe dynamique de U. &

_._._...»____
__.__.—....___

Soit G un groupe de Lie ; soit % son algébre de Lie (Fig 11.10).

— Nous appellerons torseurs de G les éléments de l’espace vectorie] ¥*
~dual de @ (V).

— Si G est un groupe dynamique d une variété symplectique (ou pré-
symplectique) ¥, nous dirons qu'un ‘torseur variable 1 est un moment de G

DEFINITIONS

s’il existe une application différentiable

X u

)

o(Zy(x) = — V[u.Z]

¢

pour tout Z constant dans ¢ (%) .

. THEOREME

a) Soit G un groupe dynamique d’une variété ¥, possédant un moment .

‘|- Si on ajoute un-torseur constant & p, on obtient encore un moment de G ;

tous les moments sont obtenus ainsi si ¥ est connexe.

b) Si V est une variété simplement connexe et séparée (%), tout groupe
dynamique de V posséde un moment.

© €) Si G est un groupe dynamique d’une variété symplectique V, et si

| I'algebre de Lie de G coincide avec son algébre dérivée, G posséde un moment.

.- (*) A chaque torseur p correspond un champ de 1-formes [x - w] défini sur le groupe G,
invariant par translation 3 droite, prenant la valeur u quand x est 'élément neutre : ces champs
s’appellent formes de Maurer-Cartan. Les « systémes de forces » de 1a mécanique élémentaire
sont les torseurs du groupe des déplacements euclidiens (voir (12.21)).

(*) Zy désigne le champ de vecteurs de ¥ défini en (6.11).

(%) Ces hypothéses ne sont nullement nécessaires ; il suffit par exemple que le groupe d"homo-
topie de chaque composante de ¥ n’ait pas de quotient abélien.
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a) 11 est clair que-(11.7 ¢) ne change pas si on ajoute une constante & g ; réci-
proquement, si 4 et u' vérifient ¢, on voit que V[[i — #.Z] = 0, donc que
[ — u].Z est constant si V est connexe (4.38); d’ott ' — p = Cte, puisque la
constante Z est arbitraire.

b) Supposons V simplement connexe et séparée ; choisissons une base S=[S;...5)
de l'algébre de Lie ¢ de G; nous savons, pour j = 1, 2, ..., 1 et pour 1 réel, que
exp(s[S,}y).est une opération du groupe (6. 12), dont une transformation canonique ;
[S;}y est donc une transformation canonique infinitésimale (10.28) ; il existe donc un
champ scalaire x b y;, différentiable sur V, tel que oISl () = — Vp;(10.32);
il suffit de poser

b=y p] STt
pour vérifier (11.7 Q). :
¢) Soient Z et Z’ deux éléments de Palgébre de Lie d’un groupe dynamique ;

posonsdx = Z,(x),d'x = Z,(x); on sait que les dérivées de Lied, o, djo sont nulles.

Calculons la dérivée de Lie d;[o(dx)]; en utilisant (4.24) et (6. 12), on trouve
d’une part d;[o(d'x)] = [d 0] (d'%) + a(d d'x)-= o(Z, Z')y (x)); et grice a (4.39)
et (10.31) d’autre part : . . l

d [o(d'x)] = V[o(d'x)] (dx) + V[o(d'x) dx)] = Vto(d’;Q dx)] ;

d’ols Pidentité valable pour tous les groupes dynamiques

VA o(Z, Z') () = ~ VIo(Z0) Z5()]

Si I'algebre de Lie de G est égale & son algebre dérivée (6.14), on vérifie qu’elle
posséde une base S dont les éléments sont des crochets de Lie : S;=12,2Z%;
si on pose alors p; = o(Z(x))(Z #x)), identité ¢ montre que 4 = [y, ... u.S~1
est un moment. )

: C.QF.D
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Si ¥V est symplectique, 1a définition (11.7 O du moment peut aussi s’écrire

o x

w.Z

Zy(x) = grad [u.Z] =

en utilisant le gradient symplectique (9.16).
THEOREME )

Soit ¥ une variété symplectique ou présymplectique ; soit X w un
champ de 1-formes tel que (1) '
oy = Va

et G un groupe de Lie, opérant sur ¥, qui invarie w (%).
Alors G est un groupe dynamique de V, et posséde le moment u défini par

“peZ = w(Zy(x))

Q

pour tout Z dans I'algebre de Lie de G .

Le théoréme (4.36) montre immédiatement que I"image réciproque de {x b+ ay]
par les opérations gy du groupe est encore [x b»> 3], puisque 6y = Vw ; donc que G
est bien un groupe dynamique. :

‘Choisissons un Z dans I'alggbre de Lie de G ; posons 8x = Z,(x). Comme I'image
réciproque de x > @ par exp(tZy) est encore x b @ (puisque exp(tZy) est une opé-

ration du groupe), on montre comme en (10.29) que la dérivée de Lie 5w est nulle. - o

En appliquant la formule de Cartan, il vient (V@] (3x) + V[w(Sx)] = 0, c’est-a-
dire o(Zy(x))- + V[w(Z,(x))] = 0; compte tenu de (11.7¢), on trouve bien 0.
: C.QF.D.
Exemple : Considérons un probléme variationnel qui vérifie la condi-
tion (7.30), par exemple un probléme variationnel régulier. Si un groupe G -
invarie le lagrangien (7.36), il invarie aussi la forme de Cartan w (7.29);
on peut donc appliquer le théoréme précédent. On remarquera que la
grandeur (11.10{) est celle qui figure dans le théoréme de Noether (7.36),
et qui est souvent prise comme définition du moment. Voild pourquoi la
généralisation suivante s’appellera encore

THEOREME DE NOETHER

Soit ¥ une variété¢ présymplectique, 4 un moment d’un groupe dyna-
mique de . Alors u est constant sur chaque feuille de V.

(*) w est un potentiel de 6, (9.14).
(*) Cela signifie, bien entendu, que I'image réciprogue du champ [x i @] par les opérations
ay du groupe est.encore [x i w].
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11 suffit de montrer, pour tout Z dans Palgébre de Lie, que u.Z est une intégrale
premitre ; c’est-a-dire, selon (5. 22), que ker (6) < ker (VIu.Z]); ou, selon (11.7 O)
que ker () < ker (6(Z,(x))), Cest-a-dire que [o(3)=0] = [o(Zv(x)) ()=0];
cela résulte de I'antisymétrie de o. ) .

C.QF.D.
U
gt
(11.13) — Désignons par P(x) la feuille qui'passe par x (Fig. (11 1ID)); le théo-

(11.14)

(11.15)

réme de Noether nous indique que u ne dépend que de P(x) ; si Vest sécable,
nous savons par ailleurs (11.6) que P(x) décrit la variété symplectique U,
quotient de ¥ par son feuilletage, et que G est encore un groupe dynamique
de U. On vérifie facilement qQue p est aussi moment du groupe G opérant
sur U. ‘

COHOMOLOGIE D’'UN GROUPE DYNAMIQUE

 — Soita > g une représentation linéaire d’un groupe de Lie G (6.9).
Si p appartient 4 I’espace veétoriel E* dual de E, et si I'on pose

dply) = poa~ly

on vérifie immédiatement que g 4p» st encore une représentation linéaire
de G, appelée représentation duale de la précédente.

~— En particulier, nous appellerons représentatién cb-adjoihte de G
la représentation duale de la représentation adjointe (6.24) ; elle fait donc
opérer tout groupe de Lie G sur ses torseurs (11.7), suivant la formule

d9W) = p.a™ty | VaeG, Vpegr.

-
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(11.16)

(11.17)

| par ()

o 6() = ¥(a,(x)) — ash2)

— Si Z appartient 3 Ialgébre de Lie de G, le champ'de vecteurs Zge
associ¢ (Définition (6.11)) est donné par

Zgp) = p.Ad (2)

Ce résultat se déduit immédiatem_ent de (6.26).

TreorEME (Fig. 11.1V)

— Soit ¥ une variété syxﬁplectique (ou” présymplectique) connexe ;
soit G un groupe dynamique de ¥ possédant un moment u (11,7); désignons

par y P'application x > p de V dans I’espace %* des torseurs de G.

a) 1 existe alors une application différentiable 6 de G dans %*, définie

b) 6 vérifie

V) . 8@ x b) = 6(a) + aq.(6())

¢) La dérivée
f=D®) (@ [e= élément neutre de G]

est une 2-forme de l’élgébre de Lie 9 de E, qui vérifie

D | 1@ (2,2 + £2) 1z, Z)+ f2ZH 1z z2) =0

d)On a

@ DY) () (24x) = Y()ad (2) + £(2)

¥ HZy(x) (Zy(x) = WZ, 2] + £(Z) (Z))

() Variables : q, b'eG; xeV; Z2,2'.Z"c 4.
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Fig. 11.1IV.

— Soit ¢ lechamp x> o de V3 la déﬁnition)(ll .7) du moment peut évidem-
ment s’écrire , :

b o) (Z,() (f() = — DY) (%) (f(x)).Z pour tout champ. de vecteurs f.

Par hypothése, le champ ¢ est invariant pour toute opération g, du groupe (11.1);
on a donc (4.5) ’

B o) (2 (F() = elay(x) (Dlar) %) (Zv(x) (Dlay) () (SGN) -
Par définition de I'image d’un champ de vecteurs (2.38),0n a

« Diay) ) (f®) = [ayls () (@),

et de méme
Diay) (x) (Zy(x)) = [ar)+ (Zv) (@(¥))
= [a9.Z)y (@y(x))  (théoréme (6.25)) .
En portant ces valeurs daps b, il vient ‘
9(x) (Z,) (f () = olay()) (as-Z}y (@y(x) (avls (f) (@r(x))

cette dernitre expression est le résultat de la substitution x — ay(x), Z - ay.2Z,

f = lapls (f) dans le premier membre de Iidentité p; par conséquent, cette

substitution ne change pas le second membre, et 'on a

D) %) (/()-Z = DY) (ar(x)) (v} () (@(x))-a9-Z - ,
: = DY) (a,9) (P@) () (f(N)-a9-Z (grice d O
= D(Y.ay) X) (f(x))-99.Z (1.23,6)

fétant arbitraire, ce résultat peut s’écrire

V¥x)-Z] = V[W.a) (x).99-2]
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ou, p\iisque ¥V est connexe (4.31) : \

[¥(x) — [¥-ay) ().a0].Z = Cte
soit, puisque la constante Z est arbitraire;

¥(x) — ¥lay(x))-ag = Cte.

" En multipliant & droite par g * = [ag]* (6.8), et en utilisant la définition (11.15)

de la représentation co-adjointe, on voit donc que Y(ay(x)) — gg(¥(x)) ne dépend
pas de x; on peut donc 'appeler 6(a); il suffit de choisir un point x fixe dans V
pour vérifier que I'application 0 est différentiable : d’ol (a). .

' La formule ¢ s’obtient immédiatement en remplagant successivement,
dans O, a par a X b, x par by(x), a par b, et en ‘comparant les résultats obtenus;
d’ott (b). :

— En utilisant la notation (6.10), ¢ s’¢crit
0a) = Y(E@) - V@ @ .

On peut alors calculer d[6(a)] pour a = ¢, da = Z', en appliquant (6.11); ce
qui-donne :

(@) = DW) () (Z4x) = Zlb(x)
soit @ grace a (11.16); b donne ensuité
FZ) @) = - o) (Z) (Zix) — ¥(x).Ad (2) (2)
d’olt (d); on voit que f est une 2-forme ; qﬁant a 'identité &, elle_ sera démontrée

en (11.32).
C.QF.D.

— Nous savons que I'on passe d’un moment & un'autre par addition *
d’un torseur constant (11.8); si donc nous changeons u en

u* =4 po ;1.96@*
on constate que 8 et f sont ch'angés respectivement en 0* et f*
0*(@) = 0(a) + gg+(ito) — Ho

et -
f¥2Z) = f(Z) + Zg(po)

bien entendu les résultats du théoréme (11..17) restent applicables  0* et f*;
cela peut suggérer les notions qui vont suivre.



112

- COHOMOLOGIE D’UN GROUPE DE LIE

DEFINITION, THEOREME

Soit G un groupe de Lie; a > gz une représentation linéaire de G.
(11.19) — On appelle E-cocycle de G toute application différentiable 0 de G
dans E telle que
\Vj 0@ x b) = 0(a) + ag0®)) Va,beG.

— Si I'on pose, pour u\eE_ ‘

o AW (@) = axW) —p VaeG
i A(w) est un E-cocycle de G, appelé cobord de p.

— Deux cocycles soh"tf-dli.t?__s,_gcohomologues si leur différence est un
cobord (*); Ia cohomologie est une relation d’équivalence dans ’espace
vectoriel des E-cocycles (2). '

— La ?ériﬁcation est immédiate. 4

(11.20) — Avec ce vocabulaire, I’application § (11.17Q) est un *-cocycle de G ;

sa classe de cohomologie ne dépend pas du choix du moment : 1a classe de
cohomologie de § est donc une propriété caractéristique du groupe dyna-
mique G (3). '

Exemple

Dails les hypothéses (11.11), on vérifie que le moment u défini par la
formule (11.10) conduit 4 un nul; la classe de cohomologie associée
est donc nulle. Par conséquent, si la classe de cohomologie d’un groupe
dynamique G n’est pas nulle, les hypothéses (11.11) ne sont pas vérifiées,
4 il n’existe pas de potentiel invariant par G (*).

(11.21)

COHOMOLO_GIE D’UNE ALGEBRE DE LIE .
" THEOREME

(11.22) . Soit G un groupe de Lie; e son €élément neutre ; 4 son algeébre de Lie;
a i ag une représentation linéaire de G.

*) Un cocycle est donc cohomologue 4 0 §’il est un cobord.

(* Le quotient (ensemble des classes) posseéde une structure d’espace vectoriel évidente ;
on Pappelle espace de cohomologie de la représentation ; il est réduit 4 0 si tout E-cocycle est
un cobord.

(®) Abus de langage  du groupe G et de Iapplication @ — g, qui fait opérer G sur V.

(*) Hestdone impossible que la structure symplectique soit déduite d*un lagrangien invariant.
par G, selon la procédure-(11. 12). :

,.'(1'1 .22)

Ch
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O (2,20 = Z3.25 - 2.2}

| @ DO @ (Zeta) = zo00@) + £(2)

| @ fUZ,2) = Zy £ (2) - ZdF @)

|’ ¢) SiGestconnexe et si fest nul, § est nul.

pitre 11

a) Z + Zg (notation (6.11)) est une application linéaire de ¢ dans L(E),
vérifiant : : .

VZ,Z'¢%.
~ b) Si 0 estun E-cocycle de G, et si I'on pose

f= D) (e
Sest une application linéaire de ¢ dans E, qui vérifie

Vae G, VZe@

O ez @) = U expZy) dz] (/@) vZes

VZ,Z'e¢%.

— Ec'rivons la définition des cocyclcsfll .19¥7) sous la forme
05(@) - 6@ = 60) (&
En appliquant la dérivation d (a = e, da = Z,db = 0) on trou\.ze, grice a (6.11) :

D(®) (&) (20(1’)) ~ D(6) fe) (Z) = Z4(6())

c’est-a-dire &, en changeant b en q.

(notation (6.10)) .

— Oq_ déduit immédiatement de &b:
d .
@ [exp(— 1Zp) (B(exp(tZ) ()] = exp(— tZy) (f(2);

en remarquant que 6(e) =0 (il suffit de faite a = b = e dans (11.19%)), on en
tire ¢. '

— Posens da = Zg(a), d'a = Z}(a), Sa = [Z, Z'] (a); 1a dérivation § est le
crochet de d et d’ (6.12); comme 6(a) prend ses valeurs dans I’espace vectoriel

fixe E, on a 8[0(a)] = dd'[6(a)] — d'd[6(a)] (2.45) ; cette formule peut se¢ déve-
lopper, en utilisant plusieurs fois-&@, et conduit & ¥ en faisant g = e,

— Dans le cas particulier § = cobord (), on a f(Z) = Zy(p) ; la formule @ se
réduit 3 ¢. .

~— Si.G est connexe, tout élément de G s’écrit

a = exp(*Zg) ... exp(°Zg) () . (6.32)

Sif=10,¢ ‘montte que d(exp(Z;) () = 0; on voit queb(a) = 0sip = 1; on ';.)asse
au cas général par récurrence sur p, en appliquant (11.19 ). :
) . C.Q.F.D.
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‘.(11/..23) " — Dans le cas (11.17), f est aﬁtisymétri'que compte tenu de (11.16),
la formule ? ci-dessus prend la forme plus symétrique (11 17¢)).
Ces résultats motivent I’énoncé suivant :

Soit ¢ une algébre de Lie.

— On dit que E est un Y-module si E est un espace vectoriel, et si on a
défini une application linéaire Z - Z; de & dans L(E), telle que (%)

ar.2e) | & (Z,Z = ZjoZy = Zp-Zp.

— Si E est un g-module on appelle E-cocycle de. ¥4 toute apphcatlon
linéaire f de ¢ dans E verlﬁant

[ Y 1z, Z']) = Zs(f(Z)) Z{f(Z").

— Si I'on pose, pour ue E

& ' W (Z) = Zy(w)
8(u) est un E-cocycle de ¢, appelé cobord de u (3).

~— Deux E-cocycles de ¥ sont dits cohomologues si leur différence est
un cobord ; la cohomologie est une relation d’equlvalence dans Pespace
| vectoriel des E-cocycles de ¢ (3). :

La vérification est triviale.

4

DErFINITION
. 1
On dit qu’une algebre de Lie ¥ est semi-simple si Ie tenseur k défini par

k(Z)"(Z’)=Tr(Ad(Z).Ad(Z’)) » vVZ, Z’e.’?h (cf. 6.13)

/(11.25)
: est régulier (k s’appelle tenseur de KzIImg) on dit qu'un groupe de Lie G

| est semi-simple s'il est connexe et si son algébre de Lie est semi-simple.

Ces définitions permettent de formuler le

LEMME DE WHITEHEAD

g Si ¢ est une algebre de Lie semi-simple, et si E estun @-module de dimen-
-(11.26) |
smn finie, tout E-cocycle de ¢ est un cobord

(") Z b Zgsappelle.une représentation de I algebre de Lie 9.
(*) Ne pas confondré avec le cobord défini en (11.19 Q).
(*) Mémes remarques que dans le cas (11.19).

" Chapitre Il
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(11.28)

(11.29)
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que nous admettrons (*), et le corollaire :

Soit G un groupe de Lie semi-simple; soit -+ g; une representatlon
linéaire de G.

Alors tout E—cocyclede G est un cobord.

Soit 6 un E-cocycle posons f = D(6) (e); d’aprés le lemme de Whitehead, il
existe y € E tel que f = 8(u); en posant 6* = § — A(y), on constate que 0* est
un E-cocycle vérifiant D(6%) (¢) = 0;(11.22¢) montre que * estnul ;d°0u 8 = A(w).

CQFD.

* VARIETES SYMPLECTIQUES DEFINIES PAR UN GROUPE DE LIE

— Soit 8 un E-cocycle-d'un groupe de Lie G (hypothéses (11.19)). On’
constate immédiatement, si ’on pose

ag, (1) = ax(u) + 6(a)

que l’apphcatxon a b ag, fait opérer G sur E; la notatxon E, désigne donc
la méme variété que E, mais sur laquelle G opére différemment (si 0 n’est
pas nul). -

Vae G, YueE

— Soit ¥ 1’algébre de Lie de G;si Ze¥, le champ de vecteurs Z Eo ass001e -
(Définition (6.11)) se calcule immédiatement :

L Ze(W=ZW) + fZ)  VpeE 4
f = D(6) (e) étant le cbcycle de I'algébre de Lie associé 4 6 (11.22).

DEFINITION ‘
. Soit G un groupe de Lie, 4 son algébre de Lie, g* Ie dual de 4.

Nous appellerons cocycle symplectique de G toute application_ différen- i .
tiable 6 de G dans #* telle que

(11.30)°

(11.31)

O 0@ x b) = 6(a) + ag(6(b))
Y f=DO) ()

[6 est un g*-cocycle]

est antisymétrique .,

— Si6 est un cocycle symplectique, tout cocycle cohomologue est encore
symplectique (parce que le cobord d’un torseur est symplectique) ; les classes:
de cohomologie des cocycles symplectiques forment donc un sous-espace
vectoriel (que nous appellerons espace de cohomologie symplectique de G)
de lespace de cohomologie de la représentation co-adjointe (11.19) -
(Fig. 11.V). :

(!) Voir N. Jacobson, Lie Algebras (Interscience publ.).
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Fig. 11.V,

(11.32)

(11.33)

'*ﬁ)_

- (11.34)
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Si 0 est un cocycle symplectique de G, f = D(0) (¢) vérifie Fidentité

(11.22%0) ; compte tenu de ’antisymétrie de f et de (11.16), cette identité
prend la forme plus symétrique :

5@z, 20 + f@ZH(Z Z) + fEH (2. 2D =0 ().

THEOREME

Soit G un groupe de Lie, ¢ son algébre de Lie, 6 un cocycle symplectique
de G, U une orbite de "opération a > ag; (notation (11.28)); ¢ un point
variable de U.

— U est une variété ploﬁgée dans ’espace ¥* des torseurs de G ; un vec-
teur Sy est tangent & U en p §'il existe Z e ¥ tel que

va C Su=p.Ad@)+ f(Z) (f= DO ().

— La dimension de U (supposée non nulle) est paire; U posséde une
structure de variété symplectique, dont la forme de Lagrange oy est donnée
par .

O ou(d) Bp) = du(Z) si Su=p.Ad@) + [(2).

— G, opérant sur U est Un groupe dynamtque tout pomt H de U est

L son propre moment pour G.

[ .
(*) Dans le cas d’un cobord 8 = A(w), f(2)(Z") = u[Z zZ ’] on retrouve I'identité de
Jacobx :

Ch,
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— 'Nous savons que U est une variété plongée dans ¥*, sur laquelle % opere (6.20),
et qu’'un vecteur 3p tangent & U en yu est de la forme Z, compte tenu de (11.29)
et de (11.16), on trouve bien . .

— Siduest tangent & Uen p, il existe Z’ tel que dp = p.ad (Z) + f(Z");0na
donc du(Z) = u[Z', Z] + f(Z) (Z) = — plZ,Z] - f(Z)(Z) = — du(Z'); on
voit donc que du(Z) ne dépend de Z que par 'intermédiaire de du ; nous pouvons
donc le noter a(du) (8p) ; il est clair que oy est une 2-forme de I'espace tangent 4 U
en i ; oy est réguliere, car

[ood) = 0] < [duZ)=0 VZed] = [du=0];

- la dimension de U est donc paire (9.2).

— Soit ¢ le champ g b oy ; en remarquant que p.ad (Z) + f(Z) est égal &
Zy() (%) la définition ¢ de o peut s’écrire

® o) (Zy(w) (ZyW) = ZyW).Z .

Calculons I'image réciprogue de ¢ pal'.' ay, aétantun élément de G. La déﬁnition'@. 5)
donne

@ laul- (@) (1) (Zy(m) (Z i M)). = ¢lay() (D (ay) (u) (Zy(1)) (D (aw) (1) (Zy(m)) -

En remarquant que a;, est induite par ag¥, en appliquant la définition (11.28) de a4
et la définition (11.15) de la représentation co-adjointe, on trouve

3 C D)W E) = ZiaT
on. a d’autre part, grice a (2.38) et (6.25) :
b D(ay) () (Zo()) = lagls (Zo) (@p®) = [a6(Z)]y (ag®) -

Grace aff et b, ¢ devient g{ay(1)) (Z5(k)-a="s) (29 Z]o (@0(1)). qui vaut (grice

A Q) Zy).a"ty-a9.-Z = o) (Zo(®) (Zu(W)-

Ainsi [ay]- (@) = ¢ : le champ p > o est invariant par les opérations du groupe.
Faisons en particulier @ = exp(tZy); la formule (4.15) donne

0=5 { fexp(1Zy))- (@) () } = [eXP(tZu)] ((Zv, 9] (/4))

ce qui montre que la dérivée de Lie [Z,,, @] est nulle en posant ou = Zy(u), on a
donc 8,0 = 0.

Remarquons d’autre part que la deﬁnmon ¢{ peut aussi s’écrire

oy(Ou) (dp) = — [du) (Z) = — d[2Z)] = - ViKZ)] @dw , -
c’est-a-dire,

h . ou(Zy(w) = — VIZ)] .

(Y) Puisque gy est induit sur U par g,,.'et Zy par Zgy, lui-méme donné par (11.29).

~



- (11.35)
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La formule de Cartan donne alors

0 = 3,0 = [Vo] Bp) + V[o(u)] = [Vo] (Zy(w) - VI[V[u(2)],

soit, d’aprés le théoréme de Poincaré, [Vo] (Zy(1)) = 0. Comme Z;,(i) est un vecteur

tangent & U arbitraire, on a Vo = 0; la forme réguliére ¢ donne bien une structure. |

symplectique a U. Puisque les opérations du groupe invariant ¢, G est un groupe
dynamique ; la formule }f montre que u est un moment (voir (11.7)).

C.Q.F.D.

— Nous disposons donc d’un algorithme qui associe, 4 tout groupe
de Lie G et & tout cocycle symplectique 0 de G (en particulier 40 = 0) une
famille de variétés symplectiques sur chacune desquelles G' opére canoni-
quement et transitivement,

(11.36) — Si on ajoute un cébord;;a‘t‘e, on constate que les nouvelles orbites se

déduisent des anciennes par.whe-translation, qui induit sur chacune d’elies
un symplectomorphisme : la structure symplectique des orbites ne dépend
donc que de la classe de cohomologie de 0.

(11.37) — Sila cohomologie symplectique de G est nulle, il suffira donc d’étudier

(11.38)

les orbites correspondant 2u cas 6 = 0 (c’est-a-dire les orbites de la repré-
Sentation co-adjointe) pour avoir un modéle symplectique de tous les cas
possibles ; c’est le cas si G est semi-simple, puisque sa cohomologie est
nulle (Théoréme de Whitehead (11.27)),.donc 2 fortlon sa cohomologie
symplectique (11.31).

s

— Du point de vue symplectique local, la construction'(11. 34) est uni-
verselle ; c’est ce qu exprime le théoréme suivant :

— Soit V une variété symplecthue sur laquelle opére transitivement
un groupe dynaquue connexe G, possédant un moment i soit y I'appli-
cation x - p, 0 le cocycle associé (11.17Q). -

1) ¥ appligue ¥ sur une variété U de méme dimension, construlte a partir
du groupe G par I'algorithme (11.34), et vérifie

v Y@y () = ayly().
2) Si ¥ est régulier, il constitue un symplectomorphisme de Vi U; sinon

deVavu.

- 3) Pour que y soit un symplectomorphzsme il suffit que le stabilisateur G,
| d’un élément u de U (oit G opére selon (11.28)) soit connexe.

[y

" — Soit x, un point de V; puisque G opére transmvement, tout xe Vestdela

forme ay(x,), ou encore %4(a) ; il en résulte que ¥V est connexe, puxsque X, est continue
(Théoréme (1.51)).

on peut recouvrir ¥ par des ouverts ol ¥ est une transformatton canonique
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1

(11.17 §) définit alors une application § de ¥ dans 9, qui est un cocycle symplec-
tique et permet donc d’appliquer (11.34). La formule (11.17 ) peut alors s’écrire

¢ Ylar() = ag3(x)

en faisant x = x,, on voit que-y applique ¥ sur Porbite U passant par g, = Y¥(x,);
et.que Pon peut écrire ¢ sous Ia forme (11.38). De méme la formule (1. 176)

S ecnt

@ D) (x) (Zy(x)) = Zy(w)

et (11.174) '

I~ o(Zy(x)) (Zi(x)) = o(Zy(w) (Zp(w)

ce qui montre que gy est 'image réciproque de oy par .

Comme ¥ et U sont symplectiques, @ montre que [Z{x)=0] <« [Zu(w)]=0,
donc que les applications linéaires Z b» Z,(x), Z |» Zy(1) ont méme noyau ; elles
ont donc méme rang, ¥ et U ont méme dimension.

Comme D(y) (x) est partout régulier, le théoréme (1.35) montre que l'on peut
recouvrir ¥ par des ouverts ol ¥ est un difféomorphisme, donc une transformation
canonique (10.10). .

— Supposons de plus que le stabilisateur d’un élément de U soit connexe ; 501t x
un pointde ¥, g = y(x).

(7 montre que le stabilisateur G, est un sous-groupe de G,, donc un sous-groupe
de Lie de G (6.36), (6.34) ; comme il 2 méme dimension (6. 36) c’est un sous-groupe
ouvert ; or G, est connexe (puisque, selon (6.36, <), tous les stabilisateurs sont
conjugués) ; (b 32, 11I) montre que G, = G,. Supposons alors que Y(x) = Y(3) ; -
soit b un élément de G tel que y=by(x); ona alors Y= () =y(by(x)) =by(Y(x));
doubeG,;dolbe G, ;doly = by(x) = x; ¢ est injectif, .

C.QF.D. r

Exemples

— Soit E un espace euclidien de dimension  ; prenons G = composante :
connexe de e dans O(E).

G est un groupe de Lie connexe que nous avons étudié au § 6 ; son algébre
de Lie ¢ est I'ensemble des éléments Z € L(E) tels que Z = — Z; nous
poserons

o \ 92)(Z) = - 3T (2.2")

ce qui donne & ¢ une structure d’espace euclidien de dimension ?—(n—;—l)- .

Un calcul élémentaire montre que le tenseur de Killing (11.25) est égal
4[4 — 2n]g;sidoncn > 3, G est semi-simple, il suffira d’étudier les orbites
de la représentation co-adjointe (11.37). W

— Traitons le cas E = R3 G = SO(3).
A cet effet, remarquons que la sphére S,, d’équation

(xx>=1 xeR3



120 - - Variétés symplectiques d’un groupe
“# posséde une structuré symplectique, si I'on pose

0(dx) Bx) = 1 { x, dx x 5x )

s; 2 étant une constante non nulle ; en effet, o est reguliére, et sa dérivée exté-

V: rieure est certainement nulle; commie 3-forme d’une variété de dimension 2.

% On montre facilement, si a € SO(3), que a invarie ¢ : SO(3) est donc un
f&:. groupe dynamique ; on sait qu’il opére transitivement sur la sphéfe

. Un élément quelconque Z de I’algebre de Lie de SO(3) se met sous la -

(11.41) : @) =zxy VyeR?

Comme x +> u est régulier, la sphére S, munie de la structure (11 .40) est
donc symplectomorphe d une orbite de la représentation co-adjomte (11.38).
On vérifie que I'on obtient toutes les orbites en donnant ai tout,es les valeurs
positives. l : ,

k2

(11.43) — Soit E un espace vectonel de dlmensmn n, considéré comme groupe
% abélien additif,
‘Un cocycle symplectique 8 de E est smlpiement une 2—forme de E;
: les orbites associées 4 0 sont I'ensemble de valeurs de 6 (gui‘est un sous-
- espace vectoriel de dlmensmn palre du.dual E * de E) ¢t ses translatés. B

.
(‘). Notation (6:49). ‘



