Chapitre 1

Géometrie

différentielle

§ 1 VARIETES

DEFINITION DES VARIETES

Soit ¥ un ensemble désignons par n un éntier positif.
On appelle systéme de coordonnées de V un procédé F qui fait corres-

pondre & n nombres réels *x, 2x, ..., "x un point X de V; les /x s appellent
alors coordonnées de X dans le systéme F (). ;

Ii sera commode de poser

p l.x
' . . . . : z}C 3 i .
a.n o x= i R X = Fx);
. .
(1.2) Alors un systéﬁxe de coordonnées - F Sera considéré commé une appli-

cation de R* & V (%); nous supposerons essentlcllement que F est régu--. °
lier (3) et que def (F) est ouvert (*).

~g

Exemple: Si E est un espace vectoriel réel de dimension n, et si des A
vecteurs Sy, .Sy, ..., 3, constituent une base de E, on peut définir un systéme
de coordonnées S de E en posant

(1.3) S(x) Siix 48, 2 48, "x

(*) Suivant P'usage tensoriel, nous mettons les numéros des coordonnées en haut; nous
les plagons & gauche pour des raisons qui apparaitront ultérieurement.

(?) Eet E' étant deux ensembles; nous appellerons apphca.uon de E d E’ toute application 4
d'une partie de E (notée def (4)) sur une partie de E’ (notee val (4)).

(®) Nous dirons qu'une application A4 est régulidre si [A(x) = A(x)] = [x= x]
synonyme : biunivoque, injectif. Dans ce cas A posséde une application inverse, notée 4~
caractérisée par def (4™") = val (4); val (4~ l) = -def (4),

[47'@ =] = [x=40)].

— 4~ est régulitre; [A"]" = A.
(%) On définit 1a norme euclulmme d’un élément x de R* comme le nombre

hxfl =/ + - + P55

on appellc boule (resp sphére) de centre y, de rayonr 1’'ensemble des x de R* telsque || x—y [| <r
(resp. | x —y | =r);0n appelle ouvert de R" toute réunion de boules.



4 . Définition des varidtés
ou, en utilisant la notation matricielle :

=[Sy S, ...S)]

nous dirons simplement que Papplication S, définie par (1.3) ou (1.4) est
# une base de E.N :

Q. 5) Si F et G sont deux systémes de coordonnées (Fig. 1.1), il est clair que
F~!,G est une application de R" & R" (*); nous dirons que F et G sont
cohérents si F~1,G et son inverse G~ 1.F sont différentiables (3).

Fig. 1.1,

(*) Nous désignons par 4.8 ou 4 o B le produit de composition de deux applications 4
et B; il est défini par

{xedef(4.B)} <« {xedef(B), - Blx)edef(4)} = {[A.Bl(x)=A(B(x))}‘-'

Bien entéhdu si val (B) et def (4) ne se rencontrent pas, def (4.B) est vide ; nous dirons que
P’application 4..B est impuissante ; ce cas particulier ne constitue par une exccpuon, notam-
ment pour la régle d’associativité .

[4.B].C = 4.[B.C]
et pour la régle d’inversion ) ’
' 4Bt = B~} 4"

valable si 4 et B sont des apphcatlons réguliéres. :
(%) Une application 4 de R™ 2 R sera dite différentiable si def (4) est un ouvert et si, pour
tout x e def (4), les coordonnées *y de y = A(x) ont des dérivées partielles continues de tous
“les ordres par rapport aux coordonnées Jx de x (nous n’aurons -pas 'occasion d’utiliser les

fonctions p fois différentiables qui peuvent n’avoir pas de dérivées partielles d’ordre plus élevé

que p). On conviendra qu’une application impuissante est différentiable.
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On_zippelle atlas de ¥V un ensemble o de systéfnes de coordonnées tel
que’ '

a .6) ' "a) Les éléments de o sont deux a deux cohérents
o ‘ b) Leurs ensembles de valeurs recouvrent V.

a.mn — Une fois choisi un atlas o/, on appellera systéme de coordonnées
admissible, ou plus briévement carte de V, tout systéme de coordonnées
qui est cohérent avec ceux de o/ ; on peut montrer que deux cartes sont
cohérentes ; il én résulte que I’ensemble de toutes les cartes est encore un
‘atlas, et que.c’est le plus grand atlas contenant &.

, Quand nous aurons ainsi défini P’ensemble des cartes de V, nous dirons
(1.8) | que V¥ est une variété ; ou de fagon plus précise, que nous avons défini sur ¥
- | une structure de variété (*); le nombre n sappellera dimension de V.

Exemple de variétés

—- Si E est un espace vectoriel de dimension #, on vérifie que I’ensemble
des bases de E (1.4) est un atlas ; il done donc 4 E une structure de variété -
(de dimension x, comme il se doit).

— En particulier, R" lui-méme est une variété de dimension n ; on
voit immédiatement que ses cartes sont les applications'de R" & R" qui
sont différentiables ainsi que leur inverse. W

— On désigne par S, 1a sphére de centre 0, de rayon 1,dans’espace R***. 1
On forme un atlas de S,, composé de deux cartes F., F_, en posa.nt pour
xeR":

j = ix _

[Fi(x)] = 2 YR =12 ..n]
n+ " X "2

I[Fi( )J -—1+le"2

cet atlas donne donc a S, une structure de variété de dimension 7. |

(1.12) — Soient ¥ et V' deux variétés, de dimensions n et ', possédant des
cartes respectives Fet F”; sil’'on pose
x F(x)
[ =
x' F'(x")

on définit ainsi un sy.s:céme de coordonnées @ pour 'ensemble produit
¥V x V’: en faisant varier F et F’, on obtient un atlas de ¥ x V'; ainsi

(1) On peut donner des exemples d’ensembles ¥ possédant deux atlas non cohérents ; dans
-ce cas, ils définissent sur V deux structures de variété distinctes (voir ci-dessous (5.7)).



(1.13) |

(114

(1.15)

1.16)

 Définition des variétés

V x V' est muni d’une structure de variété de dimension n + n'; nous
dirons que c'est la variété produit direct.

Ceci s’étend immédiatement au produit de p variétés V;; c’est une variété

dont la dimension est la somme de celles des ¥; (V).

OUVERTS

 DEFINITION

-

Une partie E d’une variété V est un ouvert si E est réunion d’ensembles»

| de valeurs de cartes (3.
On vérifie que :_-

Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

L’intersection de deux ouverts est un ouvert.
. La partie vide de ¥ est un ouvert.

V est un ouvert de ¥ (3).

— Soit F une application d’une variété ¥ 4 une variété V'.

On dit que F est continue si, pour tout ouvert E’ c ¥, il existé un ouvert
E de V tel que ()

>

F~(E') = E ndef (F).

— Dans le cas particulier ¥ = R* V' = R", on retrouve la définition
usuelle des fonctions continues de variables réelles.

— (1.14) montre que :

*F continue : . :
o ] < [ E'ouvert = F7(E’)ouvert|.
def (F) ouvert

APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

Soient V et V' deux variétés (de dimensions n etin'); soit A une appli-
cation de V' a V.

() On peut remarquer que la variété R® (voir (1.10)) est le. produit direct de n variétés
égales a R.

(%) Cette définition est compatible avec (1.2(%)) dans le cas E:= R™.

(%) Ceci montre que foute variété est un espace topologique : voir par exemple N. Bourbaki,
Topologie générale, Chapitre 1.

(*) Nous désignons par F~(E") I'image réciproque de E’ par F, cest-a-dire 'ensemble des
x de def (F) tels que F(x)e E',
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Nous dirons que 4 est dzﬁ”erentzable (1) si, pour toute carte F de V et
toute carte F’' de V’

(L.17) F'~1.A.F

(qui.est une application de R" & R™) est différentiable, au sens (1.5(%)).

-Exemples
(1.18)8 — Les cartes d’une variété, leurs inverses, sont différentiables. W
(1.19)% — Si E est un ouvert d’une variété, 1 est différentiable (3). W

— Soient ¥y, V,, ..., ¥V, des variétés; désignons par V leur produit
irect (1.12). La projection n° j, que nous noterons 9], et qui est définie par

1x

2

: X .
J . = Jx

(1.20)

.nx

st une application différentiable de V sur V. M

On démontre que :

.21 — Toute application différentiable‘est continue ; son ensemble de 'déﬁ-.‘

nition est ouvert.

_' (1.22) -— Si A4 et B sont différentiables, 4.8 est différentiable A.

ESPACE VECTORIEL TANGENT

On démontre le théoréme fondamental suivant :

1) Si V'est une variété de dimension n, et x un point de ¥, on peut définir
un espace vectoriel de dimension n, appelé espace vectoriel tangent d Ven x ;
. nous le noterons D, ; ses éléments s’appellent vecteurs tangents 4 V en x.
2) Si A est une application différentiable de .V a V' et si x e def (4),
on peut définir une application linéaire, appelée application' linéaire tan-

(Y) Cette définition est compatible avec (1.5(%)), dans le cas ¥ = R", V' = R".
(*) Nous notons 15 I'application identique de E sur E :

[XeE]=[1x) = x].

(®) On suppose bien entendu que B prend ses valeurs dans la variété ou est définie 4.

def (1) = E;



1.23)

Espace vectoriel tangent

gente d A en x;-nous la noterons D(4) (x); "D(4) (x) applique I'espace
vectoriel D, dans I'espace vectoriel D ). ’
3) Si Eestun ouvertde ¥, sixe EetsiyeD,,ona

D) () =y.

4) Soient 'V, ..., PV des variétés ; choisissons un point /x dans chaque 'V, -

un vecteur tangent ‘y dans chaque Dy, ; si on pose

1 1 . A

Py vy
on a Coh e ’
DO =y O
5) Soient E et E’ des espaces vectoriels de dimension finie, et 4 une
application différentiable de E 4 E'; sixedef(4d)etsiye E,ona
D) () () = lim $ [AG + ) — 4]

6) Si 4 et B sont différentiables (®), et si x,edef (4.B), on &

(1.24) |

(1.25)

(1.26) [

D(A.B) () = [D(A) BEN]-LD(B) (3] -

Le lecteur en déduira facilement les résultats suivants :

— Si une application F est constante :

Fx) = Ry) [x,yeV]’

elle est différentiable, et 'on a

| _ DF)(x) =0.

— Si E est un espace vectoriel de dimension finie, I'espace vectoriel

tangent D, coincide avec E pour tout x de E; c’est le cas notamment pour
E = R"

— On appelle difféomorphisme de V a V' toute application réguliere 4
de V4 V*telle que 4 et A~ soient différentiables (). :

(1) Voir-Ia définition (1.20) de I projection /|. o

(® On suppose que B prend ses valeurs dans la variété ou A est définie.

(%) Exemple : les cartes d’une variété ¥ de dimension n sont les difffomorphismes de R"
av. . ;

(1.27)

(1.29)

~(1.29)

(1.30)

¢ ‘.v31)

(11.32)
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Alors, pour x € def.(4), D(4) (x) est unc application linéaire réguliére
de D, sur D,y et 'on a '

[D(4) )] = D(A™") (4(x) 5

ce qui montre que ¥ et V' ont méme dimension.

“

— Soit X un point d’une variété V' de dimension #; il existe une carte F
et un point x de R” tels que F(x) = X’
L’opérateur '

S = D(F) (%)

est une application linéaire réguliére de R" sur Dy, donc une base de l’espaceA
vectoriel tangent Dy. au sens (1.4).

En posant
1 0 0\
0 1
1= . s IZ = s » ‘n =
. . 0
0 0 1

on obtient immédiatement ’expression des vecfeurs de base -

S; = S(1) = DFE) ) (1) -
DEFINITION.

~  __ ¥ étant une variété, nous désignerons par ¥? 'ensemble des couples

y .
( ) (xeV;yeDy;
x

VP s’appelle espace fibré des vecteurs tangents 4 V' la correspondance qui

Lfaii correspondre z‘i-( ) le point x s’appelle projection de VP sur V.
x .

— Soit 4 une application différentiable d’une variété V' 4 une variété V'’
(Fig. 1.1I). On désignera par AP Papplication définie par

7\ (D) ® O N
A)-a)



10

Espace vectoriel tangent

1i est clair que A” est une application de ¥? a V2, On I’appelle parfois’
releyement de A, 4 cause de la disposition de la figure 1,11 \
Les formules (1.23) permettent de montrei immédiatement que

[4.BP = AP.BP .

(1.33) [A71P = [47]7? si A est un difféomorphisme

(1P = 1 ~ si Eestun ouvert de ¥, E* son image rec1proque
_ par la pro;ectlon de V? sur V.

|24

Fig. 111

— Soit en particulier F une carte d’une variété V. Dans la formule
o |7 - [PE @)
V’;N : X ) F(x)

y
x et y sont des €léments de R"; le couple ( ) est donc'un élément de R?";
X 5

ainsi FP est un systéme de coordonnées de V" ; on vérifie aisément que
I’ensemble des FP est un atlas (Définition (1.6)); ainsi :

Si ¥ est une variété de dimension n, V2 est une variété de dimension 2 n ;
(1.34) | I’ensemble des F” (F étant une carte de V) est un atlas de V2. Avec cette
structure, la projection et les applications A” (1.32) sont différentiables.

D . . crox ‘ X
V? pourra donc s’appeler désormais variété des vecteurs tangents a V.
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VARIETES PLONGEES. -

On demontre le théoréme :

Soient Vet ¥ déux variétés de dimensions respcctlves netn (Fig. 1. III)
soit A une application différentiable de ¥4 V’; soit x un point de def (4},
soit r le rang de D(4) éx)

1) Sir = n,il existe “un ouvert E de ¥, contenant x, tel que 4 soit régulier

@39 | dans E, et quer =nen tout point de E.
2) Si ¥'=n’, il existe un ouvert E' de V', contenant A(x), tel que
E cval(d)y M.
3) Sir = n = n’, il existe un ouvert E, contenant x, tel que la restriction
| A7 de A & E soit un difféomorphisme.
19)
ﬁg.,l.HI. . .‘
29)
14
DEFINmON

Soient ¥ et V' deux. variétés. On appellera plangemenr de Va V' une .
| application A de ¥ a V', telle que
(1..36) A est différentiable
A est réguliére
pour tout x € def (4), D(4) (x) est régulier.

On établit immédiatement les résultats suivants :

(*) On dit.que val (4) est un voisinage de A(x); comme I'image-par A d’un ouvert de V
est un ouvert de V', on dit que A est une application ouverre.
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On dit qu’une variété ¥ (de dimension n).est plongée dans une variété
' (1.37) V"(de dimension #") si les cartes de V sont des plongements de R"a V"
(Fig. 1.IV); alors V est une partie de V'; en tout point x de V, ’espace
vectoriel tangent & ¥ est un sous-espace vectoriel, de dimension n, de ’espace
vectoriel tangent 4 V' on a donc n < n'. '

R" y!

e ——— - —— ———

Fig. 1.1V.

Soient V et V' deux variétés, de dimensions respectives z et n’. Si 4 est
(1.38) un plongement de ¥ & V', I’ensemble V" = val (4) posséde une structure
de variété plongée dans V', -caractérisée par le fait que A est un difféomor-
-phisme de V 4 V", les cartes de V” sont les A.F, F etant une carte de vV
(Fxg 1.V).

Fig. 1.V.

Exemples

— Soit V" une variété. Il résulte de (1.35, 2) que toute variété V plongée
dans V' et de méme dimension que V' est un ouvert de V' <

Réciproquement, si ¥ est un ouvert de ¥, 1, est évidemment un plonge’
ment de V4 V'; par conséquent son ensemble de valeurs ¥ est une variété,
de dimension égale 2 celle de V. On vérifie immeédiatement que les cartes
i de ¥ sont les cartes de ¥’ dont 'ensemble de valeurs est contenu dans V. B

"Nous pourrons donc desormaxs considérer tout ouvert non vide d’une
variété comme une variété de méme dimension.

Variétés plongées -
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Variétés définies par une équation

On peut démontrer le théoréme suivant :

Soient ¥ et V' des variétés de dimension respectives n et a’ (' < n);
soit A une application différentielle de ¥ & V"; soit y, un point de V',
soit ¥, I’ensemble des points x de V vérifiant I’équation

Q .46) . A(x) = yo

—*Siona

(Fig. 1.VD)..

rang (D(4) (x)) =n' VxeV,

V, posséde une seule structure de variété de dimension n — n'. plongée dan.s

R4S!

A
————— — 1)
Fig. 1.VL
— 1l est clair que les cartes de ¥, sont les plongements F de R"™" 4 ¥,
vérifiant
ARE) = yo VEedef(F).
Le théoréme (1.40) indique que ces cartes forment un atlas; en derlvant
lequatxon precedente le lecteur constatera que :
T (1.40)

(suite) [ ' L’espacc vectoriel tangent a ¥, en x est le noyau de D(4) (x).

~ Exemple : Prenons ¥ = R%, V' = R, A(x) = || x|, y, = L. Alors ¥,
: estla sphére S,_  ; nous avons déja constaté que S, ., posséde une structure
# de dimension n — 1, et nous avons donné un- atlas, composé de deux car-
:; tes (1.11); il est facile de vérifier que ces cartes sont des plongements, et
‘:’f de construire I’espace vectoriel tangent 2 la sphére en un point x.

. () Voir aussi (5.12).
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a .42)

(1.43) [

(1.44)

Fig. 1.VIL

REVETEMENTS

. DEFINITION

Soit V une vanete on appelle reverement de V un ftriplet (W, G, P)
tel que :

a) W est une variété de méme dimension que V; ’
b) G est un groupe de permutations de W tel que

oG gx) =x] = [g=1u]:
¢) P estune application différentiable de W sur V, telle que
D(P_): (._‘ch)f";}est régulier pour tout xe W,
[PGy = PON™ < [3geG.y = g()].
Dans ces conditions, le lecteur vérifiera facilement que

a) Tout point x de W appartient & un ouvert E dont les images par les
¢léments de G sont deux & deux disjointes (Fig. VII et VIII);
b) Les éléments de G sont des diffeomorphismes. . oo

Variété quotient

— Soit réciproquement W un ensemble, G ur’ groupe de permutations
de W.

— Rappelons qu’on appelle orbite suivant G dun. pomt xde Wla pame
P(x) de W telle que

e Px)] <« [Jge€G, y = g(®)]

P(x)
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Fig. 1.VIIL

que

beP®] < [PO)=Px)]

et que 'ensemble val (P), noté W/G, s’appelle quotient de W par le groupe G.

( .45) — Si W est une variété de dimension n, et si G vérifie les conditions (1.43) -

ci-dessus (1), on peut montrer que le quotient W/G peut étre muni d’une

structure de variété de dimension n, de fagon que (W, G, P) soit un revéte-. . °

ment de W/G. Les applications réguliéres qui se mettent sous la forme P. F,
F étant une carte de W, forment un atlas de la variété quotient W|G.

CONNEXITE
DEFINITIONS .
(1.46) — Soit ¥ une variété de dimension n; une partie E de V s’appellera
' ’ un morceau s’il existe une carte F telle que def (F) = R", val (F) =

Tout morceau est donc ouvert.

: (1.47) — Exemple : On peut vérifier que les boules (non vides) de R" sont

des morceaux ; il en résulte que tout. pomt d’une variété ¥ est contenu
dans un morceau de V.

) (1.48) Soit E un ouvert d*une variété ¥, on dit que E est connexe si on ne peut
pas décomposer E en somme de deux ouverts non vides ®. '

(*) On dit alors que G est un.groupe discret de dzﬁ"éomofphismes. )
_(®) On dit que E est somme de deux ensembles E, et E; si E = E; U E,, E, N E; = .
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Exemple : On peut montrer que tout morceau est connexe.

— On en déduit facilement que toute varleté V se décompose en ouverts
. connexes, deux A deux sans point commun, appeles composantes de V ;
(1.49) | cette décomposition est unique : la composante contenant un point x est
la réunion des ouverts connexes contenant x. Une variété est donc connexe

si elle n’a quwune _composante.

'\ ' NV

vV
(1.50) — On montre que tout produit direct de variétés connexes est connexe.
(1.51) —- Si A est une application continue d’une variété connexe V dans une”

varlete V', val (4) est contenu dans une seule composante de V.

(1.52) — On montre aussi que deux points x et y appartiennent 3 une méme
composante §'il existe un arc de courbe de V joignant x et y, ¢’est-a-dire
§’il existe une apphcatxon continue F du segment [0, 1] dans V, telle que

F0) = x, (1) = y; I'arc val (F)-est alors contenu tout entier dans cette
composante.

HOMOTOPIE

On dit qu’une variété connexe U est szmplement connexe 'si, pour toute
application continue F de U dans une variété V, et pour tout revétement
- (W, G, P) de V, F se factorise sous la forme :

a.53 | F=P.F*,
DR . A
L F* étant une applic'ation. continue de U dans W (Fig. X).

produit direct de variétés simplement connexes est sxmplement connexe ;
B que I'image val (4) d’une variété simplement connexe def (4) par un
(1. 54) fg&: difféomorphisme A est s1mplement connexe ; il en résulte’ que tout morceau

Exemples. On peut montrer que R est smplement connexe | qu un
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- f;//
- W
~
U iP
\\
—~—
F

est simplement connexe. B La sphere S, aussi est sxmplement connexe
pour n > 2, b1en qu’elle ne soit pas un morceau. W :

-

:f:-(l .55) Un revétement (W, G, P) d’une variété V est dit universel si W est sim-

plement connexe; on peut montrer que foute variété connexe posséde un
'revetement universel.

(1.56) — Smt (W, G, P) un revétement universel d’une variété V,et (W', G,
' P')-un-autre revétement de V tel que W' soit connexe (Fig. XI).
On peut factoriser P sous la forme P'.P*; on vérifie facilement que G
posseéde un sous-groupe G* tel que (W, G*, P*) soit un revétement de W;
que G* est un sous-groupe invariant, et que le groupe G’ est isomorphe
au quotient G/G*. On voit qu’un revétement universel peut étre considéré
comme revétement connexe maximal. -

G| .57 — Si(W’, G, P’) est aussi un revétement universel, on constate que P’f .
est régulier et que les groupes G et G' sont isomorphes ; le groupe G est -
donc défini, 3 un isomorphisme prés, par la donnée-de V : on I’appelle. le
groupe d’homotopie de la variété connexe V (1).

o~

Fig. 1.XL ' i
o | .

(*) Ou encore groupe fondamental, ou groupe de Poincaré.
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Exemples

— Une variété simplement connexe est une variété dont le groupe d ’homo-
topie est réduit d I’élément neutre. B

— Soit G le groupe (isomorphe au groupe additif Z des entiers) des g, :

: groupe d’homotopie de S, est donc Z. W

(1 ..60) — Si (W;, G, P) sont des revétements de variétés Vii=12,..,p),
on en dedmt 1mméd1atement un « revétement produit » (W1 e x W, ‘
Gy x - ' P) du’ prodult direct ¥y x *+ x V,; si les revetements

donnés sont umversels fe produit 1est aussi; le groupe d’homotopie d’un
produit direct est donc le produit direct des groupes d’homotopie.

gk(‘P)-<P+2kTI VpeR, VkeZ 810nposeP(<p) (cos ),(R,G,
sin ¢

P) constitue un revétement universel du cercle. Sy .(notatlon 1.11); Ie’

(2.1)'

2.2

@2.3)

2.4

2.5)

§ 2 DERIVATIONS

VARIABLES

Commengons par préciser la notion plus ou moins classique de variable,

" que nous allons utiliser tout au long de ce livre.

. Pour définir un systéme de variables, on commencera pé.r choisir un
ensemble E. On appelle ensuite variable un signe graphique quelconque —
par exemple la lettre y — auquel on associe une application, application
que nous désignerons en écrivant le-mot valeur 4 gauche de ce signe (par
exemple : valeur y); on suppose que cette application est définie sur une
partie de E (soit E’).

Sia e E’, on aura donc défini I'objet

[valeur y) (@)
qui s’appelle valeur de la variable y au point a.

— En particulier, on appelle variable indépendante une variable —

mettons x — & laquelle est associée 'application identique de E :
[valeur x] (@) =a VaeE (%).

On emploie la potation
N y=1z

‘ pbur dire que les applications [valeur y] et [valeur z] sont égales, soit

{valeur y] (4) = [valeur 2] ()

pour tout a tel que I'un des membres de cette égalité existe.

— On convient qu’une expression algébrique F contenant des variables
¥, Z, ... est encore une variable, définie par la régle suivante :

[valeur F(y, z, ...)] (a) = F (valeur y(a), valeur z(a), ...) VackE.

Comme cas ﬁart’iculier de cette régle, signalons le cas d’une expression
algébrique F ne contenant pas de variable ; on a alors

[valeur Fl@) = F Va;
on dit que la variable F ainsi définie est constante.

(%) L’objet [valeur )] (a) peut donc encore s*appeler : valeur de y lorsque la valeur de x est 4.
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(2.6)

@.7

\(2.8)

at

2.9

Variables

— Un autre cas particulier important est celui ol I’expression algé-
brique F est susceptible de prendre les deux valeurs « vrai » ou « faux »;
si on remplace dans P’écriture de F certains objets par des variables, suivant
la régle (2.4), on obtient une variable dite booléenne ; les variables boo-
léennes s’appellent aussi propositions.

Exemple: Si x et y sont deux variables, Iécriture x = y est une pro-
position ; il ne faut pas confondre cette écriture avec x = y.

On dit qu’une variable z est fonction d’une variable y il existe.une .

application F telle que 3
z=Fy) (ausens (2.4))
ce qui peut encore s’écrire
[valeur-j‘zl(’;z_)’ = F(valeur y(a)) VaeckE
ou encore S

[valeur z] = Fo [valeur y] .

.—.— 1l est clair que cette appﬁc‘ation F est unique, si I’on précise que son
ensemble de définition est compris dans ’ensemble de.valeurs de y; on la
note souvent

ybz -
st bien que I’application [valeur y] peut encore se noter
xby,

x étant la variable indépendante. |

CHAMPS DE VECTEURS. DERIVATIONS

- Soit V une variété ; on appelle champ de vecteurs de V une application
/, définie sur une partie E de V telle que, pour tout a € E, f (@) soit un vecteur
tangent 4 Vena :

[aedef (/)] = [fdeD].

Pour définir une dérivation d, on choisit une variété ¥, un champ de
vecteurs f de V, et une variable x qui parcourt ¥ (ce qui signifie que ¥ est

Pensemble des valeurs de x (1)); 4 toute variable y telle que I"application

(2.10)

x > y existe et soit différentiable, on associe la nouvelle variable

dy = D(x b y) (x) (f(x) .

(") ¥ = val (valeur x).

e [

(2.13)

(2.14)

2.15)

(2.16)

@.17)
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Exemple : Siy est constante, on a
} dy=0.
— En faisant y = x dans (2.10), on tfouve
A dx = f(x).
On peut donc mettre fout champ de vecteurs sous la forme
d étant une dérivation.” W

x P dx,

— En appliquant la formule (1.23.6), on constate, si F est différen-
tiable dans la variété ol y prend ses yaleurs, que

d[F(»)] = D) ¢} ) |-

Cette formule s’applique & toute dérivation d; elle suppose que F est une
fonction différentiable donnée — et non une variable.
Si z = F(y), on posera :

oz O
7= D(F) (»)

si bien qu'on pourra écrire (2.13) sous la forme .

dz = %z (dy)

si y b z est différentiable .
.0y

Notons que les formules (1.23.6) et (1.27) montrent que

0z 0z ay

—= ., si x b y et y > z sont différentiables
ox = oy ox 1xPyety

et que

oy _[ez] ™
oz | dy|

() Rappelons que D(F) (») est un opérateur linéaire, appliquant I’espace vectoriel D; dans
’espace vectoriel D,.

si y > z est un difféomorphisme.




2.18)

(2.19)

2.

(2.20)

@.21y

(2.22)

(2.23)

— Soit x une variable dont les valeurs appartiennent a un produit direct
de variétés ; en faisant apparaitre les projections J| (voir (1.20)) :

=)

on constate — grice 4 (1.23, 4) que

x dx

o
i

pour toute dérivation d ;
Px d?x/ '

P’espace vectoriel tangent é un produit direct est le produit direct des
espaces vectoriels tangents :
Si yb x est une apphcauon d1ﬁ'erent1able a valeurs dans un produit

_direct, la formule (2.19) pourra s’écrire matriciellement

A dx
’ X By
2 T T e
7 o Px
*1

— Dans le cas d’une application différentiable x 1> y définie dans un
produit direct, dy (qui -dépend linéairement de dx) pourra se mettre sous
la forme-(appelée souvent « différenticlle totale »)

=£y_ 1 . ..._@_J.)_. 'P
dy__alx @ 'x) + 6"x(d 'X)

les a—%c-, définis par cette formule, étant les dérivées partielles ; matriciel-

lement, cette formule s’écrit

»_( .
ax | 9] aPx] |-

Ceci s’applique si x € R”. On retrouve alors la notion classique de dérivée
partielle. Dans ce cas particulier, il est commode de définir les dérivations
9; en posant

9;x=1{; (notation (1.29)).

Dérivations

Chapitre I

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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On pourra écrire 9; y au lieu de =— 6[’ Fik ; avec cette notation, on peut utiliser
les proprletes des dérivations. Dans le cas oll x b X est une carfe d’une
7). 4
variété, notons que la base S associée (1 28) est donnée par S = ol

donc que Ies vecteurs de base sont
17).4

— Si x> y est une apphcatlon différentiable d™un produit direct ¢ un
produit direct, les résultats précédents permettent d’ecnre :

3y 2%y
1y d°%x

oy _
5= ..........
ary 7y
dix 0%x

— Si xe R%, y € R¥, les éléments de cette matrice (2.25) sont des
nombres réels, qui peuvent s’écrire

j dy —i
w.=1

Dérivation des opérateurs linéaires

_=_ajy

L ]
0k

=0, 7.
% 304

EEN

Soient E et E’' deux .espaces vectoriels de dimensjon finie; soit x une
variable qui parcourt E, et 4 une variable qui parcourt I’espace vectoriel

des applications linéaires de E dans E'. On vérifie immédiatement que
I’application ’

‘ (A
(. ) = A(x)

.est différentiable, et que I’on a

d[4(x)] = [dA4] () + A(dx)

ce qui se réduit a d[A(x)] = A(dx) si A4 est constante.

— Supposons maintenant A bilinéaire (variable); on trouve

d[4(x) (1] = df4®)] () + Ax) (dy) =
[d4] (x) () + 4(dx) (») + 4(x) (@dy)

[d4(x) + 4dx)] () + 4(x) (dy)



(2.27)

(2.28)

(2.29)

2.30)

@.31)

Fig. 2.1.

Déri

et plus généralement, pour un opérateur p fois linéaire 4

d[A4(x) (xa) - (x,)] = [d4] (xq) ... (J?p) + A(dx) (x3) ... (x})
+ ver
+ A(xy) ... (x,—y) (dx,)

Cette formule a de trés nombreuses applications :

d[4.B] = d4.B + 4:dB

" A et B étant des opérateurs linéaires variables ;

si A est une application: linéaire variable, réguliére, d’un espace-dans un
espace de méme dimension;’ en déduit de (2.27) les formules

det‘A = Tr(4-t dA)

dét (4)

did~]= — 47'.d4. 4!

IMAGES D’UN CHAMP DE VECTEURS
Soit f un champ de vecteurs d*une variété V'; le graphe I' du champ est

f (x)
par définition ’ensemble des couples,( X | ; c’est donc une partie de la

variété des vecteurs tangents, que pous avons notée VP (voir- (1. 31) et

(1.34));

2.36) B.(B_() =/

| (f(x)_)
2.39) xe
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comme ce graphe comporte un point-au plus au-dessus d’un point x de V,
on dit que c’est une section de V'P.

_Supposons que 4 soit une application différentiable de ¥4 une variété V'* ;-
des1gnons par I'* 'image du graphe I par 47 ; si 4 est réguliére, on constate
immédiatement que I'* est aussi une section, donc le graphe d'un champ f*
de V*; nous dirons que f* est I'image par A du champ f, et nous poserons

(2.32) f*=4.-

On vérifie immédiatement, en prenant I'image de f par une autre application-
réguliére différentiable B, que :

2.33) - C o [4.Ble () = 4.(B.(N) -

" En remplagant 4 par Tinverse d’un dlﬁeomorphlsme B(de V*aVr)
(2.34)  on définira I’image réciproque B_(f) d’un champ f par un difféomorphisme
B comme étant [B~], (f); notons les formules

@35 . [4.B]- (f)= B.(4-(f)) ‘
si def (f) = def (B Y).

I'image d’un champ de vecteurs x — dx par une application reguhére

Notons, ce qui est 1mportaint pour le calcul pratique de 4.,(f), que.
2.37)
X > x*, est le champ de vecteurs x* > dx*.

C’est plus simple que la formulation directe en champs, qui s’écrit

2.38) ‘ AL(f) (%) = D(A4) (4 71x) f (4 7))

— Si ¥ est un espace vectoriel, tout champ de vecteurs f est une appli-
cation de ¥ & V; on sait donc reconnaitre si f est continu, ou différentiable ;
mais ceci n’est plus possible dans le cas général d’une variété, parce que
I’espace vectoriel tangent D,, qui contient f(x), varie avec x; on se tire
d’affaire en convenant que

™ un champ de vecteurs f est dit continu (resp. différentiable) si I’application

X

| est continue (resp. différentiable).



Images d’un champ de vecteurs

En effet, I'application considérée va de ¥ & ¥, qui sont des variétés
(voir (1.34)) et on peut lui appliquer les définitions (1.15), (1.17).

(2.40) — On vérifie immédiatement quun champ de vectewrs différentiable
est défini sur un ouvert, et que ses irhages (ou ses images réciproques)
par des difféomorphismes sont différentiables ().

(2.41) — Pour vérifier qu'un champ de vecteurs est différentiable, (rés_p.
continu) il suffit de vérifier que ses images réciproques par les cartes d’un
atlas sont différentiables (resp. continues).

2.42) — Donnons-nous deux champs de vecteurs f et f*, définis sur deux
variétés V et V* de méme dimension. On peut se demander si ces champs
de vecteurs sont équivalents c’est--dire ¢’il existe un difféomorphisme A
tel que f* = ,,( ). Un probléme voisin est de savoir si f et f* sont loca-

lement équivalents en un co,uple de points (x,, x§), c’est-a-dire §’il existe
un difféomorphisme 4, tel que

A(xg) = x3

et que f* coincide avec A.(f) dans un ouvert contenant x¥.

Des réponses partielles & ce probléme sont données par les théorémes

suivants :

Soit f un champ de vecteurs constant, non nul, de R*; pour que f soit
p

(2.43) | localement équivalent & un champ différentiable f* d’une variété de dimen- -

| sion n, en un couple de points (x,, x¥), il faut et il suffit que f*(x%) # 0.

Soit E un espace vectoriel dé dimension finie ; f est un champ de vecteurs
(2.44) | différentiable de E. Pour que f soit localement équivalent au champ x - x
de E, en le couple de points (0, 0), il faut et il suffit que
SO =0,
i D(f)(©0) = 1g.

CROCHET DE LIE

THEOREME

‘ (2.45) Soient x + dx et x ~ dx deux champs de vecteurs d1ﬂ'erentxables sur
) un ouvert E d’une variété V.

- (*) Son image par une application différentiable qui n’est pas un. difféomorphisme peut
ne pas étre différentiable, ni d’ailleurs définie sur un ouvert.
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'

: 11 existe alors une denvatlon appelée crochet de Lie de d et §, notée
(2.45) | [d, 8] (M); [d, 8]y est définie si Iapplication x - y est différentiable ; si y
- parcourt un espace vectoriel constant (®),ona

LO [d, 8] » = d[5y] — 3[dy]
— Soit F[¢ & x]b une carte de V; on déduit immédiatement de O la
formule .
(2.46) [d, 8] x = %% (dd¢ — 8d¢) si xeval(F)

qui permet de calculer le crochet de Lie, et qui montre que x + [d, 3] x est
aussi un champ de vecteurs différentiables sur E; nous le poterons | fgl.fetg
étant les champs x b dx, xb &x.

— Les champs de vecteurs différentiables sur E constituent évidemment
un espace vectoriel ; on constate que le crochet de Lie est bi-linéaire et
antisymétrique ; on peut vérifier Pidentité de Jacobi

@.47) Lf [g, B + L9 [h,f N+Mhifgl=0

i

— Soit 4 un difféomorphisme de E sur un ouvert E* d’une variété V* .
posons x* = A(x). Les champs de vecteurs x* b dx*, x* b Sx*
x* 1> [d, 8] x* sont respectxvement les images par A de f, g, et [f, g}; d’ol
la formule

(2.48) . [4+() 44(9)] = 4+(f 9D

2.49) — On dit que deux dérivations d et & commutent si leur crochet de Lie
est nul ; on a alors d[8y] = 3[dy] pour toute variable y qui prend ses valeurs
dans un espace vectoriel -constant. C’est le cas notamment pour les déri~
vations 9; définies en (2.23), prises deux’ i deux, puisque

[aj,ak]xsaj|k—ak|jso.

(1) Nous écrirons parfois [d, 8],.
®) Siy parcourt une variété, ddy et 8dy peuvent ne pas exister ; mais le premier membre
de ¢ existe néanmoins.



§ 3. EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

EXPONENTIELLE D’'UN CHAMP DE VECTEURS

On peut démontrer le théoréme fondamental suivant :

[ Soit ¥ une variéte séparée (1)“

(3.1) I existe une application, nolée exp, qui fait correspondre 4 tout champ
de vecteurs différentiable f de ¥ une application A exp(f).de V2 V, telle
que, Vf i - '

a) t) > exp(rf ) (x) est une’ application différentia:ble de RxV
5AV ) ; : |
b) [dx=0] = dlexp(tf) ()] = flexp(tf) (x)) de (%) ;
9 exp(0f) = Ly ; :
d) exp(—f) = [exp(/)]"* ;

& exp(f)eexp(t ) = expllt + 11f) si >0

1l est facile d’en déduire le résultat suivant :

Soit f un champ de vecteurs différentiable sur une variété séparée ;
soit x, un point de def (f), et ¢, un nombre réel.

(*) On dit qu'une variété V est séparée si, pour tout couple (x, ¥) de points distincts de ¥,
il existe un ouvert contenant x et un ouvert contenant y dont Pintersection est vide. Exemples :
R", une sphére. Nous rencontrérons plus loin des exemples de variétés non séparées (5.18).
(*) Eventuellement impuissante, '

(®) On note tf le produit du champ de vecteur;s f par le nombre 1, défini par
[tf1(x) = ([ f ()]

En particulier 0f est le champ de vecteurs nul sur "ensemble de définition de f.
(*) On peut écrire aussi bien

2 Texs(6f) (] = fexp(ef) ()

le’premier membre étant une dérivée partielle,
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Si I’on pose

& &(f) = exp([t — to] f) (xo)

. (3.2) | lapplication @ vérifie les conditions suivantes :

@ est définie sur un intervalle ouvert;

Q D(t0) = Xo

] x = &(t) vérifie I'équation différentielle % = f(x)

| réciproquement toute application @ vérifiant QP vérifie ) pour tout
| ¢ € def (®). :

— On voit que ce théoréme permet de calculer Papplication exp ; pour
que exp(f) (x) existe, il faut et il suffit qu’il existe une solution @ de I'équa-

(3.3) tion diﬂérentiellej—j = f(x), définie sur un intervalle contenant [0, 1],

et telle que P(0) = x; cette ‘solution est alors umigue, et 'on a

exp(f) () = 2(1);

I

par suite I’énoncé (3.1) est une définition de exp.
. Exemples

— Si E est un espace vectoriel de dimension finie, 'application identique
g beut étre considérée comme champ de vecteurs différentiables de E;
dx

n intégrant I’équation différentielle T

= x, on trouve que
exp(t 15) = ¢’ 1

e qui expligue la notation exp. B

— Plus généralement, si 4 est une application linéaire de E dans E,
on vérifie que exp(4) est aussi une application linéaire (voir 6.17). B

IMAGE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Soit 4 un difféomorphisme de ¥ & une variété V'*; si x vérifie I’équation

RTI b paen OXF
différentielle — = f(x), on constate que x* = A(x) vérifie —— = f* (x*),

ds dr
avec f* = A.(f) (notation (2.32)); mais I'application ¢ +» x*
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def (4) Dans le cas d’upe variété quelconque 'V, notons que [exp(— )]+ (g) (x) décrit
val (4) Pespace vectoriel constant D, lorsque ¢ varie seul, x étant constant; on peut donc

caleuler la dérivée écrite au premier membre de (3.7); on peut montrer que la
. formule reste vraie (*). .

—- Supposons maintenant le crochet de Lie [f; g] nul; on vérifie que

' Fig. 3.1 exp(— 1)+ (9) (X) _
est défini si exp(tf) (x) existe, donc lorsque ¢ décrit un intervalle contenant 0 (voir
v (3.2)) ; sa dérivée étant nulle, il est égal & sa valeur pour ¢ = 0; d’ot la formule
3.8y [exp(— )]+ (9) &) = g(x)
def () . , T
L ol | si le premier membre existe, si def (f)cdef (g), et si [f,g] = 0.
n'est nécessairement .défipie, sur un intervalle que si def (f) < def (4) : Sap .
(Fig. I); on en déduit la _fé,l:j{,nulc Notons que cette formule s’écrit ausst
e { Aeexol ). A-1 ot un prolosgement de _ explAL(); 6.9 olexp(tf) (9) = Dlexp@) ) (6() (%1 = 0)
. A.exp( 1.4 -1'= exp(d4(f)) si def (f) < def(4). E ce qui permet le calcul de D(@(p(tf )) ().
r.e . . 5 : G T 2 ’
Dérivation de Pexponentielle ' TutorEME (%) N
— Soient f et g cieux champs de vecteurs différentiables; supposons ‘ = [ Soient fi, ..., f, des champs de vecteurs différentiables dans un ouvert E
. ) -} d’une variété V, et dont les crochets de Lie mutuels sont nuls ; $oit X un point
def (f) < def (@) - .~ : i de E. 1l existe alors des nombres positifs a;, ..., @, tels que
: . N o . . ) .
Soit (y) une variable qui'décrit R x V. Posonsx = exp(— ) ()3 8(1> = ( ? )) ; , exp(tfy + 0 + Ptfp) (%)
A ' - y gy g ' -
. 1 : (3.10) | existe si o :
d = . » _ R . .
. (J’> (f(y)) ‘ : O ) 1Y) < ag, .| Pt <a,.
La définition (2.32) de I'image d’un champ par un difféomorphisme montre ‘ 1 On a dans. ce cas .
que 8x = [exp(— )]+ (9) (*); en dérivant y = exp(¢f) (x) avec la dérivation d,
on trouve dx = 0. QO explefy + o+ ) @) = [emp( ) e o expCH] ()
_ , Y , :
On trouve d’autre part [d, 3] <y> = ([ £l ))', On vérifie immédiatement que l'on peut, au second membre, permuter
' 0L S de fagon arbitraire les facteurs exp(tfy), ..., (exp(Ptf;) sans changer le
4,815 = [exp(~ ] WD @ - résultat ().
Dans le cas ol V est un espace vectoriel, on a [d, 8] x = d[dx] — 8[dx] = déx ; ™) En choisissant une carte au voisinage de x, et en appliquant les formules (2.48), (3.6).
en développant, on trouve la formule (%) . , (*) On peut établir ce résultat en utilisant (3.8) et (3.6). '
: . (%) Cependant il existe des cas ol ces applications ne commutent pas ; il faut faire attention
3 aux conditions de validité du théoréme.
G.7n 5 Lexp(= ) (9) 09 } = [exp(= 1]+ (S5 g]) ()

™ Fre désigne ici la dérivée par rapport 4 £, x étant constant.
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“.2)

“.3)

4.4 .

4.5)

[ — Si @ est un opérateur covariant de degré p (p >

§ 4 FORMES 4DIFFERENT IELLES

CHAMPS COVARIANTS

Soit E un espace vectoriel; nous appellerons opérateur covariant de '

degré p de E une application ¢ telle que (1)

o(y) ) ... (¥ eR

danslecasp = 1, g est s1mp1ement une application de E 4 R; on convient

| d’appeler opérateurs: covanants de degré O les nombres réels.
IR

[Vyl’ Yas ees ype‘E]

1), etsiyek, il est
clair (grice & la convention sur les crochets sous-entendus) que ¢(y) est
| un opérateur covariant de degré p — 1; on I'appelle contracté de @ par y.

—Soit x une variable qui parcourt une variété V; nous dirons qu’une
applicati?n ’

b @

¥

définie dans une partie de V est un champ covariant (de degré p) si ¢ est

| un opérateur covariant (de degré p) de espace vectort'el tangent D, (*).

— Il est clair qu'un champ covariant de degré 0 — encore appelé champ
scalaire — est une application de V' 4 R. -

" Image réciproque d’un champ covariant o

Soit f* un champ covariant de degré p d’une variété ¥V'*; soit 4 une
application différentiable d*une variété ¥4 ¥*; posons

A(f*) ) (1) - () = FHA) (D(A) (x) (3) -
VX eV, Yy, ...

(D) ) (7)) »
»Yp €D,

il est clair que 4..(f*) est un champ covariant de degre P de Vid_(f*

s’appelle image réciproque du champ f* par 4.

(*) Avec cette notation, on sous-entend des crochets partant de la gauche :

L-lleGrdl ()] 1) -

(*) On dit parfois que ¢ est une Jorme différentielle ; nous réserverons cette expressxon a
un cas pamcuher (ci-dessous (4.26)).

.‘(4.6)

Fig, 4.1

@.7n

@9

(4.9)

| (4.10)

@.11)

L 4.12)

Chapitre 1

Géométrie différentielle 33

— Introduisons des variables x*, ¢*, @ et des dérivation d; telles que
x*= Ax); o* = f*x); 9o =A_(f (x); dx =y;; on voit. que
I'image réciproque du champ covariant x* > ¢* par Papplication x > x*
est le champ covariant x + ¢ défini par

@(d;x) ... (dpx) = @*(d;x*) ..

- (dx*)

cette formule (4.6), simple transcription de (4.5), est plus facile 2 retenir.

— Dans le cas p = 0, ces formules se réduisent évidemment a

A(f)=fo4,

p*=0.

— En composant deux applications différentiables 4 et B, on trouve
immeédiatement la: formule (analogue a (2.35))

[4.B]-(f) = B_{4-(/))

valable cette fois-ci dans le cas d’un champ covariant f.

— La définition (4.5), (4.6) de 1"image réciproque de f par 4 ne suppose .
pas que A est un difftomorphisme, ni méme que les variétés ¥ et V* ont
la méme dimension.

— Si A est un difféomorphisme, nous pouvons poser

A () =471 (N

AL (f) s’appelle image directe du champ covariant f par 4. On a ev1dem-
ment

[4-BL. (f) = 4.(B+(f)

si 4 et B sont des difféomorphismes et

BB () =/ i

(cf. (2.33) 4 (2.36)).

— Si x > dx est un champ de vecteurs, son image directe par un’ difféo-
morphisme x + x* est le champ x* +» dx* (2.37); si x* > ¢* est un champ
covariant dedegrép (p > 1), la formule (4. 6) montre que I’ image réciproque
du champ contracté x* > @*(dx*) est le champ contracté x + @(dx).

. SOURIAU. — Structure des sysiémes dynamiques 3

def (f) < def (B™Y)



4.13)

(4.14)

(4.15)

4.16)

Champs covariants

— Un champ g d’opérateuss covariant de degré ;u, défini dans un espace
vectoriel E, sera dit différentiable si I'application (de E**' i R) ’

-
Y1
P g(x) (1) .- (¥p) .

Ve

est différentiable ; si g est défini dans une variété ¥, g sera dit diﬁérenﬁable

si ses images recxproques par les cartes de V sont dltferentlables dans ce -

cas, g est défini sur un ouvert de V.

— On vérifie: que: l?lmage réciproque d’un, champ différentiable par
une application diﬂ'éljké_ri'tia]p}}e. est encore un champ différentiable.

DERIVEE DE LIE

»

THEOREME

Soient f et g des champs différentiables (de vecteurs et d’opérateurs
covariants de degré p respectivement) définis.dans un ouvert E.
1l existe un champ d’epérateurs covariants de degre D, défini dans E,

appelé dérivée de Lie du champ g par le champ f, que nous noterons [f, g],
tel que

E [exp(tf)- (g) (x) (d,%) ...

@01 = exp)- (s D) @) - 40

— Comme dans la formule (3.7), la notation 9 au premier membre B

.ot
désigne la dérivation par ra_pp.ort a 1, les variables x, d,x, ..., dx étant
supposées constantes. La notation [f, g, qui rappelle le crochet de Lie,
est justifiée par analogie de (3.7) et-(4.15). Nous employerons concuirem-
ment une seconde notation :

si f(x) =

dx, g(x) = ¢, nous poserons

dep = [/, g1 (%)

pour un méme champ x > ¢, nous pourrons donc définir plusieurs dérivées

de Lie d; 9, 8.0, ... si x b dx, x > 8x, ....sont divers champs de vecteurs
différentiables. )

55:1('21:;17)

| @.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

Chapitre I Géométrie différentielle 35

" — En appliquant Iécriture (4. 16) au cas d’un champ de vecteurs x + ¢,
on sera amené A écrire

dy 8x =1d, 8] x

le crochet de Lie (2.45) peut donc s’interpréter comme une dérivée de Lie.
— Dans le casp = 0, c’est-a-dire si x +» ¢ est un champ scalaire, on
trouve immédiatement - :
S0 = b¢

pour toute dérivation § telle que le premier membre existe.

CHAMPS DE TENSEURS COVARIANTS

Un opérateur covariant de 'degré D, @, défini sur un espace E, s’appelle un
tenseur covariant si @(yy)... (y,) dépend linéairement de chacun des
vecteurs y,, ..., y, (on dit aussi que ¢- est un opérateur multilinéaire).

Si S est une base de Eon appelle composantes du tenseur @ dans la base N
les nombres

(pﬂc m_(p( )(Sk) (m)

Les composantes du tenseur le définissent complétement ; la multi-linéarité
montre en effet que-

o(») @) ... W) =

i,k
Qe V2 ... U

ol Ies nombres fy, ¥z, ..., ™u sont les composantes des vecteurs y, z, ..., u '
dans la base S (y = ZS I, .. ,u—ZS my); dans la formule (4 21)
nous avons apphque la convention d’Em.s'tem selon laquelle le signe .

. Jkoom
est sous-entendu (au second membre) parce que les indices j, X, ..., m sont

écrits chacun deux fois (en position inférieure et en position supérieure).

— Six i X est une carte d’une variété ¥, et X i @ un champ de tenseurs
covariants (de degré p), on désigne habituellement par

Pik...m



4.22)

(4.23)

(4.24)

©(4.25)

‘(4.26)

d’oll 0;X =

Champs de t 's covariants

' 174
les composantes du tenseur ¢ dans la base S = o posant comme en

(2.23)

S;, onadonc

Pim = POX) (BX) ... (3,X)

— Soient x + ¢ un champ de tenseurs d’ordre p (p > 1); x > dx un
champ de vecteurs; il est clair que ’on obtient par contraction un champ
de tenseurs- d’ordre p = 1.

' ‘15-? -~ x> p(dx);

" si x +» @ et x > dx sont différentiables, ce champ est aussi différentiable.

On établit la formule importante

8.[p(dx)] = [3.0] (dx) + ¢, dx)

i

ol x +> dx désigne aussi un champ différentiable de vecteurs Par 1terat10n, ‘

on en déduit la formule

8[e(d;x) ... (@0)] = Bre] (A1) ... (d0)
+ @y d;x) . 1(d,%)
+. “se !

Vv e(dyx) . (5L d,,X)

facile & se rappeler & cause de son-analogie avec (2. 27) au premier membre
nous avons pu supprimer un indice L A cause de (4.18); cette formule
peut &tre utilisée pour calculer la dérivée de Lie 5, en la tirant du. second
membre. . .

p’FORMES

— Supposons maintenant qu’un tenseur 7] cova‘tnant d’ordre p soit
antisymétrique, ¢ est-él dire que

@(d;x) (de) -(dx)

ﬂ(.4.28‘)

4.29)

(4.30)

@31

(4 32)
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change de signe chaque fois que l'on intervertit deux des vecteurs d,x,-
dyx, ..., dx ().

Nous dirons dans ce cas' que ¢ est une forme extérieure de degré p —
en abrégé une p-forme.

— On peut reconnaitre q&l’un tenseur ¢ est antisymétrique & ce que ses
composantes

Djk...m

changent de signe quand on échange les-valeurs de deux des indices j, &, ...,
m; elles sont donc nulles si deux de ces indices sont égaux.

— On considére comme 1-formes tous les tenseurs covariants de degré 1
(aussi appelés covecteurs), et comme O-forme les scalaires (voir (4.4));
pour p = 0 ou 1, en effet, la condition d’antisymétrie perd sa signification.

— Si ¢ est une p-forme (p > 1) et dx un vecteur, il est clair que le tenseur
contracté ¢(dx) est une [p — 1}-forme ; on 'appelle parfois produit intérieur .
de ¢ par dx.

On peut démontrer que les p-formes d’un espace vectoriel E de dimension

n forment un espace vectoriel dont la dimension est le coefficient du binéme
n!

G == _

de degré n — dites de degré maximum — forment un espace vectoriel de )

dimension 1 ; par suite, si I’on choisit I’une d’entre elle qui est non nulle — .

désignons-la par vol — toutes les autres lui sont proportionnelles.

: il n’y a pas de p-forme non nulle sip > n; les formes

On peut montrer que vol est régulier, et fournit toutes les [z — 1]-formes
par contraction : si 0 est une [n — 1}-forme, il existe un vecteur dx tel que’
9= vol (dx); on peut poser dx = vol™* (f).

DERIVEE EXTERIEURE

THEOREME

Soit x -+ ¢ un champ de p-formes différentiable sur un ouvert E; il existe
un champ de[p + 1]-formes, défini sur E, différentiable, noté

x> Vo @)

(*) 1 revient an méme — vu la multilinéarité — de supposer que @(d;x) ...
dés que deux de ces vecteurs sont egaux

(%) Nous n’emploierons pas la notation dg, fréquemment utilisée, pour éviter toute confu-
sion avec une dérivation d.

(d,x) s’annule
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tel que
[Vl (d%) (d;) ... (%) = d[p(dy) ... (d,0)]
— difp(@x) (@;9) ..

- 'p[(p(dl_x) (d,;_lx) (dx)]

si les dérivations d, d,, ..., d, commutent deux & deux (2 49).
La [p+ 1]-forme V¢ s’appelle dérivée extérieure de .

4.32) dx]

— Dans le:cas p= 0 ((p scalaire) cette deﬁmtlon s’écrit simplement

'-i\

4.33) Nol@)=dp |, st | Vo= .aa_‘)’j

— En utilisant une carte, et les dérivations d; assoqees qui commutent
deux & deux (voir (4.22)), la formule (4.32) donnc

- 0,04

‘ (4. 34) O jt..m -

[V(p]jkl...m = aj (Pkl...m-_

ce qui fournit les composantes de V¢ ; il en résulte que?i I’énoncé (4.32) est
une définition de- Ve, puisqu’il permet de le caleuler (voir (4.21)).

. — Pour p =0, 1, 2, la formule (4.34) prend respectivement les formes
Vo), = 0,0
Volx = 0ipr.— ak‘P,
[VQ’]JM = 0 + ak‘Pt; + at("ﬂc

(4.35)

THEOREME

Soit x > ¢ Vimage réciproque d’un champ différentiable de p-formes
x* > @* par une application différentiable A[x > x*].

Alors x - @ estun champ différentiable de p-formes, et le champ x > V¢
est I'image réciproque par A de x* > Vo* ().

(4.36)
" . — En abrégé, on dit que les opérations de « denvatlon extérieure »

et d’« image réciproque » commutent.

(‘) Bien entendu Vo* désigne la dérivée extérieure de * par rapport & x*, définie en met-
tant des * & toutes les lettres x et ¢ de la formule (4.32). R

(4.37)

(4.38)

4.39)

(4 .40)
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THEOREME DE POINCARE
— Si x> ¢ est un champ différentiable de p-formes, on a
V[Ve] =0;

— réciproquement, si x > 0 est un champ différentiable de [p + 1]—for—
. mes deﬁm dans un morceau (1), et si

Vo =0

il existe un champ dlfferenUable x> pde p-foﬁnes deﬁm dans ce morceau
“tel que

0=Veo.

— On peut rattacher au théoréme de Poincaré le théoréme suivant,
facile a vérifier :

— Si un champ scalaire x +» ¢ est défini sur un ouvert connexe, et si-
Vo = 0 il existe une constante a telle que

i

I i | p=a.
TI{EOREME DE CARTAN

Sixp @ estun champ différentiable de p-formes (p
est un champ différentiable de vecteurs, on a (%)

S0 = [Vl (3x) + V[e(x)] .

— En combinant les théorémes de Poincaré et de Cartan, on vérifie »
immédiatement la formule

§L[v¢] = V[3.¢]

qui peut aussi se déduire du théoréme (4.36) et de la définition de 5,¢.

1), et si x > 6x -

(¢ = p-forme, p = 0),

(*) Dans le cas p = 0, on peut remplacer cette condition par la condition def (0) simplement
‘connexe ; il suffit méme que le groupe d’homotopie de def () soit dgal @ son groupe dérwé
c’est-3-dire qu’il n'ait pas de quotient abélien.

(3) Dans lecasp =0, les formules (4.18) et (4.33) montrent qu'il faut supprimer le dermer
terme, qui n’a d’ailleurs pas de sens.
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(5.2)

(5.3) i

5.4

(5.5)

§ 5 VARIETES FEUILLETEES

FEUILLETAGES

Soit ¥ une variété de dimension.n, parcourue par une variable x. Suppo-
sons donnée une application x b E telle que E soit un sous-espace vectoriel,
de dimension constante m, de V'espace vectoriel tangent D, (nous dirons
en abrégé que x > E est un champ d’espaces vectoriels de dimension m).

Nous dirons que le 'cha‘fhp «est différentiable si on peut recouvrir son ensem-
ble de définition par. des ouyerts ot E = val(T), x + T étant un champ
différentiable de bases de E (1).

On peut montrer les théorémes suivants :

Si x + ¢ est un champ différentiable de tenseurs de degré p, et si le

noyau ker (¢) (¥) a une dimension constante, le champ x b ker (@) est
| différentiable.

Six > E; et x b E, sont des champs différentiables d’espaces vectoriels,

| et si la dimension de E; n E, est constante, les champs x — E; N E;,
| x> E; + E, sont différentiables (°).

DEFINITION, THEOREME

Soit x +» E un champ différentiable d’espaces vectoriels défini sur une
variété V.
— On appelle variété intégrale de ce champ une variété @ telle que

o a) & est une vari
b) En tout poin

# plongée (*) dans V;
x de @, I’espace vectoriel tangent & @ est E.

— On dit que-lc champ x > E est un feuilletage (*) de ¥ si tout point x
de ¥ appartient & une variété intégrale.

() Onpeutécrice T= [T, T;.. .T,]; le champ x }» T est dit différentiable si les champs
de vecteurs x {+ T, ..., x}» T, le sont.

(®) Le noyau de ¢ est par définition L'espace vectoriel des dx tels que @(dx) = 0 ,(nota-
tion (4.29)).

(®) La somme directe E, + E, est un espace vectoriel de dimension
dim (E,) + dim (E;) — dim (B} N Ey),

donc constante elle aussi.
(*) Définition (1.37).
(*) Ou encore qu’il donne & ¥ une structure de variété feu:lletee

L 6.6)

6.7 |
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— Pour qué le champ x - E soit un feuilletage, la condition suivante (*)
est nécessaire et suffisante :

V) Si deux champs de vecteurs x b dx; x - 6x venﬁcnt dans un ouvert
[dx € E, 8x € E], on a aussi dans cet ouvert [d, 8] xekE.

Indiquons les gfandcs lignes d’une démonstration, qui est en méme.
temps une méthode pratique d’intégration. . .
X, étant un point-de V, on peut trouver une a;(plication différentiable x > y

de Va R™ (m étant la dimension de E) tel que ker gy > soit supplémentaire de E

au point x,; on constate que cette propriété est encore vraie dans un ouvert Q
contenant xg; il en résulte que I’on peut écrire dans Q

dxeE < dx= S(dy)

=[Sy ... S,,] étant une base-de E; le champ x > S est différentiable- dans Q.

Sur une variété intégrale, x> y est, localement, un difféomorphisme, dont I’in-

verse est une carte F[y b x], vérifiant D(F) (y) = §; si x +» E’est un feuilletage,

on en déduit que les champs de vecteurs fj[x i S;] ont des crochets de Lie nuls deux

A deux. Il est facile de vérifier I'équivalenge de cette condition avec ¥ (dans Q).

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, choisissons un point x; de 2;
posons

x=Fo) =exp(ty + -+ ") () [re R

On a évidemment F(0) = x, et, grice au théoréme (3.10), D(F) (f)*= §; en rédui-
sant éventuellement son ensemble de définition, on constate que F .est alors une
carte d’une variété intégrale passant par x; ; ¥ est donc feuilletée. )

La recherche des variétés intégrales est donc ramenée au calcul de I’expo-
nentielle figurant en (5.6), donc & la résolution d’équations différentielles
ordinaires (vo1r (3.3)). '

— On peut, par ailleurs, chercher une carte @[z — x] de la variété d’équation -
y=Clte, passant par x,; variété dont la dimension est n—m-(Théoréme (1.40)).

t
En remplagant x, par ¢(z) dans (5. 6), on définit une application ( ) I+ x; en rédui-
: z

sant convenablement son ensemble de définition, on montre que cette application

devient une carte de ¥ ; on en déduit le théoréme :

Soit Vune variété de dimension s ;
x > E un feuilletage de V' (dim (E) = m). V posséde un atlas de cartes

t B
( )Hx teR™, zeR"™
Z .

(*) Dite condition d’intégrabilité.
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Feuilletages
telles que
V4 dxeE < dz=0
et que, pour z constant, ¢ = x soit une carte d’une variété intégrale,
Il est facile d’en déduire que les plongement y > x de R™ a V tels que

val <g—;€) = FE sont cohérents (1. 5) et qu’ils forment un atlas de V; V pos-

séde donc une nouvelle structure de variété, de dimension m, plongée dans'

P’ancienne structure.
Pour cette nouvelle structure, les ouverts connexes sont des variétés

intégrales, les composantes (1.49) sont appelées feuilles ; il est facile d’en
déduire le

THEOREME s
[ Soit x > E un feuilletage d’une variété V.

— ¥V posséde une partition en variétés intégrales connexes appelées
Jeuilles. ' »

— Toute variété intégrale connexe est un ouvert d’une Jeuille.
— Si @ est une variété connexe plongée dans V, et si, en tout point de &,

" ’espace vectoriel tangent & @ est contenu dans E, & est plongee dans une-
| feuille.

Exemples -

~— Soitx + Eun champ différentiable d’espaces vectoriels de dimension 1
défini sur une variété ¥; il est facile de constater que la condition d’inté-
grabilité est toujours satisfaite ; ¥ est donc feunilletée ; les variétés 1ntegrales
de dimension 1, s’appellent lignes de force. i

— En particulier, soit f un.champ différentiable de vecteurs d’une

vectoriels de dimension 1 en posant

d(,x)eE - dx—f(x)dt=0 (Fig. 5.1)
1

il est clair que le graphe d*une solution de’équation différentielle iig = f(x)

-est une ligne de force; mais toute ligne de force n’est pas nécessairement
un graphe; on peut la considérer comme une solution généralisée” de
équation différentielle ; notons que les feuilles, qui sont des solutions
généralisées maximales de I'équation, existent méme si V n’est pas séparée
5 (comparer avec 3.2). N

‘Fig. 5.1

NeAVE 1

variété V'; on définit sur la variété ¥ x R un champ différentiable d’espaces -
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Soit x + V un champ de vecteurs. non nuls de R®. On appelle surface

est orthogonal a V. Pour qu’il passe une surface orthogonale par tout
point de I’espace, il faut donc que le champ x > olrth (V) soit un feuille-
tage : appliquons.la condition (5.5), qui s’écrit ici

{( V,dx) =0

= <V,[d,$]x>so.
(V,8x)> =0

¢

Grice 4 (2.45 O), on établit Pidentité

(V. [d,8]x ) = Crot V,dx x 8x) + d (V. ox) - §( V,dx)

le lecteur en déduira facilement que la condition > d’existence de surfaces
orthogonales peut s’écrire' ( V, rot V) =0. i

V x R

— Soit 4 une application différentiable d™une variét¢é ¥ dans une
variété V' ; posons E = ker (D(4) (x)); si m = dim (E) est constante, on
peut vérifier que le champ x 1 E est différentiable, et que la condition d’in.té- :
grabilité (5.5) est satisfaite ; ¥ est donc feuilletée ; on constate immédia-
tement que les ensembles A(x) = Cte ont une seule structure de variétés
de dimension m plongées dans V, et que les composantes connexes de
chacune de ces variétés sont des feuilles. . . ’

#(3.40) sur les variétés définies par une équation. W

THEOREME

Soit ¥ une variété feuilletée ; soit f son feuilletage ; soit A un difféomor-
- phisme de V & V.
On dira que A4 respecte le feuilletage si

613 | [xedef(4), dxef(x)] = [dIAG) € £ 4] -

orthogonale du champ une surface dont, en-tout point x, le plan tangent
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(5.14)

Fig. 5.1L

(5.15)

(5.16)

(.17

Feuilletages

— Pour que A soit aussi un difféomorphisme de V pour sa structure de -
‘variété de dimension m (notations (5.8), (5.9)), il faut et il suffit qu’il respecte

le feuilietage.

— Sidef(4) = val (4) = V,etsid réspecté le feuilletage, la restriction
de A4 & une feuille quelconque & est un. difféomorphisme de @ sur une
feuille @', ‘

QUOTIENT D’UNE VARIETE PAR UN FEUILLETAGE

Soit x | E un feuilletage d’une variété V de dimension n.(dim (E) = m).

— Nous dirons qu’une variété U, plongée dans V, est transversale au
feuilletage si en toutpc}'int de U, son espace vectoriel tangent est supplé-
mentaire de E (Fig. 5.1I) ;.sa dimension est nécessairement # — m; nous
avons vu qu’on peut faire passer une variété transversale par tout point
de V.

P

——— P

J o
=

- — Nous dirons que le feuilletage est sécable si, par tout point de V,

passe une variété transversale U qui est une section du feuilletage, c’est-a- .

dire qui ne rencontre chaque feuille qu’en un point au plus (nous dirons
alors que U est une section transversale).

— Supposons le feuilletage sécable; désignons par P(x) la feuille qui
passe par un point x de V; on peut montrer que les P.F, ol F désigne une
carte d’une section transversale, forment un atlas de 1’ensemble V' des
feuilles ; ils lui donnent donc une structure de variété de dimensionn — m;

V' s’appellera variété quotient de V par le feuilletage; il est clair que P

est une application différentiable ouverte de ¥ sur V7, et que
E = ker (D(P) (x)); P s’appelle projection-de V sur V.

—— Remarquons que la condition de sécabilité est uniquement globale :
pour tout feuilletage de' ¥, on peut recouvrir ¥ par des ouverts V; dans
chacun desquels le champ x |» E induit un feuilletage sécable (on peut
par exemple prendre pour V; les ensembles de valeurs des castes (5.7)).

.

. (5.21)
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(5.18) — Méme si la variété V est séparde, il peut arriver que la variété quotient
Z V' ne le soit pas; ainsi

4

y
si ( ) parcourt R? privé de 0 (Fig. 5.1I0), et si le feuilletage est défini
z

par dz = 0, les feuilles sont les droites z = 2, (zo # 0), et les deux demi-
droites D, (z=0, y > 0), D_(z=0, y < 0}; il est facile de voir, dans.

la variété quotient, que tout ouvert contenant D, et tout ouvert contenant
# D_ se rencontrent. '

e

v 4

—— i . —

— ———_TH

Fig. 5.10L S

5.19) — Soit ¥ une variété feuilletée sécable ; soit 4 un difféomorphisme de V
sur. ¥, qui respecte le feuilletage. Le théoréme (5.13) montre gu’il existe
une permutation A de ¥, définie par

A(P(x)) = P(A(x)) VxeV;

[}

on peut montrer que A est un difféomorphisme de V'

INVARIANTS INTEGRAUX ()

Soit x ~ E un feuilletage sécable d’une variété V.
Soit x > @ un champ différentiable de p-formes de V.

(5.20) On dit que ¢ est un invariant intégral du fewrlletage si x > ¢ est 'image -
réciproque, par la projection, d’un champ différentiable x’' b ¢ de la’
variété quotient V.
— Si x b ¢ est un invariant intégral, de degré p (p > 1), il est clair que -

x > V. est aussi un invariant intégral (car c’est I'image réciproque de
x' b Vo' (voir (4.36)); il est clair aussi que E < ker () (voir la défini-
tion (4.6) d’une image réciproque); donc que

¢ Ec ker (p) N ker (Vo)

rﬁ) On montre réciproquement que cette condition ) est suffisante pour que @
: - - soit un invariant intégral.

) It s’agit des invariants intégraux au sens d’Elie Cartan.



(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Invariants intégraux

— “Un invariant intégral ¢ de degré 0 s’appelle une intégrale premiére ;

’est un champ scalaire constant sur les feuilles; la condition {) (qui n’a

plus de sens parce que ker () n’est pas défini) est-a remplacer par

Q | E < ker (Vo)

— Notons que: les formules O ou Y gairdent leur signification si le
feuilletage n’est pas sécable; elles expriment alors que.x > ¢ est un inva-

riant intégral pour tout ouvert ¥; ol le feuilletage est sécable (voir (5. 16)).

FEUILLETAGE CARA_CTERISTIQUE D’UNE FORME

— Soit x > @ uncharqp différentiable de p-formes défini sur une
variété V'; posons )

E' = ker (¢) nker (Vo)

et supposons la dimension de E' constante €t > 1; les théorg‘:mes (5.3)et (5. 4y

montrent que le champ x — £ " gst différentiable.
Etudions la condition d’intégrabilité (5.5):.

- Si deux champs différentiables de vecteurs x + dx, x > dx sont contenus
dans E’, soit ‘

{co(dx)so, [Vol (@x) = 0
pBx) =0, [Vl (x) =0

on trouve, en utilisént la formule (4.24) et le théoréme. de Cartan (4.39) A

o([5, d] ) = 93, dx) = 8,[p(d¥)] — [Br @] (@x) = — [5; ¢] (@)
— [Vo(x) + Vip@x)]] (dx) =0

" et, grice au théoréme de Poincaré '(4. 37N

Vel ({3, d] x)

8. [Ve(dx)] — B, Vel (dx)
— [VIVel %) + V[Ve@x)]] @) = 0.

d’ou [8,d] x € E'; la condition d’intégrabilite est satisfaite automatiquement,
x b E' est un feuilletage :
forme ¢.

il

1l résulte de (5.21) que @ est un invariant intégral de ce feuilletage ;
si le feuilletage est sécable, ¢ est 'image réciproque d’une forme x' > @’
de V': on vérific immédiatement que ker (") N ker (Vo) est réduit ao.

6.2

on appelle feuilletage caractéristique de la’

§ 6 GROUPES DE LIE

DEFINITION

- Soit G un groupe, c’est-a-dire un ensemble ob I'on a défini une loi
de composition %, un élément neutre e, une inversion a —a~* tels que,
VYa, b, ce G : : ’

axbeqd
lax b xc=axxd

axXxe=exXxa=4a

a—‘l. € G .
alxa=gxalt=e.
(6.1) | On dit que G est un groupe d%ie si G est une variété, et si les applications
a
axb
b
awat

L sont diﬁ‘érentiablés.

Exemples

_- Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, il forme un groupe
pour la loi de composition + (avec I’élément neutre 0, Pinversiona b — )
nous avons défini sur E une structure de variété (1.9); les applications

[ a .
: (b) > a + b, a > — a sont différentiables ; E est donc un groupe de Lie
on Pappelle groupe additif E1.’ R

— Désignons par L(E) I’ensemble des applications linéaires de Edans E; .
L(E) est un espace- vectoriel de dimension n2, donc aussi une variété. On

appelle GLE) (M Pensemble des éléments a de L(E) tels que dét (@) # 0,

() « Groupe linéaire de E».
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GL(E) est un groupe de permutations de E; c’est un ouvert de L(E) (M), ;

a
donc une variété (2); on sait que les applications (b) > a.b, arsat

sont différentiables (%) ; GL(E) est donc.un groupe de Lie de dimension n?. |

GROUPE DE LIE OPERANT SUR UNE VARIETE

On dit qu’un groupe de Lie G opére sur une variété ¥ si on a défini, pour
tout a € G, une permutation g, de ¥, si 'on a

& . .%:bw;gy._by Va,beG

(6.4) | et si Papplication de G x=¥ Sur V'

. .
( ) = ay(x)
x

| est-différentiable.

Exemples

~— Pour tout a € GL(E), on posera

ag = a; alors GL(E) opére sur
. . .

~— Soit G un groupe de Lie quelconque ; nous poserons, pouraetbe G

agb) =a x b

alors G opére sur lui-méme; les ag s'appellent transidtions de G. Wl

-~ Si G- opére sur une variété ¥, on fait opérer G sur la variété V2 des
vecteurs tangents & ¥ (1.31) en posant

6.7

_[VD] [__y] Yae G

(voir (1.32) & (1.34)).

(') Comme image réciproque, par I'application continue dét, de R pnvé de 0, qul est un
ouvert (voir (1.16)).

(%) Voir (1.39).
(®) Voir (2.28) et (2.30).

Fig. 6.L

(6.8)

6.9)

(6.10)

6.11)

6.11)
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— Si G opére sur V¥, on vérifie immédiatement que

ey =1, (e = élément neutre de G)
g™y = lay]™! (Vae G)

donc que les g, forment un groupe de difféomorphismes de V'; nous dési-
gnerons ce groupe par la notation Gy. .

— Si G opére sur-un espace vectoriel E, et si les éléments de G sont
linéaires, la correspondance a > ag s'appelle une représentation linéaire
de G (Y. ‘ i

— Si G opére sur. une variété ¥, nous poserons :

(@) = ap(x) [VxeV,Vae Gl.
Il est 1mmed1at que X est unie application dlﬁérentxable de G dans j/ -et que
x(e) = Xx. '
— Soit ¥ I’espace vectoriel tangent & G en e (Fig. 6.1) ; soit Z un élément
de 4.
Nous pouvons deﬁmr sur toute variété Vou G opere un champ de vecteurs
Zy en posant

3
¥

<> ‘ Zy(x) =

D(%)(e) (2)

ou, si 'on préfére :

Q - Z,(x) = dlay(x)] .p‘our a=eda=Zdx=0

— Ces formules s’appliquent en particulier au cas ¥ = G (cf. (6,6));
Z est un champ de vecteurs défini sur le groupe G ; notons que Zg(e) =

(*) Nous ne considérons donc ici que les représentations de dimension finie.
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— On peut montrer le théoréme : ,

) Sur toute variété V ol G optre, le champ de vecteurs Zy est différen-
tiable. . ) - )
(6.12) b)ySiZetZ'e¥, 1l existe un élément de 4, noté [Z, Z'], tel que (1)

(2,2 = [Zy ZH]

quelle que soit la variété V sur laquelle G opére..
-¢) Si G opére sur une variété séparée V"(Z), exp(Zy) existe pour tout
Ze%etona ) '

exp(Zy) = cpZ @y O

réciproquement, si un champ de vecteurs f est tel que exp(tf) € Gy pour
tout ¢ réel. il existe un Z € %-tel que f = Zy.

ALGEBRE DE LIE D'UN GROUPE DE LIE

- — L’ensemble ¥ (espace vectoriel tangent & G en €) s'appelle algébre
de Lie du groupe de Lie G ; on vérifie que

a) 9 est un espace vectoriel réel de dimension finie;
6.13) b) VZ, Z' € 9, on a défini le crochet [Z, Z], noté ausst

Ad(Z)(Z"),- quiest un élément de 4.
¢) Ad est un opérateur antisymétrique bi-linéaire :

Z.21 + 1z,21=0,
(Z, + Z5 21 = (2, 21 + (22, Z']
sZ, 21 = s{Z, 2] [VseR].

d) Le crochet de Lie vérifie I'identjté de Jacobi (%)
[Z, [ZI‘ le]] + [Zl,[ II, Z]] + [ II, [Z, ZI]] = 0

identité qui s’écrit aussi

L  Ad(Z. 27 = Ad (2).Ad (Z) — Ad(Z).Ad (2).

\

(%) Le second membre est le crochet de Lie des champs de vecteurs Zy, Zy (2.45) ; le pre-
mier membre est le champ de vecteurs associé 4 [Z, Z']; bien entendu [Z, Z'] s’appellera aussi
crochet de Lie de Z et Z'. !

®) Voir la définition (3.1); on peut mentrer que fout groupe de Lie est une variété séparée.

(®) On voit en particulier que exp (Zy) est une translation de G(VZeG).

(%) Voir (2.47). .

. (6.16)

6.18) '
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(6.14) — Réciproquement, on appelle algébre de Lie tout ensemble 4 vérifiant
a (6.13); ainsi 'ensemble ¢’ des éléments de & qui sont une somme de cro-
chets est visiblement une algébre de Lie, appelée algébre dérivée de 4.

Exemples d’algébre de Lie

—_ Dans le cas du groupe additif E (notations 6.2), l’algébre de Lie
coincide avec I'espace vectoriel E, le crochet étant nul :

Zz,Zz1=0.1
_ Dans le cas du groupe GL(E) (notations 6.3), il est évident que
Jalgébre de Lie est L(E); si ZeL(E), on a ‘ '
ZE = Z
et ()

z,z1=2'Z—2.2'

‘Notons le développement en série

2 n

exp(Z)=1+Z+§—'-+-~+%+...

convergent (VZ € L(E)); le théoréme (6.12) nous indique que
exp(Z) € QL(E) ,
donc que dét (exp(Z)) # 0; on peut d’ailleurs montrer (*) que

dét (exp(Z)) = e

| exp(B.Z.B7%) =.‘B.exp(Z).B‘1 VB e GL(E) . '

ORBITES

Soit G un groupe de Lie qui opére sur une variété V (Fig. 6.1).

On appelle orbite d’un point x (selon le groupe G) P’ensemble des ay(x),
lorsque a parcourt G; 'orbite est donc Pensemble de valeurs de ’appli-
cation % (motation (6.10)). ‘

(*) Pour obtenir cette formule avec I'autre signe (suivant la tradition) il faut faire opérer
les groupes de Lic et les algebres de Lie d gauche.
(®) Appliquer (2.29), (3.6).
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6.21)

(6.22)

(6.23)

(6:24)
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Orbites
On vérifie immédiatement que
[y € orbite (x)] < [orbite (y) = orbite (x)]

donc que les orbites forment une partition de V.
On démontre le théoréme

Soit x un point de V; des1gnons par H Pespace vectoriel des Z,(x) .

[lorsque Z parcourt I’ algébre de Lie % de G1.

— Sila dimension p de H n’est pas nulle, Porbite 2 qui passe par x est
uno™¥iété de dimension p, plongée dans V'; son espace vectonel tangent
en x est H(%).

— Pour tout ae G; l’apphcatlon g, restriction de g, & lorblte Q,
fazt opérer le groupe de Lze G sur la variété Q. =

REPRESENTATION ADJ OINTE

— Soit ¢ I'algébre de Lie d’un groupe de Lie G; soit Ze %, ae G. On

sait définir 'application 4 (notation (6.10)) qui est ici un difféomorphisme
. de G:

ab)=bxa

appelé translation & droite du groupe.

On vérifie immédiatement que le champ de vecteurs Z,; (notation (6.11))
est invariant 4 droite, c’est-d-dire que 'image de Zg par toute translation
a droite est encore égale & Z (définition (2.32) de P'image) ; réciproguement
tout champ invariant & droite est de la forme Z; (Z € %).

Etudions I'image de Z; par une translation (2 gauche 1) ag; on vérifie
facilement que c’est un champ mvanant a droite, donc de la forme Z;

nous pourrons donc définir une application gy de ¢ dans ¢ en posant
(notatlon 2.32) :

[‘.’.G]+ (ZG) = [EQ(Z)]G

ce qui s’écrit aussi directement :

'gg(Z)=8[axbxq‘1] pour ‘b=e, 3b=2Z, da=0.

I ) € est une variété intégrale du- champ x I+ H; notons que ce champ est un. feuilletage
si Ia dimension p est constante dans V. .

Chapitre 1

6.25)

(6.26)

- (6.27)

(6.29)
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11 est facile de vérifier que la correspondance a i~ ag.fait opérer le groupe G
sur son algébre de Lie, et que les ag sont linéaires : a b a4 est donc une

. représentation linéaire de G sur ’algébre de Lic ¥, appelée représentation

adjointe.

— On notera que la formule (6.23) se généralise en

[ay]+ (Zy) = [a5(Z)]y

valable pour toute variété V sur laquelle optre G.

~ — La formule (3.7), appliquée au cas f=2ZL g= ZG, = e sécrit
" aprés quelques transformations,
2 [eoxp(— 1Z8) (5] (2) = exp(— 120) @, (2", Z)  VZ,Z'e9

en faisant ¢ = 0, elle peut s’écrire, avec les notations (6.11) et (6.13b)

Zy = — Ad(2Z)

— En combinant (2.48), (6.12) et (6.23) on établit la formule
a4([Z, Z')) =[24(Z), ag(Z")] -
Exemple

Dans le cas du groupe GL(E), qui admet L(E) comme algeébre de Lie‘
(voir (6.16)) la représentation adjointe est donnée par

ap@)=a.Z.a? [aeGL(E), Zel(E)].

SOUS-ALGEBRES ET SOUS-GROUPES DE LIE

Soit G- un groupe de Lie : ¢ son algébre de Lie. ‘
Une-partie  de  s’appelle une sous-algébre de Lie si

{ @ est un sous-espace vectoriel de ¥ ;

z,2¢% = [Z.Z1¢%.



(6.30)

(6.31)

(6.32)

— a étant un élément variable de 'G, désignons par E l’ensemble des
Z(a), lorsque Z parcourt ; E est un sous-espace vectoriel de I'espace
vectoriel tangent & G en a ; sa dimension D, égale & celle de @, est constante ;
on verifie facilement que le champ a - E est différentiable (5.2); et quil

constitue un feuzlletage de G (%); nous 'appellerons JSeuilletage associé a
la sous- algebre @.

DEFINITION
Soit G un groupe de Lie;

Nous dirons qu’un groupe de Lie G est un sous-groupe de Lie de G si -

a) Comme groupe, G est un, sous-groupe de G (3). -
b) Comme variété, G~ est une variété plongée dans G (3).

— En particulier, les'sous: groupes de Lie de G qui ont méme dimension
que G sont les sous-groupes: ouverts (voir (1.39)).

— On voit immédiatement que I’alggbre de Lie Z d’un sous-groupe de
Lie G de G est une Sous-algébre de Lie de celle de G. 1 est naturel de se
demander si on peut caracterlser réciproquement G par son algebre de
Lie & c’est ce probleme que traite le théoréme suivant :

Soit G un groupe de Lie; soit e son élément neutre ; soit % son algebre

de Lie.
Soit & une sous-algébre de Lie de ¢ (6.29).

I) Désignons par G, la feuille, passant par e, du feuilletage associé 3 &
(6.30). Alors '

a) Gyestun sous-groupe de Lie de G, admettant % comme algebre de Lie.
b) Il existe un ouvert Q de %, contenant 0 tel que I'application

Z b exp(Zg) (e)

soit un di ifféomorphisme de Q dans G (4.
¢) Siae G, il existe des éléments 17,27, .

.» *Z de %, en nombre fini,
tels que

a = [exp(*Zg).exp(*Zy). ... .exp(°Zg)] (e) -

(*) Parce que # est non seulement un sous-espace vectoriel de’ %, mais aussi une sous-
algébre de Lie.
- (® Comme ensemble, G est donc une partie de G; 1a loi de composmon de G est induite
de celle de G; les éléments neutres de G et & comcldent
(%) Définition (1.37).
*) Si S est une base de &, I'application x > exp (S(x),;) (e

[S(x) € Q] est donc une
carte de G, ; on appelle carte canonique. :

Sous-alge‘bres et sous-groupes de Lie

- (6.32)

(6.33)

Ch
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II) Désignons par Gy I’ensemble des éléments a de G tels que

Ze9 = [(@ed] .
Alors :

a) Gn est un sous-groupe de G

b) Gy est une réunion de feuilles du feuilletage assome a9, et par consé-
quent une variété plongée dans G.

¢) Pour ces structures de groupe et de variété, Gy, est un sous-groupe
| de Lie de G, il admet 4 comme algébre de Lie.

d) Si ae Gy, I'application

Z b exp(Z;) (@)

" est un difféomorphisme de Q dans Gy

- III) Soit &' un sous-groupe de G.

Alors les deux propriétés @) et b) suivantes sont équivalentes :

a) G posséde une structure de sous-groupe de Lie de G, et possede ainsi &
comme algébre de Lie.

b) Gic G Gy.

Si elles sont vérifiées, G est un sous-groupe ouverr de Gy ; Gy est la compo-

 sante connexe (*) de e dans G, et constitue un sous-groupe invariant () deG.

On déduit facilement de ces résultats le critére suivant :

Soit G un groupe de Lie, e son élément neutre, ¥ son algébre de Lie.
Soient G et & des parties de G et ¥ respectivement.
Alors les conditions (a) et (b) suivantes sont équivalentes :

G est un sous-groupe de G;

4 est un sous-espace vectoriel de & :
Ze % exp(Zg) () € G
= ~
aeG ag(Z)e @

® { & posséde une structure de sous-groupe de Lie de G, avec &
comme algebre de Lie.

@

. (*) On dit que Gy, est le normalisateur de €.
. 3 Voir (1.49).
() Ceest-a:dire :
[aeG, be Gl =

faxbxaleG,].
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) A L T logarithme, et sera
(6.34) 11 en résulte évidemment que toute intersection de sous-groupes de Lie G; Le difféomorphisme inverse de (6.37) s'appelle le log
de G posséde une structure de sous-groupe de Lie de G (et des G;) admet- noté Log; on peut montrer que
tant comme algébre de Lie I'intersection des algebres de Lie.

(6.35) — En faisant # = %, on voit que /a composante connexe de I'élément : . . ‘ 1) = 0 (Is - AT s — 171 }ds AeQ' .
» neutre d’un groupe de Lie est toujours un sous-groupe invariant. (6.38) Log (4) = e

STABILISATEUR

On en déduit les formules
* THEOREME, DEFINITION

: -~ ‘ . o ' -1y = B B! Be GL(E)
(6.36) Soit G un groupe de Lie, d’algébre de Lie ¢, opérant sur une variété V. (639) Log (B.4.B™7) = B.Log (4) \
’ Posons : . ) . '

lae Gj * :!;Qv(x) = x]

Ze9] < (20 =0]

(6.40) "1 Log(4™Y) = — Log(4)

C ) " c e
[ee Gyol < B~ xaxbeGl ‘

Q ' . VYbeG 1ﬁF.g 6IL 0-8
[ZeGyyl < U VAL A '

; 7 Z
: ST S = v
- | les stabilisateurs des différents points d’une méme orbite sont donc des - W///
groupes de Lie conjugués. ' “ . '

VaeG,VxeV,VZe¥ .

Alors G, est un sous-groupe de Lie de G (ayant ¢, comme algébre de
_Lie),'appelé stabilisateur (o}x groupe d’isotropie) de x.
— Ona

A ‘ | ‘GL(E) (qui est donc un sous- -
' — La composante connexe de e dans qu -
B . GROUPES e €4 groupe invariant, selon (6.35)), est I’ensemble des elerlnents rc:e:Q I:,(E) dont
| i iti ; jent évi t Pouvert .
— Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. . le déterminant est positif (%; il contient évidemmen

— Nous avons vu que GL(E) est un groupe de Lie de dimension n?,

— ;On vérifie immédiatement que les &léments a de L(E) qui vérifient
admettant L(E) comme algébre de Lie.

, . : V’équation

(6.37)  Si on appelle 2 I'ensemble des éléments Z e L(E): dont le spectre est (6.42) _ dét(a) =t

contenu dans la bande | Z — z| < 2« (Fig. 6.1I) les conditions du théo- e ' : 2y - sa dimen-

réme (6.32.1.5) sont vérifiées ; I'application : S forment un sous-groupe de Lie de GL(E); on le note SL(’II?’) * ,t:ade e
' ; ‘ sion est n? — 1; son algebre de Lie est composée des Ciomen :

Zrexp(2)  [ze)] dont la trace est nulle (%) ; SL(E) est connexe. .

C,Sf un difféomorphismeA de Pouvert Q sur un ouvert Q' de GL(E); les C ® Ce fait peut se déduire de la décomposition de Cartan (6.70). ©daive
€léments de Q' sont les éléments de GL(E) qui n’ont pas de valeur propre (?) « Groupe spécial linéaire » de E; on Pappelle aussi groupe. unimodulaire.
négative (ni nulle, puisqu’ils sont réguliers). : () Appliquer la formule (2.29).

-
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(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

| (6.47)

(6.48)

Groupes de Lie classiques

— Soit E un espace vectoriel complexe de dimension .

On sait que E peut étre considéré comme espace vectoriel réel de dimen-
sion 2 n; nous désignerons par les indices C et R les notions se rapportant
respectivement a la structure réelle et 3 la structure complexe de E. Ainsi
L(E); désigne I’ensemble des applications C-linéaires de E dans E; on
vérifie que L(E); est I'ensemble des éléments de L(E)z qui commutent
avec I'application i : ~

x)=ix VxekE.
{

— On voit facilement que GL(E).[= GL(E)R N L(E)c] est un sous-
groupe de Lie de GL(E )&, de dimension 2 »n?, d’algébre de Lie L(E)C

—Siae GL(E)C, il existe un nombre @ tel que a € n’ait pas de valeur

propre negatlve on voit, alsement grace 4 (6.38) que

b= Log (@ae®) ~ip

est un élément de L(E)c. et que exp(b) = a; Ll en résulte que Iapplication
contmue F v o

F(t) = exp(tb)

vérifie F(O) = lg, K1) = a; par suite GL(E) est connexe (1) en apphquant' .

la formule

| Trg (Z) = 2 Re(Trc 2)) [VZ e L(E)c]

et en remarquant que’la formule (6. 18) est valable aussi bien pour la struc-
ture complexe que pour la structure réelle, on voit que

déte (a) = exp(Trg () = exp(2 Re (Trc (5))
= | exp(Tre B) [* = |déte @) |

la formule ainsi établie

déty (a) = | détc (a) |2

est en fait vraie pour tout ae L(E)c, car les deux membres sont nuls si
a¢ GL(E).. B

— L’ensemble SL(E)., défini comme I’ensemble des ala e GL(E).;
détc (@) = 1], est un groupe de Lie connexe, de dimension 2[n* — 1], ayant
comme - algébre de Lie les Z[Z € L(E)c; Tre (Z) = 0]; SL(E): est un
sous-groupe de Lie de GL(E)C et de SL(E)R (cf. la formule (6.47)). &

(") Voir (1.52).

" (6.49)
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Chapitre I

Espaces euclidiens

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie.
On dit que E est un espace euclidien si on a défini sur E un tenseur g

de degré 2, symetnque et reguher :
| gX)(¥Y) =g(¥)(X)eR; [VX, YeE]
i) =0("] « [X=0].
— Un espace complexe de dimension finie n sera dit euclidien si
a) Considéré comme espace vectoriel réel de dimension 2 n.’E est eucli-

“dien;

b) g(iX) (iY) = g(X)(Y). VX, YeE.

Exemples.

— R est un espace euclidien réel, si on pose
gx) () =xy Vx,yeR. 1

— Cestun espace euclidien cbmplexe, si on pose

gx + &+ D) =xx"+yy  NMxyx.yeR. R

— Un produit direct d’espaces euclidiens () est euclidien si I'on pose

g ] =)+ gty m

X |

" On vérifie le théoréme :

. Soient E et E’ deux espaces euclidiens ; soit-4 une application linéaire
. (6.53)
de A, définie par

JACO) (V) = 900 (AX)) VX EE VY.

*) [g(X).= 0] peut aussi s'écrire [g(X)(¥Y) =0 VYeE]. .
*) 'Ii‘ous réels ou tous complexes (il en sera de méme du produit) ; en partxcuher R"et C*
sont des espaces euclidiens, respectivement réel et complexe:

de E dans E'; il existe une application A de E' dans E, appelée transposée -



(6.53)

(6.54)

(6.55)
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La transposition vérifie les régles suivantes :
a) 4 linéaire = A linéaire (1);
b) g(X)(Y) =Re(X.Y) [VX, YeE]();
¢) § = complexe conjugué de s si se C (3);
d) 1z = 1 si E est euclidien;
e) A+ B=4+ B,
N E«f =354 pour tout scalaire 3;
g A=A4;
B A.B=B.4 (;
- i) rang (A) = rang (4):(°);

A Tgid appkque un espace euclidien sur un espace euclidien
de méme dlmensmn ®;

(s)k) Tr (4) = Tr (4), dét (4) = dét (4) (4), exp(4) = exp(A) VAeL(E)]
I) Log (A) =Log (4) si Log(A4) existe;
m) j[—ﬂ]k =

*M; si M est une matrice ().

— Si E est un espace euclidien, on appelle produit scalaire de deux
éléments X, Y de E le nombre

(X, Y>=X.Y

Sl est réel, le produit scalaire coincide avec g(X) (Y) (6.53b).
. Les propriétés usuelles du produit scalaire, notamment la formule

Y, X>=L(XY)

se déduisent immédiatement des régles de la transposition.

(*) Eventuellement sur le corps des complexes.

(®) Cette formule suppose qu’on a identifié tout élément X de E avec 1 application linéaire
définie par X(s) = sX VseR (ou VseC, si E est complexe).
(®) Donc§ =5 si s est réel.
. E“‘()A()Iette formule suppose, bien entendu, que B prend ses valeurs dans I’espace euclidien
¢!
(2) Cette formule est valable aussi bien dans le cas complexe que dans le cas réel.
(1) En particulier si 4 est une base de E, ou si 4 € GL(E).
M ‘Autrement dit, on obtient la matrice M en transposant chacun des éléments de M,

puis en changeant les. lignes et les colonnes. Cette formule est d’ alllcurs une conséquence
1mmed1ate de lj = -'| (notations (1.20), (1.29)).

. (6.62) A S Ad=4-1

©(6.63) &
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(6.56) — Les vecteurs « ordinaires » forment un espace euclidien au sens (6.49),

le produit scalaire ¢ X, Y étant le produit scalaire « ordinaire»; on
identifie 2 R*. B

. — Tl est immédiat que le « carré scalaire » { X, X ). d’un élément de E
est toujours réel ; on dit que ’espace E est positif (resp. négatif') si

(6.57) £ =~ [X.X>0 (esp. X.X<0).

— L’espace ordinaire, les espaces R" et C" sont positifs. W

— Soit E un espace euclidien; supposons que Z e L(E).
(6.58) [ Onditque Z est hermitien (resp. antihermitien) $iZ = Z (resp. Z = — Z).
"Si Z et Z’ sont antihermitiens, on constate que

7 Z-2Z2.2' =2.2 -2 Z=—-[2'.Z2-2.27; -

(6.59) par suite les antihermitiens forment une sous-algébre de Lie 9 de L(E)

(vo1r (6.16)). . N

" Formons le plus grand sous—groupe de Lie Gy admettant 4 comme
algébre de Lie, par le procédé (6.32.11) ; on trouve immédiatement que Gy °
est ensemble des 4 € GL(E) tels que A.A4 commute avec les antihermi-

_tiens ; on peut montrer que ceci entraine I’existence d’un scalalre (dailleurs -

- réel) s tel que

(6.60) A4 =slg,

¢e qui s’écrit aussi

. (6.61) _ . A=s4"1.

Notons que s est constant sur chaque composantg connexe du groupe Gu (M)
il en résulte que 'ensemble des 4 : :

_ forme un sous-groupe ouvert de Gy, donc un sous-groupe de Lie de GL(E)
admettant Ies anti-hermitiens comme algébre de Lie.

Si E est reel ce groupe s’appelle groupe orthogonal de E, et se note O(E) ;
sa dimension est n(n — 1)/2; la formule (6.53k) montre que tout élément
de 4 de O(E) vérifie

dét(4d)=+1;
Z_ (Y Le méme sous-groupe posséde une qutre structure de sous-groupe de Lie, ayant comme
algébre de Lie les éléments.de la forme s 1g + Z @ =~ 2).
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on en-déduit que I’ensemble

(6.64) SO(E).= O(E) m SL(E)
est un sous-groupe ouvert de O(E), donc encore un groupe de Lie admettant
les anti-hermitiens comme algébre de Lie (« groupe spécial orthogonal »).

(6.65) — Si E est positif (6.57), on montre que tout élément de SO(E) se met

sous la forme

xp(Z) [Z=-2]:

alors SO(E) est connexe; O(E) a deux composantes, SO(E) d’une part,
les éléments de déterminant — 1 d’autre part (*). B ’ :
(6.66) — Si E est complexe, le;groupe défini par (6.62) s’appelle groupe uni-
taire de E, et se note"U('E)";"lﬁé dimension est #n2.

Tout élément 4 de U(E) vérifie | dét (4) | = 1; ceux dont le déterminant
est égal 4 1 forment un sous-groupe de Lie SU(E) (« groupe spécial uni-
taire »), dont Ialgébre de Lie est 'ensemble des Z tels que

Z=-2Z, Tr@Z) =0

et dont la dimension est donc n? — 1. L
met sous la forme exp(Z), Z appartenant & I'algébre de Lie de U(E) (resp.
de SU(E)); il en résulte que U(E) (resp. SU(E)) est connexe (*).1

— Supposons que 4 € O(E) (resp. U(E)) (E euclidien quelconque) et
que Log (4) exist¢; en prenant le logarithme de I'égalité 4 = A1 et en
appliquant (6.40) et (6. 531), on voit que Log (4) est anti-hermitien, donc
appartient a P’algébre de Lie du groupe; comme ci-dessus en (6.45) il en
résulte que A4 appartient au sous-groupe connexe.

En revenant 4 la définition (6.37) de 2', on voit donc que fout élément
de O(E) qui wappartient pas-au sous-groupe connexe posséde une valeur
Dpropre négative.

Représentations matricielles :

THEOREME (décomposition de Cartan pour les matrices)

(6.70) | Soit M une matrice carrée, réguliére,’ & éléments réels ou complexes.
: — Posons . ' ’ :

V) B=4Log(M.M), A= M.exp(— B).

(1) Cest e cas pour O(R") et SO(R™), notés respectivement O(n) et ,SO(#).
(®) C’est le cas pour U(C™) et SU(C™), notés respectivement U(n) et SU(n).

— Si de plus E est positif, tout élément de U(E) (resp. de SU(E)) se 4

Chapitre 1 : Géométrie différenticlle -~ 63
(6.70) Les matrices 4 et B existent toujours; elles sont réelles si M est reelle.
Ona
O M= Ad.exp(B), A.A=1, B=28,

— Les matrices 4 et B sont les seules solutions du systéme O.

. A
— L’application M b ( ) est un difféomorphisme (1).
B

L,

— Ceci- montre que GL(R"), aussi not¢ GL(n), est difféomorphe 2
O(n) x R™"* 12 et que GL(C"), aussi noté GL(n, C), est difféomorphe -

aUm x R™. - ’
(6.71) . —.Soit § =[S;... 5] une base d’un espace euclidien E. Il est facile.
de voir que -
8=
Sa

donc que S.S = G est une matrice régulitre, appelée matrice de Gram.
On peut facilement construire une base orthonormale S, ¢’est-d-dire ‘une
base telle ‘que

1
P
(6.72) G=25.5= _11  p+g=n
s }q
-1

le nombre p est la dimension maximum d’un sous-espace euclidien positif .
de E, et ne dépend donc pas du choix de S on I'appelle indice d’inertie
de E.

Nous supposons maintenant que E est hyperbolique, c’est-a-dire que
<p <n—1(). Tout élément de GL(E) se met évidemment sous la
orme ' '

) = i
©.73) & a=S.M.S"!

(") Du groupe linéaire sur la variété des (';) tels quer 44 = 1, B= B..

(*) 1 revient au méme de dire que E n’est ni positif (on aurait S.8 = 1), ni négatif (on
aurait §.5= — 1); dans ces deux cas les opérateurs A4 et M de (6.70) sont simultanément
orthogonaux ou unitaires.
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£ M étant une matrice carrée de nombres; si @.a = 1, on constate immeé-
iatement que ‘
M~ =G.M.G™! [G donnéen (6.72)];
es matrices M vérifiant cette équation forment un groupe de Lie appelé
(p, 9) dans le cas réel, U(p, q) dans le cas complexe, et qui est évidemment
omorphe & O(E) (ou U(E)) (). - -

: on voit que M appartient au groupe, donc aussi M. M ; le raisonnement
de (6.69) montre que B = $ Log (M. M) appartient a I’algébre de Lie du
groupe; les deux facteurs de la décomposition de Cartan (6.700) de M
appartiennent donc au groupe. On vérifie immédiatement que B anti-
commute avec G, que 4 commute avec G ; en développant ces relations de
commutation, on arri'vgf ei\fjxéﬁultat suivant :
Si' M vérifie (6.74), il én est de méme des termes de sa décomposition
de Cartan ; celle-ci s’écrit )
¥

(6.75)

C et D étant des matrices carrées, d’ordre respectif p et'q, vérifiant
C.C=1 D.D=1
et £ une matrice 4 p colonnes et ¢ lignes.

' Réciproquement, si C, D, E sont des matrices vérifiant les conditions indi-
quées, on voit que M, définie par ), vérifie (6.74); le difféomorphisme
C » '

(6.76)

M + | D | montre donc que O(p, ¢) est difféomorphe 3 O(p) x O(g) x R™,

E .
et que U(p, g) est difféomorphe & U(p) x U(g) x R?M-(3); compte tenu
de (6.65) est de (1.50), on voit que O(p, q) posséde quatre composantes

connexes, dont deux constituent SO(p, q) ; de méme, U(p, g) et SU(p, q)
sont connexes. W

(*) La correspondance M - a est un isomorphisme de groupe, et un difféomorphisme de
variété ; c’est pourquoi on dit que c’est un isomorphisme de groupe de Lie.
. (*) On a un contrdle de ces faits par le compte des dimensions : '

‘n(n — 1 -1 -1) . '
(2 );=p(p2 )+q(q2 )+pq; "= pt g4 2pg.

Soit M un élément de ce groupe; en inversant L et transposant (6.74),

(7.1)

. (1.2)

(1.3)

(7.4)

©(1.5)

§ 7 CALCUL DES VARIATIONS

PROBLEMES VARIATIONNELS CLASSIQUES

Supposons donnés un lagrangien, c’est-a-dire une fonction réelle diffé-
rentiable ,

A= A(t, X, x") [teR, xe R", x' € R"]
et deux nombres 7, et #,. -
A une application différentiable F{¢ > x), on associe le nombre

s

" N dx
-a=J; A, x, x") dt l:x EH{I

]

appelé action.

[¥3 N

Supposons maintenant que F dépende d’un paramétre u, de sorte que

‘I’application ’

o
B X
u
soit différentiable ; désignons par 3 la « dérivation par rapport & u », définie
par 6u = 1, 3t = 0; 3 s"appelle une variation de F, d’ou le nom du « calcul
des variations ». ' :

On établit facilement, au moyen d’une intégration par parties, la formule

o 1 “(o2 dfax
=|Z R ol dr.
da [Bx’ (Sx)] 0 + Jl,, {ax dr [8x’:| } (8x) s

— Les premiers problémes variationnels étudiés étaient du type suivant :
on se donne deux points x, et x; de R" et on cherche, parmi les fonctions
différentiables F telles que

Hto) = x4, Hziy) = Xy

§’il y en a une qui rende minimum I’action a.

SOURIAU. — Structure des systémes dynamiques 4
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En utilisant la formule (7.4), on peut montrer que cette fonctlon t x,
si elle existe, doit vérifier les conditions

o_dfo
Ox ax'

" _dx

dr’

(7. §) avec

Dans certains cas, on peut résoudre les équations (7.5), (7.6), et déter- |
miner parmi les solutions de ce systéme, s’il y en a une qui rend I'action -

minimum (*). Nous allons seulement étudier les équations (7.6), appelées
équations d’Euler (Z) sans nous occuper du probléme de minimum ; ces
équations ne font intervenir que le lagrangien (et non les données o, xo,
13, xy); leurs solutions s appelle,ntﬂ les extrémales du lagrangien.

-~ VARIABLES CANONIQUES -

Il est commode de rechercher les f_:xtrémales sous forme paramétrique ;
c’est-a-dire, en termes précis,'de chercher une carte du graphe d’une extreé-
male; il s’agit d’une application différentiable

(1.7 ‘ 5P (x) seR
) t

-’

telle que ¢ > x soit une extrémale. Si-cette application est définie sur un
intervalle, si s, et s, sont des points de -cet intervalle, auxquels corres-

X Xy . )
pondent respectivement ( 0), ( 1), Paction correspondante s’écrit —
0

t 1
grice 4 un changement de variables classiques —

‘o “=J A(r,x,"v)ids ['Ed—";isg—t]i
so t ds ds
On voit, si I’on pose ) \
x x
=), g=1|_ |-
t t

I=I(q,9) =4 (t X, :) f :

(M) Cest aussi parmi les solutions de ce systéme qu’il faut chercher les maximums éventuels.
(*) On dit aussi équations d’Euler-Lagrange ; elles ont été écrites par Euler en 1744.

| 7"{(7.9)

(7:10)

Ch

Pf,._ (7.11) '

7.12)

(7.14)

.....

@16y
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que I'on peut écrire

H=J L(g, @) ds.

S0 |

La formule (7.4) s’applique encore a cette intégrale, et donne

al o al  dfal
%= [a_zz (‘"’q)],o * L, {5; T w [aq]} ®a) &s-

Nous allons transformer cette formule, en tenant compte du fait que le
nouveau lagrangien L défini par (7.9) ne contient pas la variable s, et qu 11
est visiblement homogéne du premzer degré en § :

L(q, 4g) = AL(g,q) VA #0.
En dérivant (7.12) par rapport 4 4, puis en faisant A = 1, on établit /’iden-

tité d’Euler des fonctions homogénes, qui s'écrit

1= p(q)
en posant'
= o
bt

En différentiant (7.13), on trouve I'identité

% (Sq) = [5p] (@)

d’ol, en portant dans (7.11)

N St * d_q _ d_P . dq
-t [ fo(8)- g} [1-4]
— 11 est, clair, sur 1a définition (7.14), que p est un élément du dual de

R'”f‘, ¢’est-a-dire une ligne de nombres

p=1Ipt P2 Pusil.

* On vérifie fac;ilemént que p est homogéne de degré 0 en g, c’est-d-dire qu’il

ne dépend que d¢ la direction de ¢ ; dans de nombreux cas, il en résulte que



(7.18)

©(7.19)

" (7.20)

(7.21)

(7 .22)

Variables canoniques

I’on peut éliminer q dans I’équation (7. 14), ¢’est-a-dire trouver une fonction
réelle différentiable @, & dérivée non nulle, telle que

[o(p, 9) = 0] [P [il existe g tel que p = ?] QF \z (7.23)

Dans ce cas, ’équation ¢(p, q) = 0 s’appelle équation de Jacobi du pro-
bléme (?); on peut montrer que les extrémales sont les lignes de force du S
systéme: (7.24)

e

dlg _ o TP
dp — . d¢ O¢ 0
= & 1 Ty

1 ’_(7.253_'

pour lesquelles la variable ¢(p, ¢) (qui est une intégrale premiére de ce
systéme) prend la valeur 0.

FORMALISME HAMILTONIEN

En revenant aux définitions (7.9), on trouve immédiatement les formules

.
= a-ix’ [] = l, 2, reoy n|]

04 r
Prsy == () =4~ Y pi'x. (7.26)
X j=1 -

On dit que le probléme variationnel est hamiltonien s'il existe une fonction
dlﬂ’erentlable H («fonction hamiltonienne ») telle que

h= Ec_;(x’) —i= H(ta lx nx’pl, --upn) . ;'-4 (727)

Dans ces conditions, 1'équation de Jacobi s’écrit sous Ja forme

‘p(Ps q) = Pr+s + H(t’ lq, sees nq’pb "'apn) = 0;

(*) Ceci suppose que le probléme est régulier, c’est-a-dire que le noyau de 9p/d¢ [qui contient
¢] est de dimension 1.

(®) L équation aux dernrees partielles de Jacobi s *écrit ¢(88/dg, q) = 0 8 étant une fonctlon
inconnue de ¢.

0.39)

Ly
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en portant dans (7.19), on obtient immédiatement les équations-

dig oh | dp, ok
—— R — —_— e —— ‘=12,...,
& "o | @ g | YTbhEed
an _ on
dr ot

v

Ces équations canoniques ont été ecntes par Lagrange en 1808; on les
appelle équations de Hamilton.

- Notons que I’équation (7.24) peut &tre supprimée, car elle se déduit de
(7.21) et (7.23); son principal intérét est de montrer que A est une inté-
grale premiére si la variable ¢ n’intervient pas dans la fonction hamilto-
nienne H.

.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

DES EQUATIONS CANO-
NIQUES :

1

Posons maintenant N

1

@(8y) = p(8q) .

puisque p.est défini en fonction de ¢ et ¢ (donc de ) par la formule (7.14),

il est clair que (7.26) définit un champ de 1-formes y » w de I’espace

R?"*2 parcouru par la variable y ; w s’appelle la forme de Cartan ().
On.peut alors écrire la formule (7.16) sous la forme

ba = L@l + | 1val @) (F) o

(*) Avec les notations ci-dessus, la fo_rme de Cartan est définie par

w(dy) = [ipjﬁfq] — hdt.
I
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Interprétation des équations canoniques

“ en introduisant.la dérivée extérieure Vw de la forme de Cartan (*); ceci

(7.30)

o

permet d’étendre les résultats précédents au cas d’un probléme variationnel
défini sur une variété, en établissant le théoréme suivant (Fig. 7.1) :

Soit ¥ une variété parcourue par la variable g ; soit ¢ un vecteur tangent
, q
en g a V; soit y = .
q
— On appellera lagrangien une application L :
Lig 9 =1
différentiable (%) et homogéne du prcmier degré en g :
L(q,,._iq) Mg, @)

— On appellera forme de Cartan du lagranglen la 1-forme w de VP
définie par

VA#0.

‘o) =26y ).
oq

— Pour qu’une application s > ¢ ‘<dq

T #* 0) soit une extrémale, il faut

1
dg
s>y =|ds
q

et 1l suffit que l’application

vérifie identiquement

dy ‘
s ker (Vo) :

— Supposons que I’espace vectoriel ker (Vw) ait une dimension p -

constante ; alors le champ y > ker (Vw) est le feuilletage caractéristique

(}) Car la définition (4.32) donne immédiatement

[Vw] (3y) (dy) = [8p] (dg) — [dp] (Bq) .

(®) La variable y parcourt dans la variété ¥? des vecteurs tangents av (voxr (1.31, 1.34)).
(*) Sur un ouvert de V2,

. al oz . '
(%) Le lecteur remarquera que la notation — n’a aucun sens, en général, sur une variété V. .

aq

.3

‘Fig. 7.1

(1.32)
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de la forme Vo (*); nous considérerons les feuilles comme les solutions

) (généralisées) du probléme variationnel défini par le lagrangien.

— En particulier, si le probléme est régulier (ci-dessus (7.18)) p est égal
3 2; toute extrémale de<V est la projection d’une variété intégrale du feuil- -
letage.

ker (Vo) ve

~ TRANSFORMATIONS D’UN PROBLEME VARIATIONNEL

Notons . L(g) (§) un lagrangien d’une variété ¥ (voir (7 29)); il est clair
que L(g) est un opérateur cavariant de degré 1, donc que le lagranglen L

"est un champ covariant de degré 1 (voir (4.3)).

Nous savons donc définir (Fig. 7.1I) I'image réciproque L* de L par
une application différentiable 4 (4.5); en posant

' ‘* <r}* 5 (é - A2 = (D(A)(q*)(é*)>
g q* 7= al e “A(gY)

on trouve

L*(q*) (8 = L(q) ()

¢ ) Parce que V[Vw] = 0, en raison du théoréme de Poincaré (vmr la définition (5.24,
5.29)). B
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© (7.35)

" Fig. 7.1L

(7.36)

(7.37)

ce qui montre que L* est auss{ un lagrangien; on constate immédiatement
que la forme de Cartan o* de L* est 'image réciproque par AP de la forme
de Cartan.w de L : i

w*(8y*) = w(dy) -

Le théoréme (4.36) montre alors que Iimage réciproque de Vo est égale &
Vw*; la formulation'(7.29\ {) des équations d’Euler montre donc que
I'image par A d’une extrémale de L* est une extrémale de L (méme st les
variétés V* et ¥ n’ont pas la méme dimension). "

THEOREME DE NOETHER

Soit L un lagrangien d’une variété ¥ (notations (7.29)) ; soit G un groupe ’
de Lie qui opére sur V' (6.4); nous dirons que le groupe invarie le lagrangien -
si 'image réciproque de L par les opérations @, du groupe est'encore L.
Dans ces conditions, pour tout Z dans Palgébre de Lie ¢ de G, le nombre

u =2 (zA9)
%

i_ est constant sur toute extrémale connexe (1),

— Nous étudierons ce théoréme en- détails, au chapitre suivant, dans:
un cadre plus général (11.11); indiquons seulement comment il s’appligue ™
3 un lagrangien classique; si 'on pose 8q = Z,(g), les formules (7.2,
7.21) donnent . ;

' u=pydiq+ - +p, 8% — hd

c'est cette grandeur qui est constante si le groupe invarie le lagrangien ;:
le lecteur pourra vérifier que le résultat (7.25) (constance de Phamiltonien
h si le lagrangien ne contient pas la variable 7) est un cas particulier_du
théoréme de Noether. ' Lo

(1) On rappelle que Zy est le champ de vecteurs de V associé 4 Z par la formule (6. lbl)‘?
on a dailleurs aussi u = ®(Zyo( y) (voir (6.7))- - i





