CHAPITRE VII

Relativité a2 5 dimensions

§ 40 Principes et théorémes généraux de la théorie.
Principes.

(40.1)  — La théorie que nous allons étudier sommairement part des
principes que nous avons posés pour la Relativité Générale (A
savoir (33.1), (33.14). (33.20), (38.1)), avec les deux modifications
suivantes :

(@) Nous supposerons que la dimension de I'univers 17 est 5 an
lien de 4.

(b) Nous remplacerons I'hypothése suivant laquelle U est simple-

(40.2) |- ment connere (38.1.H;) par la suivante (1) :
!_Ez-_ymupc de Poincaré de U est isomorphe au groupe addifif Z des
nombres enliers.
(40.3) — Le lecteur verra plus loin comment ces deux hypothéses,

respectivement locale et globale, peuvent en quelque sorte se
compenser, de fagon que U puisse ressembler & une variété simple-

ment connexe de dimension 4.

- e

(*) 11 rdsulte immédinbement de In définilion (10,28) que le groupe de Poincaréd d'un
espace 1T est composé do seol élément newtre guand U est simplement connexe,




(40.9)

(40.5)

(40.6)
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Théorémes locaux et globaux,

Les théorémes généraux des §§ 35 et 34 se transposent immédia-
tement — moufofis mofandis ; notamment le fidoréme de conser-
pation div' T = (.

— Nous admettrons encore que la gravitation est une connexion
symétrigue, que su{ppééEncE est, en premidre approximation (V) :
p=a -+ by, R
Le théoréme suivant lequel la gravitation coincide avec la

connexion riemanienne (%), ainsi que I'équation d'Einstein
restent wvalahbles.

— T¥autre part, les résultats de la théorie des revétements (§ 10)
permettent de déduire immediatement de 'hypothise (40.2) ei-
dessus les résultats suivants :

Soit U un revéfemeni universel de U 3 P la projection de T sur u;
T un générateur du groupe principal (groupe de Poincard) de

U;

(") Les indices lafine j, &, I, m, ... prendront les valeurs 1, 2, 3, 4, 5,
(% La démonstration de (35.17) est valable pour toute dimension = 2.
(*} Le seul autre génératenr est T-L,
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Alors :

La structure de variété de U se prolonge 4 UU ] ; T est un glis-
(40.7) | sement global de U ; I'équation T=(X) = X n’a pas de solution
| sim=0.

(40.8) | U est connexe ; U est simplemen! connexe. .

(#0.9) | [P(X) = P(Y)] <= [Il existe un entier m tel que X = T=(Y)].

]

On appelle fenillels de U les ouverts E oit I est régulier ; alors :

(40.10) | — P.1 est un glissemen! de Uyl ;

‘! S peut étre recouvert par des feunillets.

Tout champ [ défini sur U peut se « relever », d'une seule [agon,
par un champ f de 17 tel que

[E = feuillet] = [[P.1g]*() <]

(41]_11} On a:
f= sup([P- 171
T+ =T

{autrement dit, le glissement T fnvarie .

{40.12) | Tout glissement global A de U se reléve par un glissement global B

de U, tel que

— Toute antre solution B* de cette équation est de la forme

T=.B (resp. B.T™) [meZ];
On a

| B.TB*=T [e= +]]




00 GEOMETRIE ET RELATIVITE § 41  APPROXIMATIONS QUADRIDIMENSIONNELLES 391
<7
{40,12}5 — Le nombre = ne dépend que de A ; I'application x [A~2] est
un caractére du groupe des glissements globaux de U ; nous appel-
7 | lerons caractére de charge de A le nombre y(A).

*

{z) La courbure de U est nulle;

—— I

(b} Le groupe d holonomie de la connexion riemanienne (voir (28.71))
est reduil 4 Punité ().

— Les glissements A vérifiant y(A) = 1 forment un groupe.

; ) R Des raisonnements analogues & ceux du § 38, et la théorie des
(ﬁ Si y(A) =—1, A_s'appellera une conjugaison de charge. \ | revétements, conduisent aux résultats suivants:
Soit f un lacet de U, ¢'est-d-dire une application continue, dans U, | | _ Le revétement universel U SRR
iegatelailstteidin plort gt plans i {41.3) [_pﬁzﬁiﬁdmn (hyperbolique normal) de dimension 5.

— Il existe une application continue ¢ de R dans ﬁ, telle que ; .
P : - | { — Le générateur T du groupe de Poincaré (40.6) est une fransia-
£ == & H 1 —
{40.13) § — 1l existe un entier m, qui ne dépend que de f et que nous appel- | o

lerons charge du lacet, tel que —— Spit X un point de U; il existe un lacel géodésique de charge 1,

w5 + 2m) = T=(¢(s)) f, tel que f(1} = X ; on Vobtient en posant

— Il existe des lacets ayant fowles les charges enfidres (Y): la
charge d'un lacet change de signe si on remplace T par 'autre
générateur T-L.

F

flets) = P(Y +3 z_{i} [P(Y) = X];

o

(41.4) %
]
3

! nous poserons val (f) = X,

§41 Appmximaliuns qum]ridimensionnclles. ®

(41.1} — Les approximations que nous allons indigquer sont indispen-
sables 4 l'interprétation physique de la théorie ; non pas parce
que les expériences sont gquadridimensionnelles — ce qui n'a évi-
demment aucun sens si la théorie est vraie — mais parce que les
résultats expérimentaux auxquels nous pouvoens nous référer ont
déja une interprétation quadridimensionnelle. :
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Relativité restreinte.

Dans la théorie 4 5 dimensions, nous énoncerons comme suit | o —— N
l'approximation de la Belativité Restreinte : : u u i
(*) Cecl résulte du falt que sur varléld consere, deux points guelconques penvent (*} Cette hypothése est antomatiquenent vérlfide on relativité & 4 dimenstons, ob

étre joints par un are deé courbe: pour celle raison, U est dite connese par ares. U est supposé simplement connexe.




% = oh A A e

(41.5)

(41.6)
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On suppose désormais que £ est un pecfeur d'espace :
9@ <0

Alors ;

Il existe () une carte F, appliquant RS sur U, oil les G sont
égaux aux éléments de la matrice

b

(41.7)

et ol le vecteur £ est représenté par la colonne

m=‘/—f£.ﬂ:

Eooo

Soient L, I'ensemble des glissements globaux de U qui laissent
invariant le champ [X - g]; L7 'ensemble de leurs relévements
a U (40.12).

— Alors L3 est le groupe des opérateurs
B [Y-CY+Y,
oit C est un affineur de U vérifiant simultanément
C.C=13;
CQ = e} [e =3(P.B/P) = £+ 1]

et, si 1 est orienté,
—

d.E-t {C} =

{*) On peut seulement montrer que F est une carte pour fo struclere GF 1 nons admettrons
comime hypothise sapplémentaire, que F est une carte pour la structure de variété

de U, définie en (40.7).

il o el
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(41.7) | — Le groupe Ly et la projection [X - ]TC] donnent a}l une strue-
ture d'espace fibré, dont les fibres sont les « cercles » X, et dont la

base U posséde la géométrie de la Relafivité Resfreinle @ 4 dimen-

f sions ().
Remarques :
r — (est ce derpier théoréme (41.7) qui donne la clef de Uinter-
(41.8) prétation physique de la théorie pentadimensionnelle : on iden-
tifiera U & l'univers « usuel » 4 4 dimensions.
(41.9) — Soit A un élément de L ; B son relévement & U (40.12). B

est représenté dans la carte F (41.6) par un changeur de carte
Ft.B.F [z~ Nz + x)

" ot la matrice N est de la forme

M étant une matrice d'ordre 4, de la forme étudide en (38.8).

Omn en déduit que le groupe Ly est le produil direct du « groupe

de Lorentz non homogene » classique Lg par le groupe des substi-
tutions

‘?.-:rr;r’
i *'i: [ef® — ze%9] |2] =1; -
i M Ed e
lui-méme isomorphe au groupe orthogonal 4 2 dimensions O{R®).

Or, en Mécanique Quantique, on est amené 4 décrire les glis-
sements de Lorentz, les Iransfamw!iuns de juuge électromagnétique

ef les transformations appelées conjugaisons de charge par ce pro-

) I s'agit led de la g;é-:-m-:trl: nait sépards {vmr {36 16), note 1) ; il est I'nclile de passer
i l'antre.
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————y
PR T S S T
duit direct Ly > O(R®) (') ; nous trouvons done une inferpréfation
physigue de la géométrie de U; elle sera confirmée plus loin.

(41.10) — Dans le cas oit U est supposé erienté, on a de plus la relation

edel (M) =1

on peut seulement dire que Ly est le quotient de L;; par un sous-
groupe distingué isomorphe & O(R%); en d'autres termes, que Ly,
est une extension du groupe Ly par O(R?).

Hemarquons que, méme dans ce cas, la variété quotient U n'est
pas orientée (voir (38.11)), et qu'il exisle des conjugaisons de chorge
(cas e = — 1).

(41.11) — Le nombre o = Vil apparait comme une «longueur élé-
7 _menlaire » de la théorie; nous constaterons plus loin qu'il est
frés pefit devant les longueurs usuelles en physique nucléaire (qui
se mesurent avee unité 10-1% gm),

e ——————

(11.12)  — Il est évident que la théorie, sous sa lorme actuelle, ne permet
_ni de calculer la valeur de @, ni de prévoir que £ esl un vecteur
d'espace (41.5), ni

est trivial (41.2

tence des champs, encore ineonnus, qui constituent la malicre.
g TR il

e B
P

que e groupe d’holonomie de la connexion

;{ces faits, que Ton peut considérer comime des
constalalions expérimentales, dérivent probablement de Dexis-

(41.14) ~ — Nous allons voir que 'approximation que nous venons d’étu-
§ dier implique la nullité du champ électromagnétique (41.66, 65,
w 49, 48); nous verrons aussi comment nous débarrasser de cette
— reslriclion.

Approximation de Jordan-Thiry.
(41.14) Considérons la carte I, définie en (41.6) sur le revéfement U dans
le cas de la relativité restreinte, el faisons varier le champ [X ~ g]
7 o modérément », ;
J

(Y Veir & ce sujel L. Michel, Nuove Clmento, 9, 319 (1953).

- {41.15)

(41.16)

b

 {41.17)

t j cette approximation, on aura done 3,9, = 0, ou encore [og]ug =0
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Daprés (40.11), les g;, seront des fonctions périodigues de x5, de
période w; si on suppose que leurs défivées sont voisines de leur
valeur initiale (nuile), et que la période e est Irés petite, il sera
tentant de considérer les g, comme indépendanis de x5 Dans

25.106) ; . !g" 7
{formule ( ) Eﬂk .
Nous appellerons approximation de Jordan-Thiry () I'hypothése
suivant laquelle il existe sur U un champ de vecteurs [X -~ 8X]
el que:

{a) 3,9 = 0; 8X = vecleur d'espace.

(B) 1 existe un atlas du revétement universel U de 17 formé par
des cartes F [z -~ Y], (P(Y) = X), telles que

or = |5 H

F-L.T.F{z) =z + 2r|;, T étant le générateur du groupe de
Poincaré ;

Nous les appellerons carfes standard.

— (est arbilrairement que pons avons attribué la pérlud:{ 2
aux cartes standard ; par un changeur de carte linéaire, nous aurions
pu leur donner toute autre valeur non nulle.

Théoréme :

Désignons par J le champ [X - 8X]; pour tout X de U, l'appli-

cation
flets ~ e (X))

est un lacef de charge 1; nous poserons val (f) = X.

1) La théorie de Jordan-Thiry {(voir I Jordan, Y. Thiry, A. I{th;l-:nilmwiu: (rél. dela
Ey:l 9)) est une théorie pentadimensionnelle, of U'on Suppose @ priers qu 1l existe un vee-
teur &3 vérifiant la condition (a) {principe de slelionnarifé) ; onn ulilise par ailleurs
apcune condition topologigue globale, Les résullats de la théarle de Jordan-Thiry
¢ retrouvent dans la présente approximation : d'oi Je nom de celle-cl,

4%
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— Le groupe § des glissements e, et la projection X - X défi-
nissent sur U une structure despace fibré principal {voir (9.3),
{9.1)), dont les fibres sont les X, el dont le recueil H est le commu-
fant de G dans le recueil de tous les glissements de U. Soit U la
base de cet espace.

Théoréme :

B e B T ———

U posséde une structure dc pariglé de dimension 4

d

(41.18)

— —————

— 5i F est une carte standard de ﬁ, on obtient une carte F de
Uen posant

Il
Ao _—:\—_ Iﬂ
< F(z) = P(F(z)) ; e
.'I:'I'
— Toute carte @ de ﬁ est de la [orme
sup E
Fl

les F; étant des cartes standard.

En effet, on peut prolonger le champ ¢ & U par relépement (40.11), et 4 L[S

en posant g(x) = |, le groupe des ¢ définit alors une structure d’univers.

— T = o~
fibré principal sur ITJ R, avee la projection Y — P{Y) sur UJ, z - x sur

|

La base de cel espace est ﬁUR": c'est un univers (7.7) ; tout glissement
de cet univers appliquant un ouvert de F* dans [T est, localement, la pro-

jection F d’un élément F du recueil de RF U U (définition (7.2) de Ia base) ;
F commute avec les 7 (définition (9.1) des espaces fibrés principanx) ;
4 c'est done une carte standard.
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C CE} d
X P Y
A =TT T

= XA — —— =

I |

| |

| g I

: o =
AF AF

] |

! 1

| I

S e 4
X X
R* RS

(41.19)

-
IVautre part, la projection [Y - F(Y)] est visiblement dicisible par P, le
quolient étant [X -~R] i les théordqmes (7.8), (7.9) montrent que la strue-
ture de ﬁ, considérdée comme hase de ﬁ, s'obtient aussi comme base de U,

elle-méme étant base de ﬁ; or & eelle structure de U est celle de (41.17).

11l reste & vérifler que le recueil de -ET U BR? s& réduit bien, sur B4, & un recueil

classique ; ceci va résulter de (41.21).

C.OF.D.

— Appelons recueil sfandord le recueil R, engendré par les carles
standard ; c'est lui gui donne 4 UUR* sa structure d'univers
fibré.



(41.20) ;

(41.21)

(41.22)

(41.23)

(41.24)

%
%
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En remarquant que tout élément x de RS vérifie
T .
T - [ l] {notations (41.18))
x

on peut écrire la forme générale des changeurs de carfe standard,
cest-d-dire des éléments H de #,, qui appliquent un ouvert de
R® dans B&; & il vient:

o[-0
5 |2t 4 D)

%
H étant la profeclion de H sur B* (H est donc un changeur de
cartes de L), h une fonction réelle; on en déduit immeédiatement
que les changeurs de carte de U forment un recueil classique.

En particulier, si H est un glissemen! de jauge, {ﬁ < lg), on a:

1l = Fil
x" x* + k(%)

— Spit F une carte standard ; désignons par Rp le plus petit
recueil contenant F et les changeurs de earte standard qui con-
serpent x%; Ry est un sous-recueil de R,,, qui définit une structure
d'espace fibré principal sur R®Uwval (FF); cet espace est sans
fauge ; tout glissement A de la base E se reléve de facon unique
par un glissement Ap, appartenant 4 Ry ; on trouve notamment

= PUE]) _ [ﬁ—i,aﬁ(ﬁ;]
mo I 28

si A est un glissement de E, et

() =)

si A est une carte de E.

(41.25)

{41.26) |

(41.27) |

(41.28) |

(41.29) |

(41.30) |

(41.31) |
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— Ceci permet de faire correspondre 4 chaque racine @ de 1J une

racine @y de E; & il suffit de prolonger ® a U (voir (16.3)), en
assurant la condition

Ble ) (Y) = Loy
et de poser, pour tout glissement A de EUR?
D(ANK) = O(AL)(Y)

Ay étant le relévement de A dans R, Y un point quelconque de
UuyRs qui se projetie en X.

— Si 'on change la carte F en F* le recueil Ry peut changer;
on. vérifie, par exemple a U'aide de (41.23) et {41.24), qu'il existe

un glissemen! de jauge B, prolongeant 1y, tel que le relévement
Ap soit remplacé par

Ap = B.AR. B~
on en déduit immédiatement, par application de (41.27), que 1'on

passe de la racine @y a la racine @y, par U'isomorphisme de racine
fz (voir (13.5)) défini par

j& = OB)(Y) [Y se projetant en X]

on a en effet:

D(ANK) = [y @ PoANX).[3

D'autre part, il
est de la forme

résulte de (41.22) que le glissement de jauge B
B(Y) = *(Y)
~ P
5 étant une fonction scalaire de X = P(Y).

par conséquent U'isomorphisme de jauge f3 s’exprime au moyen

des dérivées partielles de la fonetion [}TL ~ ], jusqu'a Pordre k&
si @ est une racine d'ordre k: il suffit d'appliquer (41.29).
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(41.32) — Cet algorithme permet de décrire les champs de U (parti-
culierement les champs invariants par le glissement infinitésimal

X} au moyen de champs de fl, done quadridimensionnels ; les

équations de champ seront invariantes 4 la [ols par les glissements
de U et par les isomorphismes de jauge.
g bR Bk S8 0

Rien nempéche done de considérer les équations de U comme des
équations quadridimensionnelles ; mais, pour retrouver les nota-
Lions en usage, on essaye autant que possible d'introduire des

—

variables invariantes de jouge.

(41.33) Considérons par exemple un tenseur du second ordre, ©, cova-

riant et symétrique. L'étude des glissements de U montre que
Pon peut considérer les 8,, (3, p =1, 2, 3, 4) comme les compo-
sanfes d'un tenseur covariant; les ®,; comme les composantes
d'un covecteur ; que @y est un scalaire.

— D’autre part, dans un glissement de jauge z® —~x® + », on
obtient immédiatement, [en éerivant par exemple que @ deide*
est conserve] la substitution :

i a,, - E'J-:-n + O 4+ E'Fﬁa?-q} cE E}thq:-bpq:'

(41.34) § 9,5 ~ 6, + G090
B55 ~ Bg

Dans le cas d'un lenseur symélrique contravariant, on trouve :
@ gt

(41.35) | @5 - @™ — @M p
@45 . 0% — 20%50.0 + 00,905

— Appliquons ces résultats an tenseur g, dont les composantes

A&‘? sont indépendantes de z° (41,14, 15).
I'invariant de jauge g“.-:: gBX)(EX) est négatif par hypothése
{41.15 a) ; nous poserons &

o) &=V = f

.

{(41.37) |

(#1.38) |
8

T 139 |

(41.40)
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Ia longuenr du lacet X est égale aj Edef =2x%: E peul done

a

étre inlerprété comme le o ravon o du tube-univers ; 10Ug Verrons

qu'il est trés petit, comme il se doit (42.15).
il — e ",

L'image du tenseur confravariant g{?‘ilﬁ.} par la projection [Xﬂ-}A{]
esl un tenseur contravariant § (voir (25.600); & ses composantes

dans la carte l? sont
e =g

Si l'on pose d'autre part

s Hus

Fra = G-
» - Hss

on trouve
o= [ mv=12,34]

— Les 7™ et §,, sont donc les composantes d'un tensenr symé-

Lrigque régulier i, qui donne & U une structure de variéld riemanienne

.

_d 4 dimensions ; U est hyperbolique normale, ainsi qu'on le vérifie

(41.41) %

|

{41.42) |

en choisissant une carte standard F ol les g, sont diagonaux.

— En dehors du scalaire £ et du tenseur g, qui sont invariants
de jauge, on achéve de caractériser le tenseur g par le quadri-
covecteur A ;

gu.ﬁ

95

A,

qui admet la transformation de jauge (voir {41.34)}:

Ay, =t o

On peat alors exprimer les composantes de g par les formules :




(41.43)

(41.44)

(41.45)

€, \yom oo i tanitorns”
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g =g G = Tou — O A4,
prl— T P Y
T —
ﬂ-u -- _gf! —]—Q‘l"ﬁ,'u‘t“ s = —E?

— Une méthode générale pour former des invariants de jange
consiste 4 représenter chaque champ (supposé invariant par les
glissements ¢} au moyen d'une carte F telle que, en un point,
on ait les k premitres des égalités (1)

A =10
3k, + b, =0
0,04, + 3,344, + o0, =0

On peut en effet réaliser ces égalités par transformation de jauge,
car elles fixent simplement les dérivées partielles (Jusqu'a 'ordre
ki) de ¢ ; si I'on considére un champ d'une racine d'erdre k (voir
(19.300), 'image du champ par I, au point considérs, ne dépendra

que de F : elle sera done un invariant de jauge.

— L'isomorphisme de jauge (41.30) permettra ensuite d'exprimer
le ehamp, dans une carte standard quelconque, an moyen de cet
invariant de jauge et des dérivées (jusqu’a U'ordre &) du covecteur .

Ainsi, V'expression (28.40) de la racine des connexions donne,
pour toule connexion de U, la formule :

(1) Mous dirons que la carte est k-frensoersele en ce point @ la premibre équation de
transversalité, £ = 0, exprime que le vecteur 8X[ = J{X)] est orthogonal & la varigté
x* = (' qul passe par ce point.
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Bl
"L : T a,k + D
ol {41.4a}i I = [[fi,—=|=-ftJI‘;., +fls%‘*’ltm+*’J[.£t1[°[.+*|u-e!]
les f‘;, désignant la valeur des symboles de Christoffel dans une
carte 2-fransversale,
— Dans le cas de la connexion riemannienne de U, la formule
classigque (30.12) donne :
AJ. 1 a0 o~ S =
(41.47) T =5 7 [0uFw + 080 — 20l
les H, sont done les symboles de Christoffel de la variété U ;
b B o B
(41.48) M=l =T, =57
2 PE 2 [
en posank
(41.49) Fon = Oyl — 0,k ;
[ 1
% (41.50) { ﬁs = EFed = ED'E;
| @151 s, =0;
(41.52) ‘ T, = o, ;%ﬁ
} {41.53) | Ts, =0

La formule (41.46) permet ensvite de calculer ces symboles de
Christoffel dans une carte quelconque 4 l'aide des invariants de
jauge ci-dessus ;




(41.54)

{41.55)

(41.56) |
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0, =T2, -+ Do, + Tha, + Thot 4,

P}'Eﬂ = 1‘::5 = 1—":15 —|- T‘zn“{u
F}; = T‘gs

I3 = 13, =k, + 14— B2k —

Doty o8, — T3, 4, 4,

-~ 1
— It A A, + ijl[i:-,;.tﬁ + 8,4t]

[is =T§, =TI — I, — TLk A,

rs, = — 1‘15&9

ces formules peuvent d'aillenrs se vérifier, a Vaide de (30.12),
par un caleul direct.

— Soit 5 la base naturelle d'une carte standard (24.13); la base
transversale 5 associde est liée & § par les formules :

S =8, 4 8,8, 8 = 55

55 = ﬁn E = b o~
= det (5) = det (5)

g1 G 3G-1 - 3g1

551 o= 85—t G181 — 351 + &, 25

qui permettent de former les invariants de jauge pour foutes fes
racines d'ordre 1; on peut ainsi franscrire quadridimensionnel-
lement le théoréme de conservation (40.4):-

[div T], = gi*{3;Ty, — F4T,, — T5T,] = 0

H

(41.57)

(41.58) |
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on trouve, dans le cas ol le champ [X - T] est invariant par 8 :
EF .. 3" + 5o =0

g

divEf =0

[div ET], +

en désignant par T le tenseur quadridimensionnel de composantes
T, et en posant

p =T, & =Ts
ces formules s'obtiennent aisément avec une carte transversale,

mais elles sont vraies dans toutes les cartes, puisquielles sont
invariantes de jauge.

— Mous pouvons aussi Lranserive quadridimensionnellement 1" équa-

tion d'Einstein pentadimensionnelle {cf. (40.5), (35.24)):

(41.59) l

(41.60) ]

{41.61)

T,
an—il-l.g,k + Mg EIZ Ui

aver Loujours

les calculs, conduits & Caide des lormules (28.85), (41.54), (41.47
4 53), et en supposant bien entendu les tenseurs Ty des diffé-
rents phénoménes invarianis par le glissement infinitésimal 38X,
conduisent aux équations suivantes, gui sont invariantes de jauge :

— 0 =y
R — 5 R + A= 5 |5 00 5. ) 07T 7]
+xZT

ur”
RS

— G Ok ‘

e



(41.62)

(41.63)

(41.64)

(41.65)
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div [BF], =22 33,

3 1
IIE‘{:F' F T5SR—AL =350

Toutes les écritures étant quadridimensionnelles, nous avons
sous-entendus les signes - spécifiant les grandeurs de U.

En éliminant la courbure contractée R entre (41.61) et (41.63),
on trouve 1'équation

OE, 24 _ 2%3e %
a + 3 = —2<9—-5>+§F+§2Tm§“

qui peut évidemment remplacer {41.63).

Les é_qual:iuns (41.61, 62) ont une ressemblance étroite avec les
équations d'Einstein et de Maxwell quadridimensionnelles : elles
nous aménent 4 introduire les nouvelles variables -

_ x 1
Ju = EE?“

n
“*"E\/;“"

2n
Fuu = —EF,
. i

Y

fmﬂ

—_—— e — = ———— o ——

(41.66)

§ 41

APPROXIMATIONS QUADRIDIMENSIONNELLES

ce qui conduit au tableau :

407

Héférences

Equations

(41.48)

Equation
précédente

(41.62)

Interprétation
classique

Expression du champ
électromagnétique
en fonction des po-
tentiels (37.4).

g -

Premiére équation
de Maxwell (37.21)

div [£F] = 4=Ei> T

Deuxiéme dguation
de Maxwell, en pré-
sence de charges
{37.31)

équalion
précédente
et (41-57)

div [£2]] =0

Conservation de
Uélectricité (37.58)

{41.57)

(41.61)

div [ET]y, + EFgJ? + [03Elr = O

Conservation de
I"énergie et de I'im-
pulsion, comple
tenu des [orces
électromagnétiques
(37.35, 36),

1
R;w_i Ry“'ﬂ i '&le -~

x[%1 [560CF, B> — 9oF ]

+ Z Tyew
B, 8,8 — ﬂ'n.bDE
E

{41.63)

OE |, 2A - (F.Fy 2
et e hetee 4

~ 1
i + E Z T‘.wﬂ'“

Equation d'Einstein,
avec constante cos-
mologique, en pré-
sehnce de matidére,
el compte tenu de
I"énergie du champ
électromagnélique
(35.24), (37.9).

Pas d'interprétation
classigue,
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{(11.67) — Les interprétations classiques données dans la 3° colonne sont ;
Gravitation

toules rigourenses si 'on suppose £ constant (1) ; la dernitre équa- |

fion montre gue 'on peut supposer que £ varie pea si les constantes
A et y sont petites. Interactions Interaclions
graviliques électro-magnétiques

. - ‘ Lumitre

{(41.68) — L’hypothése, que nous avons choisie pour simplifier, de la 7
structure fibrée principale pour U7, peut élre étendue, en admet- ! Energie SR S Electricité
tant comme glissements de U les glissements qui changent le ' = =
vecteur §X en — 8% : on obtiendra ainsi_des conjugoisons de - [
charge de U (voir (40.12)) ; on en déduit linvariance des équalions Canservaiion | Conservation
“par le changement de x® en — 25 (voir notamment (41.51, 53)) ; fie.] Sniergls of B de I'électricité
“c'est-d-dire, quadridimensionnellement, par le changement de b %= Uimpulalon f
signe des grandeurs A,, ¥, J,, les autres étant laissées inva- '
riantes. Si U est w im:‘ée, ce changement doil étre accompagné i A ATCE i Invariance
d'un glissement de 17 4 jacobien négalil, i par glissement B — de jauge E‘L pa‘r
| o conjugaison

(41.69) — Nous ne chercherons pas & interpréter les différences entre )
les équations (41.67) et les équations classiques, non plus que la Rappelons d"ailleurs que, dans la théorie quadridimensionnelle, les
BT T B LR R T T R TR T résultats de gauche se déduisent par vole géomélrique, alors que

les résultats de droite sont beaucoup plus phénoménclogiques

~_les_modifier en effectuant un changement conforme du champ g : (voir (37.27))

[Fo ~ f(E)m, ] | étant une fonction arbitraire (%),

GG@ D'ailleurs le but de la théorie est ailleurs : il s'agit de déoire la

physique pentadimensionnellement, e de piévoir ainsi des fails §42 Champ scalaire 4 5 dimensions.
expérimenfaux, Ainsl, Papproximation de Jordan-Thiry-Kaluza-

Klein nous a déji permis de faire les déductions indiquées par ; La Relativité 4 4 dimensions se préte bien 4 la description des
des fléches : phénoménes macroscopiques : gravitation, matiére parfaite, ete.

f Nous allons uiiliser la théorie 4 5 dimensions pour décrire les

'Wﬂlﬂs élémentaires,

(*} Cette hypothése fournit la fhdarde de Kaluza-Klein; {:Ii.c est dquivalente & la sui- |
vante ; les lacets X sont des géodésiques de U {voir Lichnerowlcs [réf. p. ], IL. 15} |
{2} Volr F. Hennequin, thése {Gauthiers-Villars éd.). | '} On arrive aux mémes conclusions en supposant le champ peeudoscalaire.

" Considérons un phénoméne trivial, 4 fibre réelle (%) ; soib [X - ¢]
1 le champ correspondant, défini sur 1L
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& La présence est une fonction de ¢ et de ¢/*d,90,9; en faisant
un développement limité au second ordre suivant les puissances

1
de ¢, suivi d'une transformation afline sur o, on tronve la présence (- 128) ; e Hap= [Uq; —div .09 —248 0,00 + [9"” ety — {2] a,b,cp]
‘ (42 1

(% étant supposé constant)on trouve en développant (42.3) :

(42.1) Pk L g — g%, 52,0] +ap =0
. | — ¢ est une fonction périodique de x5 de période 2= (40.11);

on peut donc le décomposer en série de Fourier :
@ étant une constante. Nous adopterons cette expression de la

présence ; on pourrait ajouter d’autres termes. |

4w
(42.7) 1 - Z i

T —0

L’égquation aux wvariations est donnée par (34.13, 12); il vient "

les g, étant des fonctions compleres de X, vérifiant

1 {
{12.2) \ Eb,[i-!g“‘bﬂ}] 4 ap =10 (12.8) :E Po = Ppi

articulier, est réelle.
Or on a pour toule variable scalaire 6 : en p P

i En porlant dans (42.6), on constate que chagque g, vérilie une
’ 1 . | tquationquadridimensionnelle _distincte ; en introduisant Its
(42.3) | = dugi*o,0) = b grandenrs électromagnétiques usuelles (11.63), il vienl

O, — 2ink A*d,p,

™ désignant D'opératenr laplacien sur la variété pentadimen-
sionnelle T {formule (30.51)); nous arrivons done 9. I'équation

lineaire : __ i (42.9) | = [n* [;ﬁ e _I.;=g““ﬁnﬁi] ~—ink div A 4 rr] g, =0
(42.4) GG:F\ + tg _uj oo . _ )

—

en posant pour abréger
Pour l'interprétation, adoptons l'approximation de Kaluza-Klein. ! e 1 \/ _E
(42.10) | "tV 3

La formule (41.55) montre que les changeurs de carte de jauge ]
ont un jacobien égal & 1; le caleul du délerminant u® peut dong

; '*- — En Mécanique Ondulatoire, on suppose & priori qu'une parti-
s¢ [aire en supposant la carte [ransversale; les formules (30.5) a

) ' cule de spin 0, de charge g, de masse m est décrite par une fonclion
ot L4140} Gamnent : ; d'onde complexe P vérihant I'équation de Klein-Gordon :
(42.5) u = En —— T
| 42,11 [ _ﬂh_][ wﬁ 1}:-'[]
u étant la quantité quadridimensionnelle correspondante. (11 \ e




e = e - ,
%\—3{.&&(“ F aF daf ‘1{—3' - %)w-w-‘-wvn-- o Ji?z::—uu ’

@é ;
‘3‘ w-p-?vwmm
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valable en Relativité Restreinte ; et noté 2nk la (42.17) — On pourrait s'attendre & trouver, pour chaque particule, des

constant L. A3 . B .
e de Planck charges entiéres successives (en faisant varier n), et un spectre de

masses donné par (42.13) ; en fait, la petitesse de £ empéche que

Or on constate que cette équation s'identifie a4 (42.9) si I'on pos
I'on puisse observer deux états de masse différents : les dilTérences

Tu
k P
(42.12) | g = nkh, } sontde lordre de - #9,2 107 gr #5,2 10% électron-volt £23 KWH. n10 'K
E i
~g i o DV'aussi grandes énergies ne sont approchées que par certains
“I {42.13}§ m==f % 1+ TAVONS COSMigques,
H 2

g
{42.18) (— Dans une z‘rrmsfarmafmn de jauge x® —~J:5 s % P est remplacé

Ainsl T'équation pentadimensionnelle o + ap =0 conduit 4
l'equation de Klein-Gordon (42.11), avec la condition supplé-
mentaire suivante: la charge électrique q doit fire un multiple
entier de la charge élémentaire

49, e B S
{ H}I e_!..ﬁ_g\ll."zr

51 'on identifie ¢ 4 la charge élémentaire usuelle (par exemple
celle du méson IT+ pour lequel on admel 'équation (42.11)), on
peut en tirer

par .6 A, par A, 4+ % ; I'équation (42. Q} est évidemment

.I1
invariante, comme celle de Klein-Gordon,

—\Dans la conjugqaison de charge 25— % o est remplacée par w"‘](}
9.. = 7, (42.8), A par — A ; les équations {4‘19} et {42.11) sont
Toufes deux invariantes: elles sont simplement remplacées par
les cquations complexes conjuguées. Un retrouve la des circonsfances J

familieres en'Mécalllque_LI:‘_l‘JiriiquE..

(42.19) — Avee le champ o = ¥ g0, le tenseur d'énergie T, n'es

r e oo -
{4215}‘ Fas é\/i:r e 'V"( G (voir (39.63)) ; Z pas invariant par le glissement X - §X, 4 moins que g, seul ne
) soit pas nul. Dans ce cas p est réel, 1a charge de la particule est

avec les valews numériques # = 3,51719. 10~ gr.cm, ¢ = 1,60206 nulle, et Mon trouve :
10-% grk.emi, y = 1,865 10-¥ cm.gr, il vient 1
T = duode + 5 gula29® — 57°2,93,9]

J (42.20) 1u
: - | I, w0
(42.16) J £ = 3,782 1022 em : R
= en adoptant le signe -+ devant Uexpression (42.1) de la présence.
On rata i ]' 1 . ) ) | L'expression (42.20) du tenseur d'énergie est classique en Méca-
w_mcc:ns : ; ien q;wd a ?ngule.ur e_lemcntalrre » 2mE £ 2,38 i nique Quantique ; I'identité J = 0 montre que la particule n'agit
cm est frés pefile depant les dimensions nuclénires [de I'ordre pas sur le champ électromagnétique, de méme que le champ n’agit

—1a
o 1= . pas sur elle (éguation (42.9), avec n = 0).
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§ 43 Espaces quatcmiﬂniqueD

{(43.1}  On sait que les quaternions sont les symboles
q=a+ M + cf -+ dk

ol a, b, ¢, d sont des nombres réels, et ol les clefs i, §, &k ont la
table de Pythagore suivante : —

(43.2)

(43.3)  L'ensemble @ des quaternions est 4 la fois un espace vecloriel réel
de dimension 4 et un corps non commutatif (*), qui contient le corps
des réels a et le corps des complexes a - bi ; nous poserons

(43.4) | R(a + bi + ¢f + dk) = a.

(43.5)  On dit qu'un ensemble E est un espace vecloriel quaternionique (en
abrégé e.v.q.) si I'on a défini dans E une addition et une multipli-
calion quaternionique ;

[b.¢' €E; geQ] = [¥ + ' €E, g E]

el si Pensemble E* des applications & de E dans Q qui vérifient

(43.6) | O -+ &) = 6(p) + 81", 0(dg) = [6(d)]g

(*) L'addition et la multiplication des quaternions vérifient les mémes r!gir.s"d'aasna
clativité et de distributivité que eelles des matrices ; de plus, tout quaternion non
nul g posséde un quaternion ineerse g4 tel que g = g-l,q = 1,

(43.7) |
L (43.8)

(43.9)

(43.10)

(43.11)

(13.12) |

(43.13) |
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est séparani, c'est-a-dire si
[l ¢ €E, ¢ #¢] = [il existe 6 e E* tel que B() = &({")]
E#* s'appelle le dual (quaternionique) de E.
Exemples :

Q ostoun ev.g.

0" est un e.v.q. si l'on pose

q'i qlq '
ol PR
" g

— On démontre aisément dans tout ewv.q., les régles usuelles de
calenl des espaces vectoriels, notamment la régle d'associativité

[vqle’ = #laq’]
dans laquelie il faul respecter l'ordre des [acteurs.

— Soient K, et E; deux e.v.q.; A un opérateur appliquant E,;
dans E,. A est dit (Q-linéaire s'il vérifie

Al + ) = A(Y) + AW), A = A(d)g

dans le cas Ey = , A est un élément du dual E*; dans le cas
I, = E,, nous dirons que A est un Q-affineur de E,. Les sommes
et produits d'opératenrs (J-linéaires sont (}-linéaires.

Les opératenrs scalaires g, définis par
) =1y
e sont pas (Hlinéaires, saul si g est réel, Notons que

9 = qq
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{43.14) Z — Il n'existe pas d'opérateur bi-[Q-linéaire] non nul.

— 5i E est un e.v.q., on peut identifier tout élément P de E avee
un opérateur (-linéaire de Q) 4 E, en posant

(43.15) | Wg) =g

(43.16) — Alors ) est égal 4 son dual ; tout opérateur (-linéaire A appli-
quant Q" dans Q" est une matrice dont les éléments sont des
quaternions (malrice quaternionique).

(43.17)  On appelle Q-base de E toul opérateur (-linéaire régulier 8 appli-
quant Q* sur E; c’est une ligne de n vecteurs de E.

Le nombre n s'appelle Q-dimension de E; clest e quadruple de
la dimension de E considéré comme espace vectoriel réel (R-dimen-
sion).

(43.18)  Nous appellerons espace euclidien qualernionigue (e.e.q.) toul e.v.q.
E possédant une structure euclidienne telle que i, j, k appartiennent
aun groupe orthogonal de E. R

5i ¢ et ' sont des éléments de E, leur produit scalaire

2 Fe(EH4)

est un nombre réel.
Exemple :
Mous poserons

(43.19)} gla + bi + ¢f + dR)@' + Vi + ¢’ + d'k) = aa’ + Bb' + c¢’ -+ dd’

el
q'l = ‘?'1
i '?2 qii ] ]
(43.20) af | © T = 9@ + .+ gl
L q

alors Q et Q" sont des e.e.q. (positifs),

§ 43 ESPACES QUATERNIONIQUES 417

(43.21) — Soit A un opérateur (-linéaire appliquant un e 1) dans

|
(43.22)

| (43.23) ‘

(43.24) |

2

(43.25)

(43.26)

un e.c.q. E, Alors le transpos¢ & de A (défini en (20.3)) est
(-linéaire.

Ceci résulte des formules
a+bitetdk=a—bi—cj—dk ou f(g) EE%-";
[q] = [al
Exemple :

5i M est une matrice quaternionique (cf. (43.16)), M est la matrice
qualernionique oblenue en transposant chaque élément et en
echangeant les lignes et les colonnes ; ainsi :

a b da ¢
L d]:[E E} {a, b, e, d Q)

— Soient § et ¢’ deux éléments d'un e.e.q. E; alors

GriPHY) = REp.9")

Le quaternion J.{’ s'appelle produll quaternionique de & par ' ;

cette opéralion n'est pas symétrique : en effet :M; = 'q].qf ; notons

que ¢.4 est réel, donc que @)L} = .4

— 5i 8 est une Q-base d'un e.c.q. B, la mairice de Gram
G=35.5

est une matlrice quaternionique régulidre, vérifiant G = (3 Toul
e, posséde une (-base S wérifiant

vl
o
i
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avec Ik signes 4, n— k signes —; l'entier & est la (}-dimension
maximum d'un sous-e.e.q. positif (indice d'inertie quaternionigque).

(13.27) — 5i E est un e.e.q., les affineurs Q-lindoires ef arthogonaux de E
forment un groupe, appelé parfois groupe sympleclique, noté Sp(E).
(43.28) — Le lecteur adaptera aisément toules ces considérations aun

cas plus classique des espaces pecloriels compleres, en remplagant
() par le corps C des complexes.

Notons en particulicr que les scalaires complexes z sont Clinéaires ;
gqu'il existe des opérateurs multi[C-linéaires]; que les espaces E

enclidiens et complexes tels que 1 soit orlhogonal s'appellent

_espaces hermiliens (ou_hermitiques) ; que le groupe des aflineurs
orthogonaux et C-linéaires de E sappelle groupe unifaire ; on le
note TIHE).

§ 41 Théorie des spineurs.

Algébres d'opérateurs.

Définitions :
(44.1) | Seit E un espace vectoriel réel ; appelons L(E) I'ensemble des
opérateurs linéaires appliquant E dans E (affineurs de E).
Soit H une partie de £(E).
{2} Nous appellerons commufant de H, et nous noterons Com (H),
I'ensemble des aflineurs o tels que

[heH]=ae.h = h.a]
(b) Soit E' un sous-espace vectoriel de E. Nous dirons que E’

est stable par H si
[reE, heH] = [hiz) s E’]

{t) On dira que H est irréductible si
' 5 soit E' =E
i [E’ stable par H] = [snit B = (0} ).

(Y} On désigne minsi 1'espace vectoriel réduit 4 0 toul senl.

(44.1)

(44.2)
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{d) On dira que H est une algébre (réelle) si H n'est pas vide et si

sl h+hell
I ]J[ ﬁ_hn]
b heH. sheH

(g} On dira qu'une algébre H est un eorps si
[hell, h 0] = [ régulier, k- & H]
{f) Soit I une algébre de E ; E" un espace vectoriel.

On appellera représentation de H dans E’ un opérateur linéaire @,

appliquant H dans $(E", tel que
[h ke H] = [D{h.k) = O(k). B(K))

Théoréme ¢

Soit H une partie de C{E) ; Alintersection des algébres contenant H.
Alors :

{ay A est une algébre ; on Vappelle algébre engendrée par H.

() Les éléments de A sont les combinaisons lindaires de produils
d'élémenis de H.

i) Les sous-espaces vectoriels stables par H et par A sont les
mémes.

{d) [H irréductible] == [A irréductible]

i(¢) Com (H) est une algébre .

(/) Com (I} = Com (A).

(9) [H' € H] = [Com (H) € Com (H")].

(k) HS A € Com? (L) {*).

(i} Com?® (H} = Com (H).

() [H irréductible] = [Com (H} est un corps].

(" Lralgbbre Com® (H) = Com (Com ({H}) s'appelle bicommuotant de H.
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La wvérification de (a), (8, (e}, (), (), {g) est immédiate ; (d) est un corol-
laire évident de (c).

& la définition (44.1, o) montre que H S eom? (H) ; puisque Com?® (H) est
une algébre qui contient H, elle contient A ; d'on ().

— De HC Com®* (H), (g) permet de déduire Com? (H)CT Com (H); en
remplagant H par Com (H) dans (&), on trouve Com (H) ©Co 3 (H);
dolt (i),

— Soit @ un élément de com (I1) ; & le noyau de a et val (o) sont des sous-
espaces vectoriels sfables par H; sl H est irréductible el si @ n'est pas
nul, on a done val (a) = E, le noyau de a étant réduit 4 0; donc a est
réguliar, a-* €L (E}; pour tout heH, on a

a*h—h.a?! =atfha—ahl.a"l =0; d'oit a-!eCom(H), et {j).
C.QLF.D.

Définition :
Soit A une algébre sur un espace vectoriel E; H un sous-espace
vectoriel de A.
— On dit que H est un idéal (4 gauche) de A si

JeeA, hel] = [a.heH];
— On dit que H est un idéal minimal si tout idéal de A contenu
dans H eoineide avee H ou {o}.

Lemme :

Soit A une algébre irréductible sur un espace vectoriel E; H un
idéal minimal non nul de A ; p un éément de A vérifiant

pr=

1l existe alors un opératenr régulier F, appliquant E sur H, et
un vecteur V de E, tels que

L o op(V) =0
LV r aE AJ o [ﬂ,F{X} = F{ﬂ'(X}}]
X eE FOO(V) = X

(44.5)
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Pulsque H n'est pas nul, 01 existe hy e H et X, e E tels que by{X;) 5= 0;
posons V = X, — p(X,) et, pour tout i & H,

Rif) = (V).
Il est clair que R est une application linéaire de H dans F, que
&* Rifg) = fig( Ko — p(Xa)) = elXo) 5 03

& wal (H) est un sous-espace vectoriel stable par A ; comme val (B) n'est
pas rédult & 0 (4 canse de Jb), et comme A est irréductible, val (R) = E.

D’autre part, le noyau de B est un idéal contenn dans H, plus petit que H
4 cause de ok ; H étant minimal, ce noyau se réduit 4 0, B est régulier.
& il suffit de poser F = B! pour vérifier (5.

C.Q.F.I.

Théoréme :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie N (N = 2): A une
algébre irréductible sur E.

Il existe un entier n, des V; dans E el des opérateurs linéaires ‘F
définis sur E tels que

XeE F(X) £ A
O l ach l = [a.s‘F{X]I =J'F(G{K}}]
L <j k<n TFXNV) = ,X
et
% Y, ZjF{vi} =1z
! F=1

Supposons donné un opérateur p wvérlfiant les nypothéses sulvantes:

J’p e A
p =p°
& {1l existe des F et des V,; vérifianl {3, tels que

ﬂ-

p=72"F(V) , FX)=FX.p , pV)=V

Ja

(Exemple p =0, n =10
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Soil r le rang de p. 5ir <IN, p n'est pas régulier, il existe un X, non nul
dans son noyau; un oy de A tel que a{X,) # 0 [sinen X, engendrerait
un espace vectoriel stable de dimension 1, A ne serail pas irréductible].

Considérons I'ensemble J :
[aed] = { ach ]
a.p =
& J est un idéal de A ; il n'est pas réduit & 0, car & ay—a,.pcJ, et
ay —ag.p = 0, puisque o, — . pl(Xy) = a,(X,) # 0.

Parmi les idéanx non réduits & 0 contenus dans J, choisissons en un, H
de dimension minimuom ; & F est minimal.

2

Appliquons (44.4) : il existe un F et un V vérifiant (44.4, %) ; & on en tire

F(VIV) =V;
F(X).F(V) = F(X) ;
F(V) = F(V);

p-F(V) = F(p(V)) = 0.

Dautre part, pour tout X, F(X) e HCJ, d'on

F(X).p =0
| F(V).p = 0

Il résulte de & que, pour j = 1,2, ... ,n:

IF(X).F(V) = 0

[ SF(ENV) =0
F(VI(Vy) =0

F{x{V,) =0
& Toutes ces relations se résument de Ia fagon suivante: sl l'on pose
n=n+1, V,,, =V, ""F =F, p' =p + F(V), p’ vérifie lez conditions
.
Or on sait que la trace d'un projecteur est égale 4 son rang ; done le rang
r' de p' wérifie
' =Trp + F(V)} = r + TH{F(V))} =r + rang (F(V)),

d'edt = r pulsque & F(V) nest pas nul. En répétant ce processus un
notnbre fini de fois, on obtlendra done une solution p de &, dont le rang
sera égal & N ; p sera un projecteur régulier, done égal & 1,

.Q.F.D.

(44.6)
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Théoréme :

Soient 4 et E' deux espaces vectoriels de dimensions finies, N el
N’ respectivement ; A une algébre irréductible sur E.

1) 5i N’ < N, il n'existe pas d'autre représentation de A dans
E' que la représentation nulle.

2) 51 N’ = N, toute représentation non nulle @ de A dans E' est

donnée par
®(a) = M.a.M-?

M étant un opérateur linéaire régulier appliquant E sur E';
elle est réguliere et irréduclible (%).

3) 8 N = N, il n'existe pas de représentation irréductible de A
dans E".

1) %oit @ une représentation irréductible, non nulle, de A dans E'.

Tout élément a de A vérifie ¢ = a.ly = u_Z IF(V) = z AF(a(V,)) (nota-
k]

tions de (44.5) ; le cas trivial N = 1 est e.x-'.‘.llr!}.
— 11 existe done vn § tel que Pensemble H = val (9.fF) ne soil pas 0.
— Posons A' = ®ifA);sia' eA’, eH, ona
a' = ®a), A =T PFX), a.f = e FX)) = IFMaX)) cH :
H’ est un fdéal de A'.
— Soit HY un sous-ldéal de H' ; définissons E, par

% & By = [2PF(X)) ¢ HY]

& E, est stable par A, et par conséquent égal 2 {0} ou & E; done HY — {0}
oun H', H' est minimal

En appliquant {44.4) & E', A", H' (avec p = 0, on voit qu'il existe un opé-
rateur lincéaire régulier F* appliquant E' sur H, tel que

o o). FX') = F{Ba)(X);

{f} On dit gu'une représentation © est (redductible si Vensemble @+(A) des @{e) est
irréductible sur E': il est évident que ©+(A) esb une algibre.
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posons M = F'=1. @ fF: M applique E sur E': en remplagant X' par
M{X) dans ¢, il vient
F/{[0(a). MI(X)) = @{a).[[F'.M}(X)] = ©(a).[[®.F}X)]

= Q{a} [FFX))] = e /FX) = SUFa(X))} = F(M. al(3X)),
d'od, F' étant régulier, ${a). M = M.a; ceci montre gue le noyan de M

est un espace stable par A, donc réduit 4 {0} ; ainsi M est régulier, E ot E’
ont méme dimension, et Do) = M, a.M""

4 L'énoncé s'en déduit, en remarquant que de toute représentation non
nulle @ on peut déduire une représentation irréduetible non nulle en se
limitant & un sous-espace de E' {1,

COLF.D.

Théoréme :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie N (N = 2); A une

- algébre irréductible sur E,

Alors
A = Com?® (A).

Utilisons {44.5, $), et posons

| (%) = RV |

— La formule a./F(X) = F{a(X}} s'éerit alors

a (Y} =I{Y).a,
doh

o val (fI'yC Com (A)
Supposons que f e Com (val (FF}) ; on aura

BIF(X) = IF(X).3;
d'ofll
BUFQO(V,)) = TF(XHA(V,)
soit (ef. 44.5, O
B =IT{RVY

(ne pas semmer sur j)

*} Le sous-espace E° déflnl par @{1g)(X) = X cat stable par @A) et non nul; un
sous-eapace stable de Ev, non réduit 4 0, de dimension minimuam, répend & la question.

|
|
|
¥

{44.8)

(44.9)

|
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d'ol
*» Com {val ({Fi)c val (T").

FPuisgque val {{F)C A, on a Com (A)C Com (val (/F)} (th. (44.2, g0} ; en
comparant avec 7 et o, 0 vient

| val U} = Com (val (F)) = Com (&) pour j=1,2,...n |
Alors si v € Com?® (A) = Com (val {{I'}), on a
[ D{X) —I0(X) . ¢J(Vg) = 0
[ AFCV) — IF{((VI(X) =0

solt
et -
v =p.dg =y 2IF(V) = SIF(y(Vi)eA; doi Com?(A)CA;
] Fl
on sait que A Com?(A) (44.2, g).
C.Q.F.D.

Remarqgues :

— Le cas N =1 se traite immédiatement ; il n'existe que deux
algébres sur E, lalgébre des scalaires et U'algébre nulle ; toutes
deux sont irréductibles.

— Nous savons que K = Com (A) est un corps (44.2 {) ; on peut
le caleuler effectivement par la formule K = val (/T'). Puisque
A = Com (K), A est Uensemble des opératenrs R-linéaires qui
commutent avec K ou, comme on dit, Uensemble des opérateurs
K-linéaires. La nature de K va étre précisée par le théoréme suivant:

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie ; K un corps
réel d'opératenrs sur E (non réduit 4 0).

Alors 'une des trois circonstances suivantes a lieu :

{) K est I'ensemble des scalaires réels r =rlg (reR);

(b} E posséde une structure d'espace vecloriel compleze; K est
I'ensemble des scalaires complexes ¢ = ¢ 1y (£ € C);

(e) & posséde une structure despace vecloriel quaternionigue ; K
est 'ensemble des scalaires quaternioniques g (7 = Q) (voir (43,13},




(14.10)

(44.11)

(44.12)
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On peuat démontrer élémentairement ce théoréme en remarquant que
chaque élément de K wvérlfie une équation algébrique & coefficients réels,
décomposable en facteurs du premier et du second degré, donc qu'il se
met sous la forme a 1y 4+ & I (@, b réels, I* = — 1), et en discutant 1'en-
semble des éléments de K dont le carré vaut — 15 ().

— & Les démonstrations des théorémes (44.2, 4, 5, 6, 7) restent
valables lorsqu'on considére des espaces vectoriels compleres, des
algébres complexes C-irréductibles (c'est-d-dire dont les espaces
vectoriels complexes stables sont triviaux ; une R-algébre C-irré-
duectible n'est pas nécessairement RB-irréductible), des idéaux
complexes. Mais le théoréme (44.7) se simplifie; en utilisant
la méthode indiquée par (44.9), on wvoit que foul corps com-
plexe K colncide avec l'ensemble des scalaires (complexes); par
suite, foufe algébre complexe C-irréductible non nulle sur 15 est
l'ensemble des opérafeurs C-lindaires.

Indiquons enfin le théoréme :

Soit K un corps sur un espace vectoriel réel E de dimension finie.
Com (K) est une algébre irréductible ; Com?® (K) = K.

qui se démontre aisément en construisant des K-bhases de E. Nous

connaissons alors foules les algébres irréducfibles sur les espaces
de dimension finie.

Algébres de Dirac.
Définition :

Soit E un espace vectoriel réel; I' une partie de L(E).
Nous dirons que I' est une algébre de Dirac si :

{a) T est un espace vectoriel réel :

1eR ] _[r+y sl
nwtr el syel

(*) Voir Sonriau (réf, p. 265), chap. X, exere. 1.

e~

(44.12)

(44.13)

(44.15) 1

(44.16) |

(44.17)

e -
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(B) [y e '] = [y* scalaire] (*).
i¢) L'opérateur g défini sur I" par

[v. v €l = [y.¥' + ¥'.r = 29(y}(y') 1x]
est régulier.

— En général, une algtbre de Dirac I' n'est pas une algébre ;
I'algebre engendrée par I' (voir (44.2 a)) s’appelle algibre de Clif-
ford {(quand elle est irréductible).

— Soit " une algébre de Dirac. Puisque I'opérateur g est symé-
trique et régulier, il donne 4 ' une structure d'espace euclidien
(définition (29.1)); toutes les considérations du § 29 lui sont
applicables ; mais comme les éléments y de ' sont des opéraleurs,
on ne peut les identifier aux « contravecteurs » ¥ correspondants
{voir (17.6)); on ne pourra pas employer la notation .y’ pour
désigner le produit sealaire g (v){y'}; nous emploierons 4 l'ocea-
sion la notation v, v">.

Soient vy, Y --- 7 O éléments I' constituant une base; les
composantes du tenseur g dans cette base sont évidemment

1
g}.u. = <T3.= Tu.> - i .[‘IriV Yg, '}' Tu'T}.] {1}'

— On désigne habituellement par +* les ¢léments de la base
supplémenlaire, soit

T =g%,

On trouve immédiatement (Cf. (29.18))

g = AP =g 0

(1) En remplagant y par v - v, on constate que celte condition est dquivalents &
(&) [¥. ¥ &) = [v.v + v scalalre|

{#) Avee l'abus de notations qui conslste & identifier un nombre et 'opéralenr sca-
laire sur E comrespondant.
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@) Mo = A1 = 5 v + v 1O
(44.19) | 7= 1.7 =nlg (n — dimension de ) (2.

(44.20)

i44.21)

(44.22)

On sait que tout espace euclidien posséde une base orfhonormale,
telle que les vecteurs de base soient deux a deux orthogonausx,
ot que leurs carrés scalaires soient + 1, le nombre de signes +
étant U'indice d'inertie de 1'espace (29.34) ; par suite :

Soit I' une algébre de Dirac, n sa dimension, p son indice d'inertie :
I' posséde une base v, v, ... v, telle que

{ Tt Ye-ta=0 si As#p
[nl*=+1
le nombre de v, 4 carré + 1 est dgal a p.
Un caleul élémentaire permet d'en déduire :
L'opératenr
€= Y1-Tg - - - ¥, (notations {44.20))
vérifie
-y =[—11y,.ae{pour =12 ... n)
g [_ llﬂ-:rb;-'u_l_p
Théoréme :
Tout élément de 1'algébre engendrée par I' (notations (44.20))
est une combinaison linéaire des opérateurs suivants
[ -IE
Tie Yas - -+ ¥y
% o R LTI T P Rl Tr-1Tn
TiTa =r« Ta
dont le nombre est 1 4 CL + G ...+ Cp=2n

-

qui consiste & identifier un numl;\rt el l'npérallran A=

(*) Avec U'sbus de notations
laire sur E correspondant.
*} Convention d°Elnstein !

(44.24)
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En cffet, grace aux formules (44.20), & le produit de deux opérateurs
de ce tableau est encore un opérateur du tablean (au signe prés),

C.Q.F.D,
Théoréme :

Les éléments du tableau (44.22 ), & Uexception du premier et
peul-ttre du dernier, ont une trace nulle

La trace de v;.v, ... v, est nulle dans chacun des cas snivants :
1) si n est pair ;

% si nin + 1)

st pair.
5 -+ p est pai

Solt 8 =+5.732 +-- Tar un élément du tableaw.

Si r est pair (resp. impair), ¢ anticommute avec vy, pourve gue
wefresp. g] My .. 2. Solt elg = 4,2 (= = + 1} Alors

Tri{l) == Tr{l.v% =—eTr (rp-Bov) =— e Tr (0., =
d'or Tr(0) = 0.

— Tr {#),

mn 4+ 1 :
Dans le cas oi —{ -_:- } + pr est impair, 1. v ... 7o @ pOUr cartd — Ly

& il en résulte que sa trace est nulle (1),
C.OF.D,

Corollaire :

SiTr(v. v o o0 vo) = 0, les éléments du tablean (44.20 &) forment
une base pour 'algébre engendrée par I' {(dont la dimension est

done 2,

(*) 1 s"agit blen entendu de la Lrace réelle ; on peut le constater en construisant une
baze oi cel opératenr st représenté par la matrice
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430 GEOMETRIE ET RELATIVITE

a et b oétant deux éléments de cette algibre, posons un instant gla)b) =
Tr{a. ) ; si @ et bappartiennent au tableau et sont différents, & il résulte de
(44.24) que glalb) = 0, gla){a) = 0, gibyby £ 0; & le théorbme en résulte.

C.O.F.D,
Construction des algdbres de Dirac irréductibles,
Théoréme :

Soit [n, p] un couple d’entiers (0 < p = n).

On peut construire une algébre de Dirac ', telle que :

(a) T' est irréductible, de dimension n et d'indice d'inertis p;

{(b) T opére sur I'espace K* (K = 'un des corps R, C, Q0 ; N = puis-
sance de 2, donnés par le tableay ci-dessous) ; le commutant de
I' est I'ensemble des K-scalaires; I'algébre engendrée A (algébre
de Clifford) est I'ensemble des opérateurs K-linéaires.

n—2p + | |
multiple de 8: | 7 1,5 3 0,6 2,4
n i impair impair_ impair - |;a-ir - pair
K R ¢ | o | = Q
N 7 | % | 2 25
dim (K¥) T | o | % o™
lil'.m (A) 2n-1 2= "’_. 2= i an

Pour les premiéres valeurs de n, I'espace oi opére T' est donné
par le tableau suivant :

(44.26)
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g
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- BEEEREEEBHPEE
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Démonstration :

| Cas ol n=2p — 1

Ce cas se déduit évidemment de 1'énoncé suivant .

Pour tout p = 0, il existe des matrices véelles d’ordre 2oLy
Yau o+ o5 Yep—p- VOrifiant les relations

T T + Ta-Ta = 0 pour kh &£
@ ! (al® = [— 1

L Ti-Ya oo Yepm =1

et qui engendrent I'algébre de toutes les matrices réelles d'ordre
27,

& La démonstration se fait par récurrence sur p, en posant

¢ ni 0 0 i1 ol
p=p++ 1, e [ L S I g = |-—ben et = e
D | —T1j0] T=a= I{ig

Indiquons les premiéres matrices ainsi construites :

h=p=1: =1

I 07
n=sp=2 w=[ O n=[ Y wmp ]
signes des carrés : + o +

Dans ce cas, lalgébre de Dirac est 1'ensemble des matrices de
trace nulle.

|
|
!mm
|

| (44.20) I
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n=5p=23
1 0 00 01 00
0—1 0 0 _|—100 0
mM=io0 0 —10'™ {0 0o0—1})
o o 01 o010
_|_ o
01 0 0 00 10 0010
_|r0 0 o 0001y 0001
B=loo 0o —1"" |10 00T ]1000
00o-10 0-100 o100
| = +

| Cas n—2p = 1,5 (M 8)
En considérant les matrices <, ci-dessus comme complexes, ef
en mullipliant r d'entre elles par 4, on obtient évidemment une

algébre de Dirac de dimension impaire n, d'indice d'inertie p
arbitraire, composée de matrices complexes.

81 r est impair, ¢'est-d-dire 5si n — 2p =1 (M° 4), les matrices +",
obtenues wvérifieront .4 ... v, = + i (CL. (44.27 $)); par
suite [ fait partie de Valgébre de Clifford, donc aussi les v, done
toutes les matrices complexes d'ordre 2; par snite l'algébre de
Dirac obtenue est irréductible (th. (44.11) et th. (44,2 d)).

Indiguons que dans le cas n = p = 3, l'algébre de Dirac est
I'ensemble des mafrices hermiliennes de froce nulfle; on choisit
souvent comme base orthonormale les mafrices de Panli

a=[te)==[ o] ==[o )

qui vérifient oy.05.5 = L
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Cas n =3, p=10

Il suffit de considérer les trois quaternions
Yi=, T2=f n==FK

considérés comme opératewrs sur I'ensemble ) des quaternions
suivanl la convention (43.15):

) =q¢" (g, ¢ =0Q)

Alors 'algébre de Dirac est I'ensemble des quaternions de trace
nulle ; Palgébre de Clifford est le corps des quaternions : son com-
mutant est le corps des scalaires quaternionigues (43.13) g :

/7)) =q0'q q. ¢ Q)

Cas n impair (fin)

1} Supposons que nous ayons construit une algébre de Dirac T
=1

engendrant 'algébre de toutes les matrices réelles dordre 2%
avec n—2p =7 (M° 8).

]

Considérons les matrices quaternioniques +' de Ia forme

avee yel'(), ¢, e = 4+ 1.

{1 ¥ eat une l:mtncu réelle, identifice & une matrice qnn!.cmmmqus particulitre.
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Il est clair que yv'* = +* 4 &[g|% done gue les ¢ forment une algéhre
de Dirac I' de dimension n" = n - 4, d'indice d'inertie p* = p+4
(sie=+1)oup' =p(sie=—1); on a donc n' —2p" =3

(Mo 8). &On vérifie que I eugeudre I'algébre de toules les matrices
w3

quaternioniques de dimension 2 ® ;1" est done irréductible.
Exemple :

En partant de n = p = 1, et en prenant = = — 1, on
obtient une algébre de Dirac qualernionique irréductible avec
n =35, p =1 (cas de la relativité 4 5 dimensions), ayant une base
orthonormale constituée des matrices quaternioniques d'ordre 2

1 0 [I f l'l }.
= 0 — 0 u TS = .
0—1
L ongl - TR
2} Supposons que nous ayons construit une algébre de Dirac T,
engendrant I'algébre de toutes les matrices quaternioniques d’ordre
el
2%, avecn —2p =3 (Mo 8).

Considérons les matrices de la forme

Il est clair que v"* = +* + ¢ |gq|% donc que les ' forment une

algtbre de Dirac [ de dimension n' = n + 4, d'indice d’inertie

pP=p+4{(sie=41)oup =p (i e=—1); on a donc

n'—323p' =7 (M® 8). & On vérifie que I engendre 1'algébre de
n-l

toutes les matrices d'ordre 2 2 dont les éléments sont des opé-
ratenrs RB-linéaires sur () ; ¢’est-d-dire I'ensemble de tous les opé-

I est done irréductible.

ratewrs R-linéaires sur 27



(44.31)

(44.32)

(44.33)
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— On peut prendre une R-base de ) (), ce qui permet de repré-
senter les éléments de la matrice v* au moyen de matrices réelles

Wi
d'ordre 4 ; v' devient alors une matrice réelle d'ordre 2 ¥ ; I'algébre
engendrée est celle de toutes les malrices réelles de cet ordre.

Exemple :
En partant du cas n = 3, p = 0 traité ci-dessus, et en faisant
e = —1, on obtient I'algébre de Dirac I' des

q—r " "
| (g.reQ; Trig) =
- (g.reQ (@) =0
(n=7, p=20); les opérateurs s + v (s R, v eI s'appellent
octonions ou oclaves de Cayley.

3) & Les constructions indiquées jusqu'a présent permettent de
traiter tous les cas n impair du th. (44.25).

[ C:s n pair.m

Si n est pair, associons a chaque couple (n, p) le cas déja traité
(n', p) donné par le tableau suivant :

podp Mol | o~ ] po ) KT O] W
o fmwrfpwr| o m | oo
2 [n+1| p | o | 2%
4 |n#r | p4r| @ | 2T
6 n+1 P &} ‘ZE

() 81 V'on cholsit la base |1 i J k], le quaternlon ¢ = a + b + ¢ + dk est
—f —e —=d

u
représenté par 1o matclce [: j _ﬂ M:] le scalaire quaternionique g

d —¢ b a

—

-

(44.34) [
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Si on s'est donné une base orthonormale vy, o, - - .y Yoy de cette
algebre de Dirac, I", il suffira de supprimer 'un des v, pour obte-
nir une base d'une algébre de Dirac I' correspondant au cas (n, p)
(on prendra v*=+4+1sin—2p =0, 4 (M? B), ;2 =—1 si
n—32p = 2,6 (M© 8)). Il résulte de (14.24) que 1'algébre engendrée
par T'a la dimension 2* ; elle cotncide done avee U'algébre engendrée
par I, qui a Ia méme dimension. Ce qui achéve la démonstration
de (44.25).

Exemples :
— n =4, p =1 (cas de la Relativité).

Omn est ramené au cas n =5, p = 1 (voir le tableau (44.33}) ; on
peut prendre une base formée de matrices quaternioniques, par
exemple

a=ft S e-Plw=0 ] w-0Y

La matrice y;.vs.7a-7, 5t égale 4 v (Cf. (44.30)).

- Bien entendu, il est loisible de remplacer les quaternions 1,
i, f, & par des matrices réelles d'ordre 4 (voir (44.31)); les v,
deviennent alors des matrices réelles d'ordre 8.

~ (n peut anssi considérer les quaternions comme [ormant un
espace complexe de dimension 2 (puisque 'on sait multiplier un
quaternion par un nombre complexe a + bi, quaternion particu-
lier) ; on les remplace alors par des matrices complexes d'ordre 2,
et les v, par des matrices complexes d'ordre 4 (mafrices de Dirac).

En prenant la base [1 j], on trouve :




e rr—r————

(44.35)

{44.36)
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g :: [ W0 [0 —1 |
[n 1]" [u-_:]’ [1 0 ’k"[—i {}J’
1 o0 o 00 i 0 00 0—1
_ﬁ_ﬁﬂ]l}l} +l]{}ﬂ—i 0O 0 1 0
0 b=1 0 W g 90 PP ein gk
¢ 00 —3 0—i0 0 | 1 0 0 0
0 0 0 —; 0 0 —=1 0
- 0 0 —i o | 00 0 —1
8 O —i ¢ 0(%7l1 00 o
—i 0 0 0 01 0 0

Mais ces écritures réclle et complexe ne mettent pas en évidence
le commutant de 'algéhre.

— Casn=4, p =3

On expose souvent la Relativité en adoptant un signe opposé
pour le tenseur ¢, ce qui conduit 4 p=3

L’algebre de Dirac irréductible correspondante s'obtient & partir
de n =25, p=23 (Cf. {44.33}}, par suppression d'une matrice a
carré e 1= on peut ainsi former une hase orthogonale formée
de matrices réelles (mafrices de Majorana), telles que -

0010 0010 01 0 0
*n—u 001']_:{}001 {10 0 o
—1L 0 002" J1000|" * o0 0 —1]
| SR G ) 0100 00—1 0
- + +

1 0 0 0

Tw=10—1 0 0

0 0 —10

D0 01

+

elles engendrent I'algébre des matrices réelles d'ordre 4.

r
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T (  Spineurs et groupe de Clifford.

Définition :

On considere un espace euclidien & et un espace vecloriel L.
¢ On dit que E est un espace de spineurs de & si 'on a choisi :

(@) Un opérateur linéaire régulier +, appliquant & dans C{E), tel
Logque

| HX)? = g(XX) 155

(44.37) | val (y) est irréductible ;

{(b) Une stroclure d'espace K-vectoriel sur E (K = R, C ou )
| telle gue U'ensemble des F-scalaires soil le commutant de val ().

i On dira que v est opérafenr de Dirac de B, que K est le corps de
| [ base de E.

Théoréme :

Soit & un espace euclidien ; soient n et p sa dimension ¢f son indice
d'inertie.

1) & posséde un espace de spineurs.

2) Spoient E et E' deux espaces de spineurs de £ ; v et +" les opé-
rateurs de Dirac correspondants.

— Alors E et E' onl méme corps de base el méme dimension

(44.38) {donnés, en fonction de n et p, par le tableau (44.25)).

— Si n est pair, il existe un opérateur K-lindaire régulier A,
appliquant I% sur E', tel que

o Y(X) = A.w(X). A2

— 5i n est impair, il existe un opérateur K-linéaire régulier A,
appliquant E sur E', et un nombre = (¢ = + 1), lels que

@ Y(X) = eh.y(X). A,
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1) Le théoréme (44.25) nous permet de conslruire une algibre de Dirac
irvéductible T, de dimension n, d'indice d'inertie P opérant sur K¥ (K = R,
Coou ) ; choisissons une hase orthonermale 5; de &, une base orthonor-
male v, de T {on donnera Je méme numeéro 4 des dléments 1y el 8, ayant
méme carrd scalaire), el posons

& T} = PS4 X}y

& l'opérateur de Dirae v et le corps de base K fonl de K¥ un espace de
apineurs de &

2} Nous allons établic la 2° partie du théoréme dans le cas ol E esl Vespace
de spineurs que nous venons de construire. 4 Le cas géndral s'en déduit,
Considérons toujours la base S, les matrices Ta= 75y} ; posons ¢, — (5
ay h—23p =-—1 (M°, 4).

Il résulte alors de (44.23, 24 que lalgébre de Clifford A’ engendrée par
val (') posside la base

1,
o =0 Ta
et Yacdsyhe
YI1~YI-:r T

dont nous appellerons les éléments a)(l = 1,2, .., 27,

De méme, avee les +,, on forme nne base de Ialgibre de Clifford A engendrée
par val {y).

Posons
'I'(Z a;.*:r) - Zu",.‘a.' {’reR)
7 1
On a en particulier
(X)) = ri(X);

Comme les tables de multiplication des @'y el des o, sonk les mémes, & @
est une représenfafion irrdduelible dalgébre frréduciible ; il résulte de (44.6)
Vexistence d'un opératenr Nnéaire régulier A, appliquant E sor E', tal
e ’
[geA]l= ®{a) =A.a. AT
d'oi
T = Ay (XD, AT

. - ——— e
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Soienl K et IK° les corps de base respectifs de E ef E'; !‘ulmemhle td_v:s
H-sealaires de I est le commutant de A; son transmulé pm_ﬁ e{s{ _c
commutant de &°, done Pensemble des K'-scalaives ; par suite dim (K) =

dim (K7, doi K = K

a) K =R
Alors A résout le probléme.
a) K =0

i i P e = ... T'e appartient au
101 est impair (tablean (44.25)); a's T: L8
J:uﬂ:nur;ant de Al‘?ul, ale carré — 1 {(44.21) ; done a'y- = £ i; en changeant
an besein " en — ', on peut réaliser
Wy =dy , dy =&lg
dlofl A.ig.A™1 =iy ; A est CAlingaire, il résout le probléme.
a K = .
L - bleaw des ap, ap L @p, F @8 ;
lors n est palr (Cf. {14.25)) ; formons le ta
f:nmrfna dansple cas des Lhéorémes (44,23, 24), on constate que ce tableau

est une base pour lalgébre engendrée par val {¥") et par son commutant ;
on peut done préciser T'opératear @ en suppuosant

o (Za ) =2aduq (4=0Q
I T
Lopératenr A correspondant vérilie toujours

(X) = A X)AT

lus
et, en p Al A1 = Gy

A est {linéaire,

b) p—2p =—1 (M" 4}. J ‘ o
< s il Al b ot Teipas
& sous-tendu par S, Sg ..oy Spoe o0 st ramend 4 l_’un _rles cas précédents
(i) ou {a,); on forme ainsi un opérateur A, K-linsaire, tel que
Ap.At =+ (pour y=n—1);
-;an a aussi A yg.At = ¥y done A nésout le probléme.
CLF.D.




I
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Définition, théoréme :

Soit & un espace euclidien de dimension n; E un espace de spi-

neurs de & (K et v désigneront son corps de base et son opé-
rateur de Dirac),

1} L'ensemble § des opérateurs A tels que :

5 A e YE), A régulier
A est K-linéaire
{ [X €8] = [A.1(X). AL & val ()]

esl un groupe, appelé groupe de Clifford de L.

2) L'opérateur R défini par

(44.39) Xe8
X Eo] = 1A = vaea)x)

est une représentation de % dans le groupe orthogonal O(8), appelée
% représentation de spin.

3
) (&) si n est pair

VAl (1) { SO(E) si n est impair

4) Le noyau de la représentation de spin R est 'ensemble des
scalaires s tels que

[seHaiK=l'{ ou )
seC si K=0C

a) La wérification de (1) et (2) est immédiate.
i) Supposons n pair ; soit B un élément de O(8). & L'opérateur ' :

(X} = y(B(X)) est un opérateur de Dirac ; le théoréme pricédent montre
quil existe un A, appliquant E sur E, K-linéaire, tel que

T(X) = AL y(X). A= ;

& Ae® , B =JR(A)
€) Supposons n impair ; le méme ralsonnement montre que
O [B & 0E)] == [+ B e val ()]

{4440

(44.41)
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— Considérons le tenseur B définl par
BN M(Xa) - -+ (Xu) = Tr (er(Xa). v(Xa) ... ¥(Xa))

avec

1 31t K=R ou Q
i 5i K=C
is = I -forme non
le tenseur antlsymétrisé w = P (8) (Cf. {25.32)) est une n :
nulle : & on le voit en prenant anm M Koy o000 Xy les vecteurs d une base
orthonormale de &
Sl B =MA) AcH dona:
BB ... (B = 6(X) .. (K
d'oi )
a(BOED) -« (BIXa)) = w(Xy) ..o (Ko

soit del (B) = + 1 (26.13). Done

val (R) S SO(E) (20.31)

S B £ 50 (8), — B ¢ 50 (8) {pnisque n est impair) ; done — B ¢ val (/) ;
par conségquent B eval (R) {ef. Q). D'olt le (3.

i tient au commu-
d} §i #(A) = 1g la définition de & montre que A appar
Lgni de wval (y) ;Ed.unc A est un K-scalaire (44.37, B). Cm_nme A, est K-liné-
aire (par définition de §), A commute avec les K-scalaires, D'oin (4).

G.Q.F.D.

— Supposons K = 1R ou Q ().
Si B = #R(A) (A e9), limage réciproque R-(B) est l‘euw‘n‘hlc
des sA, s e R (44.39,4). On peul « normer o A par la Dﬂl}dltlﬂﬂ
|det (A)| = 1, définissant ainsi le groupe de Clifford restreint G, ;
Aed ]
A e8] el (o) = 1

—_ & en restreignant R A G, val (R) reste égal & O(&) ou i SE‘J{E},
suivant la parité de n; le noyau de la représentation de spin se

() Pour fixer les ldées: avee quelques complications, les considérations suivantes
s'dtendent au cas K = G
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réduit 4 4 15; on peut alors définir sur 5, une structure de variéte

. .omn-—1
de classe C=, de dimension il-g }, par la condition que R est

une projection de 8§, dans O(f) (voir (7.1} ; on sait que O() est
déja pourvu d'une telle structure de variété (29.32)). Le groupe
discref [A ~ + A], la projection ® font de 8, un revélemen! du
groupe O(&) (SO(E) si n est impair) {*).

{44.43) — Soit € l'espace vectoriel tangent &4 G, au point 15: & € est
un espace vectoriel de K-affineurs de E, caractérisé par les pro-

priétis
:u-:-f] é[ Tr(3) =0 ]
X ek [ v(X)]- & val (v)

— € posséde la hase

Yi-¥er v +os T2 Fur T3 = o0 Troa- Yo (Dotations {44,2[]}}
—[ref,AeG] = [A.a.A1c |
Théoréme ;

[W 3 ef] = [[An] ()

{44.43) )
[%, '] désignant le commutateur 3.3 — AL

Ce théoréme est un corollaire des formules élémentaires -
H 1 1
(44.44) g {a, prg—<a, ¢>p = 5 Lo pgl = il e qll

[2, gI<b, p> +[p, al<b, 4> + [q, b]¢a, p> + {b pla, g>
(44.45) 1 1 1
= [ab, pq] = E[[”’ bl pg] = 5 lab. [p. 4]l = 7 e B 1p. gl

(') Om appelle généralement revélement d'un graupe fopologique un revitement qul

est aussl un groupe lopologique, 1a projection élant un homomorphisme ; ¢’est blen
lo cas ici,
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valables si @, b, p, ¢ appartiennent 4 une algébre de Dirac quc}—
conque. On peut aussi le déduire de la théorie des groupes de me
(€ est Ualgébre de Lie du groupe G,). Signalons aussi le Lhéoréme :

{ — 1l existe un opérateur régulier 8, appliquant T sur I'ensemble
i des opérateurs anlisymétriques de & (1), défini par

[»eL, X e8] = [v(8((X)) = [» v(X)I;
on a S([y(Y), v(Z)) = 4Y.Z—Z.Y] (Y,Z¥).

o I — Si A est une variable qui parcourt G,, et & une dérivation,
(44.46) | . o
A13A et

B[R(ANX)] = R{ANS(A BANK) + 3X)

— 5i aef, on a:
| & c G, R = 5™

Théoréme {nofations précédenfes)

(44.47) | Supposons toujours K =R ou Q.

1) 1l existe un nombre ¢ (donné par le tableau (7} et un opérateur
R-bilinéaire régulier g tels que:

.8 eE (a) g(¥)(®) e R
O Lllx f & l = [{b} gl X) - 4)H) = EH(dJ}(T{K}-ﬁJ]
seK (c) gls)(ti) = gl4)i8s)
i n—multiple de -’1-:“ 0 1 2 ‘ _ .3_
@ — e | - - —
£ h +1 +1 +1 ‘ —1

" ;'Ilh. espace ouclidien est dit antisymétrique si

ﬁ On rappelle qu'un affinear
o= —H (20.30).
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(44.47) [ 2} = élant donné, tout auire opérateur §" hilinéaire régulier véri-

fiant & est le produit de g par un nembre réel non nul.
3} g est symétrique ou aniisymeéfrigue.

4) Soit A un élément du grou : :
pe de Clifford G de E: &
grovupe de Chﬁﬂl‘tf restreint, ﬂ: : st Ql le

Alors :
i (@) 1l existe un nombre réel non nul p tel que

G(AY(AB) = ag(L)(B)
i (B) [A e8] =g =1]

a) Soit E* le dual réel de E, Si l'on pose {pour o cE*, s e K, X g8
: q:# - g,i
(XKD = sp.1(X)
& ' et K font de E* un nouvel ex i
pace de spineurs de & 11 sulit d’apnli-
quer le théordme (44.38) an couple E, E* (¢en posant A = ) pour tr;uu-e?-pg I
&} On sait que e est arbitraice si o est air ; ;
; sl
e pair ; sl est impair, on note que
& S = ovevs o YD) = gy, ... fu- Al
e vyl o=t ... v & DVo0 LV i

¢} $1 g vérifle aussi O, 4 g-'. ¢’ commut
L L] d
laires ; e'est done unII Ei-scalaire. I

dy & L'opérateur g B} = i £ i :
el é}!?’{ﬂ{ b= g(8Ng)] vérifie anssi O : d'oi ¢ =g b

51 Ae%, & Popérateur g [ (ay = gi A i i
done g, réel, tel gque g = pg. D'a?:?-:i.}a}: FAPRAL el et

e} Quel que soit 'affineur A de E, & l'opérateur & défini par
FHAYHE = giy)iA0)
vér{ﬂc ‘]:r {A} = Tr (A} {généralisation de {29.29) au cas o0 g peut dtre
Antisymétrique) ; on en déduit (1) det (A) = det (A).
SIAES, ona A A =p; don [[det (A)] = 1 ==[{g] = 1)

C.OF.D.

UV Vol par exemple Sourian (réf, p. 117), § 15, lurmute.s.-ﬁz.

(44.48)
&
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Terminons sur exemple suivant :

On considére un espace euclidien & de dimension 5, d'indice
d'inertie 1; un espace de spincurs E de &; soit v opérateur de
Dirvac. Alors :

— Le corps de base de E est celui des quaternions ;

— Liopérateur g (44.47) donne 4 E wne structure d'espace eucli-
dien guaternionique, de Q-dimension 2, de Q-indice d'inertie 1 (voir
le § 43); E posséde une (J-base T telle que

=-—-_[1 0
T.1 _[ﬂ—l]

— L’algébre de Dirac val () est 'ensemble des Q-affineurs symé-
trigues de frace nuolle ;

[A € val (v)] < ln =T.[; __f].T—i, reR g0
= [A? = — g7 ).
— Le groupe de Clifford restreint §; est U'ensemble des Q-allineurs
A vérifiant 8. A = 4+ 1.
—[AeB AA=+1]
A PIE o u 0
EEH, |’ﬁ — .-r[\ + | | 2 i ____] [ ]’i‘—l; a'ulul:_Q, iu! :]ul =] 1
i v+ [a]3] L0 e
=[R (A} = rotation orthochrone (%))
— [A =4, AN =— 1] = [R{A) = rotation antichrone].

(*} wal (v} posséde done une base erthonormale trensmulbée par T des matrice v
derites an (44.50),

« s
(% On wvolt gue la correspondance [u] -+ A est binnivogque; 1= groupe A A =1 est
v

done homéomorphe su produit direct B = 5, x 5, (5, désignant la sphére 4 3 dimen-
slons), done simplement connere (Voir la note 1L 4 fa fin de ouvrage) ; la représenta-
tion R, limitée & ce sous-groape, définit dont le repéfement universel dir growupe reslreind

{cl. {29.45)) de &



(44.49)

(45.1)

(45.2) |

(153) |
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— On passe au cas 1 — 4, p = 1 (spineurs de Dirac) en se limi-
tant & la parlie de 'algtbre de Dirac val (¥) qui anticommute
avet o = T.v;. T, cest-d-dire au cas § = —g¢; on obtient le
nouvean groupe de Clifford reslreint en se limitant aux Q-affi-

neurs A tels que AA =31 Ae = - A les choix de ces deux
signes correspondent, dans la représentation R, aux quafre nappes
du groupe de Lorenz,

§ 45 Equation de Dirac.
Dérivation covariante des spineurs.
Soit T une variété riemannienne (de dimension n, d'indice d’iner-

tie p), telle que le champ [X ~ g] soit différentiable (§ 30).

Soit d'autre parl I" une algébre de Dirac irréductible, de dimension
n, d'indice d'inertie p, opérant sur un espace E (th. {44.25)).

— X, étant un point de U, on peut aisément construire, dans un
voisinage de X, un champ différentiable de bases orthonormales,
[X ~T]

Soit d’autre part vy, v, ..., 7, une base orthonormale de I'; si
nous posons, pour tout vecteur V tangent 4 U en X :

V) = Z T TV

& v est un epérateur de Dirac, qui fait de E un espace de spineurs
de Dy (%) :

[V, W e Dg] = [v(V). v(W) + v(W).y(V) = 2g(V)}(W) 14]

& le champ X ~ v est différentiable.

{*} Om rappelle que Dy désigne Uespace vectoricl tangent & U en 30 — On a supposé,
bien entenda, que les signes des carrds scalaires des T, et des v, $e correspondaient
dans la numérotation.

{(45.4)

(45.6) |

(45.7) |
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— Inversement, si on a défini, dans un ouvert de U, un champ
differentiable [X — ] d'opérateurs de Dirac de Dg, tel que
val(y) = T, ef si I'on pose

T, = 11

T =[T;.Ty ... T,] est une base orthonormale ; le champ.[X - T]
esl différentiable, et 'on a (453.2).

— Soit [X - V] un champ différentiable de vecteurs; & une déri-
vation. En dérivant (45.2), il vient

&
8[y(V)] = v(&V)

T

3 désignant la dérivalion covariante dans la base T (voir (28.10)).

En désignant par BV lIa dérivée covariante de V dans la connexion
riemanienie de U (30.13), et par I la différence entre la connexion
de la base T el la connexion riemanienne (th. (28.34)), on a donc

(V)] = +(BV + 11(3X). V)

En dérivant (45.3}), et en notant que

S[gCVIW)] = g(BV)(W) + g(V)EW)
puisque 8g = 0, il vient

gUHEX)VHW) + g(V)(HEX)W) =0
dofi, V et W étant arbitraires au point X:

H(3X) = — H(3X) (notations (29.3)).
— Supposons désormais que le corps de base K de 'espace E est

R ou ) (%) ; adoptons les notations (44.40, 44.42), € désigr{ﬂnt en
particulier I'algébre de Lie du groupe de Clilford restreint g

,:_1]_[__,: tablean (44.26) mml;rn que U'on pedl Loujours se ramener & oo cas, 0 chan-
geanl g en —g.
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P'opérateur 8 défini en (14.46) applique € sur U'ensemble des affi-
{ neurs antisymétriques de Dy ; on peut done poser

i 45.8) | MIX) = — §-Y{H(3X)) [MBX) e ]
d'olt, grice 4 (14.46),
@69 | Bv(V)] = (V) + [x(V), 2(3X)]
[v(V), MBX)] désignant le commutatenr v(V). :(3X) — MEX). (V).
| Soit [X ~ ] une application différentiable de U dans E (« champ
de spineurs s} ; nous conviendrons de définir la dérivation cova-
riante des spineurs en posant :
(45.10) | By = 3 -+ AEX)
de sorte que (45.9) pent s'éerire (1) :
| sy SYOVH = vBV).0 + v(V). 3y
— Ecrivons les formules précédentes & I'aide d'une carfe [z~ X] ;
PR B2
désignons par 5 la base o+ posons
(45.12) | Yo = 7(58,) = v(3,X); &, = WS} (%)

et, conformément & (44.16)
(45.13) | T =Y.

Silel, on vérifie & aide de (44.44) que

; 1
(45.14) i 'E = g [ [Tu* 1]

('} Cette formule montre que la dérivation covarlante des spincurs ne dépend que de

E IPopérateur ¢ (ob pas du choix de la base T).
(*) Ne pas confondre avec les v, choisis en (45.2).
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d'autre part la formule (45.9), appliquée au cas & = o, V = 5§,
donne

(45.15) | vt = Dor, + [res B

compte tenu de (28.56) ;
d i

v

1
(45.16) h =g [ 0 — Ll
Un caleul élémentaire permet d'en déduire les formules :

1 v
{45.17) P ——— [0, — Aruly

1
{45.18) Ty — Ny = 07" ok TRy = 3 Juy']

u étant la racine carrée due déterminant de Gram.

— Supposons que nous changions le champ [X - v] en [X -~ %],
en conservant le champ [X - g]. Il existe alors un champ diffé-
rentiable d'affineurs orthogonaux, [X ~DB], tel que

(45.19) | (V) = v(BY)

| Sur un ouvert simplemen! connere, il existe donc un nombre e
(e = 1+ 1) et un champ différentiable [X ~ A] (A €9, tels que

PHV) = eAp(V). A
(CE (44.41) et {10.24) ; on peut prendre ¢ = + 1 si n est pair).

En différentiant cette formule, & on en déduil la formule de déri-
vation covariante des spineurs correspondante :

3L o= 8 + AEX)N




{45.20) |

(45.21) |

(15.22) |

{(45.23) |

(15.24) |

(45.25) |

(45.26) }
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avec

AHAX) = A A(BX). A1 —BA AT
soit

§*¢J s .%..ﬁf\‘l,LP]

— Considérons l'opérateur différentiel D, défini sur les champs
de spineurs par

DY = ol = v + il
Il est clair que cet opérateur ne dépend pas de la carte choisie,
mais seulement du champ [X ~ v] ; dans le cas oil U est un espace
euclidien, et ol I'on a choisi v constant, on trouve immédiate-

ment D = y¥y" Bk = Ad: on peut done définir le laplacien
d'un champ de spincurs par la formule (1) :

A = DAY
Par suite, si le champ [X ~ ] est solution de Végualion de Dirac :
T + af = 0 (& = constante réelle)
il wérifie aussi 1'équation
A — at = {.

Dans un changement du champ [X - ] en [X < ¥, il résulte
de (45.18) et (45.20) que D est remplacé par l'opérateur D* :

DMy = A DALY

Equation de Dirac en relativité 3 5 dimensions.

— Soit E un espace euclidien quaternionique, hvperbolique, de
Q-dimension 2; on sait que l'ensemble I' des Q-affineurs S5y Imé-

() On peut considérer les formes non homogénes comme des spineurs {mon irréduc-
tibles), en posant (V) = Int{V} + ExL ({V); (45.23) enincide alors avec la définition
(30.40) da laplacien d'une forme, L

b

(45.27)

(45.28) |

(45.29)

(45.30) |
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triques de trace nulle de E est une algébre de Dirac, de dimension 5,
d'indice d'inertie 1 (44.48).

Considérons, sur 'univers pentadimensionnel U (§ 40), un phéno-
méne physigque défini par 4 champs différentiables :

[X-=4] (4ek);

[X =9l (peE);

[X -] (v = opérateur linéaire régulier appliquant Dy sur I');
[X = 8] (8 = tenseur symétrique, contravariant, du second ordre).

Adoptons pour ce phénoméne la présence

P=p+ P

avec

N . S _ _
P = R(ep.«r:_arj, ajcp.?r.tp—i o[ — ] vEd +2r1q:-.r1a)

1
P = 5 Bk [9‘,1 — Y Tl

— i désigne une constante réelle ; on a posé
i =y®X) ., Y =¢""e;

Fiig) désigne la partie réclle d'un quaternion q; <y, v, le produit
scalaire de v; et v,, défini (44.15) par

20v; vl = Y- Y + Yu- Y5

& Cette présence p est conforme aux prineipes de la théorie (§ 40).
Etudions les diverses équations aux variations,

- L’équalion aux variations du tenseur @ est immédiate :

I = {Tp Ter
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Il en résulte que Vopérateur de Dirac v et le corps Q font de E
un espace de spineurs pour Dy ; on peut done appliquer les consi-
dérations précédentes aux champs de spineurs [X - ¢], [X =]

On constate en particulier que I'on a

(45.31) ] U=tV =y % =—,
PFapplication de la formule (45.17) conduit alors 4 identité
(45.32) | P = R(p. DY — De.¢ + 2a3.4)
Considérons le champ de vecteurs [X - J] défini par
(45.33) IIV) = Rip.v(V).4) ;
les composantes de J sont :
(45.34) | JE = R(E.v*.4)
et caleulons (cf. (30.27))
divJ = o, J¢ + i T+
= RO 759 + 2 v 0 + B2y + Tyt ) ;
grice & (45.18) et (45.31), il vient
(45.35) | div J = R(Dgp.¢ L 5.D¢)
— Considérons un pavé C (Cf. {33.1)) et une variation 5 des seuls
champs X~ 4, X~ J; la formule d*Ostrogradski {composée de
la formule de Stokes et de (30.35)), et la formule {45.35), dans
laquelle on remplace successivement 7 par 8y, ¢ par &, donnent
(15.36) ] |, 5®Be.4 +50.900¢ = [ 3Do.34 + 5.5 = 0

p désignant la densité riemanienne ;
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en utilisant 'expression (45.32) de p,, on en déduit la formule
(45.37) '; aj{, pe =2 f LR35 (DY + ) — REYUDy — aghle

d'oit 'on déduit les équations aux variations de o ef

(ﬁ‘i"-{-& '-V—L:f u_J

DY+ af =0
Dy —ap =0;

¢ et ¢ vérifienf chacun ima!équaiiﬂn de Dirac. E

~— Supposons maintenant que 'on donne simultanément une
variation 3 au champ [X - +] (nulle au bord de C). I résulte
de (34.12¢), et de la structure cuclidienne de T, Pexistence de
nombres Wik tels que la formule {45.37) se compléte en

(45.38)

= [ 23719y + ab] — 31D — apl) + Wikcx,, dvoke

Il résulte de (45.32) el (45.26) que la présence p esl invarianie
dans toule substitution

(45.40) | b~Ab 9-Ap v~ Aly AT

A étant un élément do groupe de Clifford restreint G, En diffé-
rentiant, puis en faisant A = 1, on voit que 5p est nul si l'on a

(43.41) B =M, 3 =i Bye=[h il

 étant un élément de V'algébre de Lie €; &i 'on prend un champ
[X - 2] nul au bord de C, et si l'on porte dans {45.39), il vient

4542 0= [ EROG.DY + all 3. [Dg—as]) + Wiy, [h viD} e
Q



(45.43)

(45.44)

{45.15)

(15.46)

(45.47)

(45.48)
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d'olt, compte tenu des équations aux wvariations (45.38) :
Wity [% vi]> = 0 pour tout s e

en appliquant (44.46), & on peut écrire cette proposition sous la
forme

Wik — Wy,

En utilisant (45.39) et (43.29), on trouve immédiatement I'équa-
tion aux variations du champ [X 4] :

Wik — @ik
(on rappelle qu'on a suppasé @/* — B4),

On voit done que 'on pourra choisir arbitrairement le champ X -+ y]
pourvu qu'il vérifie la condition (45.30) ; en effet, si log équations
faux variations (45.38) des champs ¢ ot ¥ sont vérifiées, la condi-
tion (45.43) sera automatiquement vérifiée, '"équation aux varia-
tions (45.44) du champ v se vérifiera en choisissant pour le tenseur
& la valeur

B — Wik,

— Cette détermination de © est utile
du tenseur d'énergie T du phénoméne ; e
les nombres A/ tels que

en particulier au caleul
n effet, si 'on détermine

3p, = :;. Al%3g,, (AT* = A¥)

dans une variation du tenseur ¢ seul, il vient (CIL (34.12 oON
Tie = Aik 4 @i
compte tenu de l'identité

p=0
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conséquence des équations aux variations (15.38). Conformément
a (40.4), T vérifie identité

div T == {}

tenu une solution des équalions
— Supposons que nous ayons ob ol u
aux vgﬂc:ltiuns avec un champ [X - y], vérifiant la condition

<T_,- Th) = LT

et que nous nous proposions de chercher une solution avec une
autre valeur de ce champ, [X ~ v*|, vérifiant la méme condition

' 1'% =

i : i ‘il existe un nombre
ouvert simplement connexe, on sail qu'i
f'-l;':ﬂj_ 1) et un champ différentiable [X - A] (A €9)) lels que
(45.50) (V) = A y(V).A"! (15.19) ;
on constate, grice & (45.26), que 1'on obtient une nouvelle solu-
tion des équations aux variations en posant

* = A, g* =Ap sl e= 4 1
Ll (4 =Ap 3e = A} 8 e —1;
ceci peut d'ailleurs se déduire de U'invarience de lo présence dans
la substitution ¢ -« ¢*, § —~{*, v~ ¥, 0 ~ 8.
| — Soit g un qualernion quelcongue ; définissons le champ de
'] . vecteur [X — J] par les composantes
‘ (45.52) | (I JF = Rig.v*.4.9)

le caleul de (45.35) conduit 4 la formule

divJ, = R(Dg.b.q + 2.D}.q)
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d'olt, compte tenn des équalions aux variations (45.38) ;

(45.53) | div [J.] = 0 quel que soit ¢;
Cette .ﬂ?rmule de conservation peut se déduire, par les méthodes
noethériennes, de Vinvariance de la présence dans la substitution
(45.54) WA SRrT e

Lk
Interprétation quadridimensionnelle des dquations,

Plagons-nous dans I'approximation de Jordan-Thiry ;

Soit X ~ 38X le champ de vecteurs (41.15) ; Supposons qu'on ail
trouvé un champ de bases orthonormales [¥ ~T] tel que

(45.55) | T =0
[ T; = £8X.
Par la méthode (45.2), on en déduit un champ d'opérateurs de

Dirac, [X - v], que I'on est libre de choisi Seri :
: " Th OISIT pour écrire 1 -
tions de Dirac (voir 45.45). ! o

En choisissant une earte standard F de 1) {41.15), & on a alors :

Ti-Te + Ta-¥; = 2‘[?]'! {.il-l k= l! 2: 3! 4: 5}
bgy; =0

(B=Cte, p=p, g =—1).

(45.56)

¥s = EB

Diésignons _parl i v les valeurs de v v dans les cartes transver-
salastassomée 4 F au point X (41.44) ; les égalités (41.55) condui-
sent immeédiatement aux formules

{45.57) ;

{15.58)
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W= +%t (=7 ¥s =P
- —_— - B
Ts = Ts =Yy, T"=—-£

f'\f'u'?u + ?v‘?u oz Egﬂ"
L =7

(pv=12234)

qui montrent que lopérateur ¥[V - 7, V¥] est un opérateur de
Dirac pour la variélé guadridimensionnelie U, muni de Ia strue-

ture riemanienne définie par §; le champ [}1 —~ %] est évidem-
ment  différentiable.

Inversement, si on définit les spineurs de 17 au moyen d'un champ

différentiable [i %], il résulte du tableau (44.26) que espace
des spinenrs est gquaternionique de dimension 2, ¢t de la construec-
tion (44.34) qu'il existe un opérateur Q-linéaire B sur Pespace des
spineurs, vérifiant 5.0 B 5. =0, f =8, B* =—1; P est d&
fini au signe prés par ces propriétes,

Prenons alors les formules (45.57) comme définition des v, ; & les
formules (45.56) s'en déduisent (grice aux relations (41.43) entre
les g, et les ﬁlu}; ce qui fournit une méthode pratique pour
construire un opératenr v pentadimensionnel wérifiant ces rela-
tions.

— On eonstate done, en résumé, que les spineurs de U et de U
sont les mémes, et que les formules (45.56, 57) permettent de passer
de linterprétation 4 5 dimensions 4 I'interprétation 4 4 dimen-
sions, dans le cadre de I'approximation de Jordan-Thiry.

— Etudions done I'équation de Dirac 4 5 dimensions (45.38) :

DY+ ap =0




(45.59)
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qui, grice 4 (45.17) et (45. 18), peut s'éerire
§ | g ¥ —ET[;T:.-“‘aijth}‘J"I'a'-P:']

'(jl’ﬁl:f.‘ 4 la IPrmule i = gl (42.5), et en faisant
_ l'approximation de Kaluza-Klein £ = Gte, 1 vient

| =
(45.60) DY — 44 2 B B S
i 1 (i 54' + a‘!‘ ‘:—i hﬁ"r‘ !_ g[b}zﬂ\r o av“’tj.l] ﬁTuTh':;" = u!
D désignant I'opérateur O sur 1.
Décomposons ¢ en série de Fourier suivant 5 (Y
(45.61) b= D dn(z*)es’
Cum'n_uf dans .le cas du champ scalaire (42.9), on constate que chague
:J.:n w_erlﬁe separément une équation quadridimensionnelle qui
s éf:rzL‘{en sous-entendant lindice n et les ~, et en utilisant I’;ntﬂ‘—
pretation des A et de £ trouvée en (41.63) et (42.15)) : I
(15.62) .F "r*‘[éi . B2 o, AT
i i X u‘]’r—]_ a P 7 lna'ql—lﬁ Q;EFHUTILTYFEL[’:“

(45.63)
i

Cas des particules neutres de masse nulle

Dans le cas n =0, a = 0, cette équation séerit

Lotog
A g\/;m Fov" B =0

(Y1 i désigne iei un quaternion particulier (43.1),

m

pour simplifier
-

(45.64) |

(45.65) |

(45.66) |

(45.67) |

(45.68)
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— (Cette équation est invariante dans le changement de variable
]

g étant un quaternion quelcongue (transformation de jauge de
Pauli).

— Elle est aussi invariante dans la transformation
b~ i Fpo ~—Fp,
ceci résnlte de Uidenlité
Dpy = — B
qui se vérifie en écrivanl
1

i = :
I = o + 55

——t

o fur®] —% (0.7 — 7.l *r"fl ¥

et en lenant compte de {(45.57).

— En Méecanique Quantique, il est d’usage de choisir une unité
de masse telle que & — 1; dans ces conditions la constante

1] r _— . . = 1

2y/ %X qui intervient dans Péquation (45.63) est de I'ordre de
SV G Paude
10-9% em, et pauti le plus souvent!étru négligée. On réduit alors

I'équation & ——  _———

‘ m=uE

c'est I'équation généralement admise pour décrire les neufrinos
en_relativile

inte_ou_générale. Elle conserve evidemment

V'invariance (45.64),

— Choisissons alors un quaternion g de carré —1; lopérateur
g a pour carré + 1 et anticommute avec ) ; considérons ses

ﬁmjecteum propres

p=ln e ti—am
—2[ + 8] _ﬁl !
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et introduisons les variahles

(45.69) }

on a évidemment

V=P gt = Py

(45.70) | b= e =¢ B = — "
on dit parfois que §* ot sont des demi-spineurs, et on les distingue

, par leur hélicité, 4 savoir la valeur propre de gf a laquelle 15 cor=—
' respondent dans ces formules, =

— L'équation (49.67) est alors equivalente au systéme

(45.71) § DY =0;D)" =0
on considére que | et * sont les fonctions d’onde de deux parti-
cules distinctes, que I'on appelle newtrinos & denr composantes,
— Si l'on tient compte de I"équation (49.63) compléte, le systime
équivalent s éerit ;
i —..E\/‘tx__ B L —
DY — 2V 5 Farvh =0
| (45.72)

D+ g\/ﬁ Py sy =0

_la théorie 4 5 dimensions prévoit done une sorte de eou lage
electromagnétique, trés faible, entre Teg demi—nﬂutrﬁ;—dl‘:ﬁﬁw‘

_ cité différents, 7 T rre—

Cas des particules neutres de masse non nulle,

On pourrait obtenir les tquations d’onde de telles particules en
partant d'une équation de Dirac pentadimensionnelle modifiée

) Lmﬂa@nu

(45.73) |
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nous ne les étudierons pas ici; notons que les particules de ce

type (neutrons par exemple) sont soumises & de/inferactions fortes]

Cas des particules chargées.

Supposons n # 0; l'équation (45.62) s'écrit, en négligeant le
dernier terme (%) :

~ ne, _ne \/?:n:! ] o~
{455-'4}% Tk[a“_'ﬁ_ :A“]n]: + [a > z B
1 &
En multipliant par P’ et P” (notations (45.69), en prenant g = i),
on peut la remplacer par le systéme

" ne 2,
KRy,

|
!
(45.75) l
|

~  ne, o /?j 5
y [au—— = mu]sp + la + 5N T
Ce systéme s'écrira aussi
-~ ne . — :Em —0
(ﬁ.?ﬁjg - [up—-h- :Au]q, + ¥
avec . .
=" kY
(45.77) | b=+ i
si I'on peut trouver deux nombres m et i tels que
O
mh = nc\/ — — ah
X
{45.78)

2
m s Hg\/i =+ ak
A X

C i » 7 o t

)
] BT flecté dun eoeficient extrémement P’.‘,L (L 10 LH118 Gﬂil'ﬂidﬂll
5010 ULG["}[‘E*“I]Q souldwve corbnines difficultés ql-ll mdritent d'tre éclalreies,
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Ee\/'z{r
& x

{(45.80) On reconnait en {45.76) I'équation proposée par Dirac pour une
particule de masse m, de charge ne, en présence du champ élec-
tromagneétique,

ce qui est possible si

{45.79) |a| <

On wvoit que la relativité 4 5 dimensions impose la méme charge
élémentaire aux particules de Dirag qu'aux particules scalaires,
el conduit dans les deux cas 4 Vexpression correcte des actions
électromagnétiques.

(15.81) — On peut étudier facilement, comme application de la théorie,
effet sur les équations précédentes des glissements de U, des
transformations de jauge, des conjugaisons de charge, des change-
ments de Popérateur de Dirac Y. etc.

— En particulier, dans le cas de la Relativité Restreinte, on peut
associer 4 toute solution ¢ = F(X) de I'équation de Dirac en I'ab-
sence de champ :
im
D+ —§=0
A
une autre soluting
¥ = A F(L(X)

A étant un élément dy groupe de Clifford restreint, Lun glissement
de Lorentz, liés par la relation

18X} = A. y(3L(x)). A (el. 44.39, 39);

on obtient ainsi un groupe qui conserve l'espace vectoriel des sofu-
tions de I'équation de Dirac, et qui est un revélement d deuzx feuillets

du_groupe des glissements de Lorents,
D —

C'est la considération de ce groupe qui permet d'attribuer Je
spin 1/2 aux particules de Dirac,




