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CHAPITRE VI

Relativité générale

§32 A propos des principes de la physique

Les multiples théories qui constituent la physique se sont éla-
borées au long de l'histoire; 4 travers leur diversité, on peut
cependant reconnaitre quelques principes communs; ce que les
philosophes appellent parfois délerminisme ow eausalité ; le prin-
cipe de relalivilé ; ele.

Il nous semble que ces principes impliquent une siructure géomé-
irique de la nature (*) ; nous propoesons I'énoncé suivant, qui uti-
lise le langage des chapitres précédents :

I. L'univers physigue U est un anivers géoméfrique, au sens (2.1} (%).

IL. 1l existe une racine ¢ de U (12.1), et un P-champ | (15.1),
qui caractérise la malitre et son évolution.

ITI. Les lois physiques déterminent une famille invarianfe ¥ de
th-champs (15.9), 4 laquelle f appartient (*).

'} Voir & ce sujel Uintrodustion,
(*} Rappelons cette définition ; il existe un recueil S (1.19), dont les ééments, appelés
plizsemends de U, opérent transitivement sur U,

(*) Cetle famille invariante F caractérise en quelque sorte le « possible s, et [ le crdels :
la physique lalsse acbitraire le choix de f dans 5 : ot c'est cette indétermination qui
caractérise l'aspect contingent de la nature,
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CHAFPITRE VI

Relativité générale

§32 A propos des principes de la physique

Les multiples théories qui constituent la physique se sont éla-
borées au long de ['histoire ; & travers leur diversité, on peut
cependant reconnaitre quelques principes communs; ce que les
philosophes appellent parfois déferminisme ou causalifé ; le prin-
cipe de relativilé ; ele.

Il nous semble que ces principes impliquent une sirucfure géomé-
frigue de la nature (Y ; nous proposons I'énoncé suivant, qui uti-
lise le langage des chapitres précédents :

I. L'univers physique U est un univers géomélrigue, au sens (2.1) ().

IL. 11 existe une racine @ de U (12.1), et un ®-champ f (15.1),
qui caractérise la maliére et son évolution,

IIL. Les lois physiques déterminent une famille inparianfe 7 de
h-champs (15.9), 4 laquelle f appartient {¥).

(1) Voir 4 ee sujet 'introduction.

(¥} Rappelons cette définition ; il existe un recueil R (1.19), dont les éléments, appelés
oligzements de U, opbront transitivement sur 1,

(") Dette famille invarlante F enractérize en qualque sorte le « possible s, et [ lo srdel s
la physique laisse arbitraire le choix de [ dans F : el c'est cette indélarmination qui
caractériss I'aspect contingent de la nature.
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C:f!t ¢noncé, bien entendu, ne constitue pas 4 Iui seul « une phy-
sique », que nous demanderions au lecteur d'adopter: il ne s }Ert
pour linstant que d’'une indication sur les méthodes que I?E.IS
nous proposons d'utiliser pour faire de la physique. Seuls les déve-
loppements ultérieurs, ol apparaitront pew 4 peu les rapports
E:ijltl’& cette slruclure géométrique et l'expéricnce pemctfmnt
d'en comprendre le sens et d'en juger la wvaleur. r .

Pour éIaJ_.n::rer une théorie physique proprement dite, il faut notame-
ment préciser la structore de U, &, 7,

Voici 4 ce sujet quelques remarques générales

— On admet généralement que 'univers U
admet posséde une structure
de pariété (définition (19.6)) (%) ; on sait
: s ; ne cette h ;
décompose en deux (19.7) : = R

() I:.‘u11i'*.'ers U est localement isomorphe 4 R, muni d'un recueil
classique ;

() on a donné & Uvu R* une structure d’univers, admettant U
et R* comme sous-univers ouverls (méthode (5.3)).

Il semble naturel d'admettre que la structure de U est imposée
par Pexpérience ; par contre la structure de Uy B dépend d'u.n
choix arbitraire ; les modifications de ce choix entrafneront
des modifications de I'énoncé des lois de la physique — sans que
ces lois IrIléme changent (c'est ce qui se passe, par exemple, lors-
qwon fait un changement d'unités en physique classique). ,

Il peut cependant arriver que cet arbitraire disparaisse : nous avons
mn_:rntré quil est nécessaire et suffisant, pour cela, que l'univers U
soit parfaif (19.7, 5.3); I'hypothése de la perfection de E’um';'ers
est séduisante, mais conduit 4 des difficultés mathématiques.

Il semble présomptueux de croire 4 la possibilité de représenter
tous les aspects de la matitre par un seul champ § (« champ uni-

{8} Cest cotte hypothiss .qui permetira ]'lll.-ilisul[ou d T =
nous parlerons plos loin de la dimension n de UL % nombres résis en pliysique:

"l't:-
i
i

[
Fais] S

- (32.4)
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faire %} ainsi que nous le proposons en (32.1, I1) ; mais la méthode
apparemment plus prudente qui consiste 4 distinguer plusieurs
champs distincts j, correspondant 4 des racines v, lui est mathé-
matiquement équivalente : il suffit de désigner par @ le produit
direcf des racines @, (16.18); on sait gue la donnée de chacun
des @,-champs est équivalente 4 la donnée d'un seul @-champ
(16.18).

DVailleurs, Ia décomposition géométrique du champ unique en
champs partiels n'a d'intérét pratique que si elle est aecompagnée
d'une décomposition dgnamigue, c'est--dire si I'on peut énoncer
des lois physiques qui régissent séparément chacun des champs,
Or I'expérience montre que, dans la plupart des cas, cecl n'est
vrai qu'approximativement : pour serrer de plus prés la nature,
on est obligé de considérer des inferaclions entre les champs par-
tiels ; il est clair d'ailleurs que ces interactions n'ont pas de sens
en elles-mémes, mais seulement par rapport 4 la décomposition,
plus ou moins arbitraire, que l'on attribue an champ unitaire,

1l est clair que 1'axiome (32.1.1I1), qui caractérise les lois physiques
par une famille invariante § de ®-champs, est fort imprécis
quant 4 la défermination de ces lois: F pourrait étre la famille
de tous les d-champs, ou, 4 l'opposé, la famille engendrée par
un seul champ invariant (cf. (15.14)) ; dans un cas, foul serail pos-
sible ; dans Uautre, touf serail déferming,

Bien entendu, la réalité est intermédiaire: chacun a méme le
sentiment, renforcé par I'étude de la physique, que la nature se
tient 4 un « juste milien » entre ces deux extrémes.

Ce juste milieu dont on a Uintuition, peut-on le décrire mathémsa-
tiguement 7 Une des voies pour ¥ parvenir consiste 4 admettrs
que foufes les lois de la physique penvent se réduire @ un seul prin-
cipe variationnel {1).

{1} Mous préviserons un tel principe au paragraphe sufvant : nous verrons notamment
que invarlance du lograngien entralne Vinvariance de la famille JF des selutions
des équations aux variatioms.
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ny i ]nng’cemps, en effet, que I'on a remarqué que l'ensemble
Eies lods r;égmﬁant telle ou telle théorie physique pouvait se réduire
4 un seul principe variationnel (lois de Descartes et prinei

Ferlmat (1662) ; lois de la mdéeanique et principe E£:£3t32
(1834) ; etc..), ce qui montre bien que le ecaleul des variations
est apte 4 rendre compte de la délermination des lois naturelles
au moins dans des théories partielles. ,

Mafs, pour beaucoup de physiciens, il ne s'agit 14 que de réussites
accidentelles ; de ce point de vue, les principes variationnels ont
31_.1r1.1:;ut une valeur mnémotechnique, el la recherche d'un prin-
cipe unique ressortit 4 un mysticisme mal place,

Ce point de vue est raisonnable ; mais le point de vue adverse
est tout aussi raisonnable, et il nous semble qu'il exisle quelgques
arguments importants en laveur des « variationnistes »

i S,.ﬂ existe un principe variationnel unique, il est facile d'en
déduire mathématiquement des principes variationnels partiels ;
ce ne sera donc plus une coincidence si de tels principes réu&simu{
4 décrire des théories physiques tris nombreuses,

e N?us verrons d'ailleurs plus loin (§§ 35 4 39) que I'on peut
efl‘ect:lvemeut englober des théories trés diverses (mécanique, gra-
\’lta:‘:lﬂ_ﬂ, électromagnétisme, etc...) dans un seul principe, ot que
celui-ci permet de retrouver les principes classiques correspondants,

P Supposons qu'un systéme parliel soit régi par un principe varia-
e o

tionnel, ef qu'il exisle une fransformation infinitésimale qui laisse

le systéme invariant.

Les méthl_idf:ﬁ I:I'E1'11m:'|}r Noether () permettent alors de définir
une ccrrtmrltc qluau_tite, appelée grandeur conjuguée de la lrans-
formation infinitésimale (%}, et de démontrer que la valeur numé-

rique de cette grandeur est constante (on dit que la grandeur est
conservative).

() E. NoeTHER, Na::;. kgl. Gea. "Wiss. f._‘.ﬁLI;.ingcn 1913 235
{*) Ce point de voe est plus correet que celui : A |

] ] quil conslste d i
gude diune variable, ou, & fortiori, de « varlables cunjll.ugué;;a:]" B

. (32.8)
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(’est ainsi, notamment, que l'on peut définir, 4 partir d'un prin-
cipe variationnel, V'énergie, I'impulsion, le moment cinélique, et
démontrer lenr conservation.

Ce sont 14 des grandeurs qui se mesurent facilement, & cause juste-
ment de leur caractére conservatif (on peut les transférer de 'objet
studié a Uinstrument de mesure) ; cette facilité de mesure améne
bien des physicicns 4 penser que ce sont en quelque sorte des
grandeurs « primitives », et que leur conservation est une loi fon-
damentale de la nature; le recours au principe variationnel ini-
tial peut alors sembler inutile.

Il parait pourtant bien imprudent de méconnaitre le caractére
« noethérien » de ces quantités ; comment expliquer alors qu'elles
correspondent biunivoquement aux invariances du systéme ?

— que lorsque plusicurs parlicules interagissent, il soit impos-
sible de réparlir I'impulsion entre elles, et que cependant 'impul-
gion totale soit bien définie et conservalive ?

— que la décomposition du moment cinétique en « moment cing-
tique orbital » et « moment cinétique de spin » soit purement [or-
melle 7

Mais ces grandeurs possédent un caraclire sur lequel tout le monde
est d’accord, parce que I'expérience ne I'a jamais contredit ; ¢’est
leur universalité, c'est-a-dire 'aptitude qu'elles ont & se laisser
reconnaitre et 4 se conserver 4 travers toutes les transformations
physiques ; universalité qui est d'ailleurs impliquée par la simple
possibilité de les mesurer,

Or, si l'on admet que ces quantités sont définies et conservatives
parce gu'elles sont conjuguées de certaines invariances géomeé-
trigues, leur universalité reste inexplicable sl Wy a pas unicifé
du principe variafionnel.

Nous m’abordons pas dans cet ouvrage la mécanique gquantique ;
mais on peul remarquer que ses diverses formulations, & travers
les ohscurités qui v subsistent encore, laissent entrevoir plus ou
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mu‘ins netlement un prineipe varialionnel ; on peut noter, en parti-
culier, le role qu'y joue la notion de variable conjuguée ; le fait
que la constante de Planck a les dimensions d'une action hamil-
tonienne ; ete...,

A supposer, comme beaucoup le font, quil existe un principe
d.e correspondance qui permette de passer de la mécanique quan-
tique 4 la physique classique, on voit que I'universalité supposée
de la mécanique quantique est, "elle aussi, corrélative de 'unicite
du principe variationnel. "

§ 33 Principes de la rvelativité générale

Nous partirons des principes suivants :

(o) L'univers physique U est une variété de dimen- {19.6)

sion 4. .

(b) En chaque point X de U est défini un tenseur i,

de fagon 4 donner 4 U une strucfure riemannienne

hyperbolique normale. : (30.1,3)

{c) A chagque phénoméne physique correspondent :

une racine @ ; (12.1)

un @-champ § défini sur U : {15.1)

un homomerphisme de racine gy, tel fque pour tout X | (13.1)

de U

P =9x ( . )
contacty(f) {2041}

| s0it un scalaire, que nous appellerons présence du | (24.8
_phénoméne au point X. [ o

% e
_i 'Il

":'i_,f'{aﬁl )
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{d) Quel que soit le 4-pavé naturel C, l'intégrale {31.63,68)
I,z
LEE
[0t les p; désignent les présences des divers phéno-
ménes concomilants et p la densité riemannienne] | (30.4)

est stationnaire () pour toute variation, nulle sur le
support du bord de C, du champ [X — g] et des divers

(33.2) |

(33.3)

(33.4) |

champs ;.

Nous allons compléter cet énoncé par des hypothéses de dilléren-
tiabilité (33.14): wvoici d'abord quelques notations et quelques
FEmAargues,

Soit (fig. p. 322) ¥ une carle de U {19.8) ; X un point variable de U ;
posons

Firy =X ;
la wvariahle
-l
s a2
x 5
xi

appartient &4 R'; ses composantes «* (appelées parfois coordonnées

de X} seront de préférence désignées au moyen d'indices grecs,
(% p v, ebte..), prenant donc les valeurs 1, 2, 3, 4.

— Considérons un phénoméne physique (notations (33.1.¢));
puisique [ est un P-champ, la variable

Z = [(X)

(1) Nous préciserons le sens de ce mol en (33.20).
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est, pour tout X de U, un point de la fibre dy {12.2} ; désignons
par

(33.5) | T -z

l'image du champ f par F-! ((15.2) ; nous supposons la racine ©
canonique, ce qui cst loisible en vertu du théoréme (19.22)) ; on
sait que la variable z prend ses valeurs dans la fibre-fype @, (19.23),
et que Pon a

(33.6) | Z = ®(F)a)(z)

Grandeurs physiques

R* 7

Grandeurs numerigues

Do

— Désignons provisoirement par @, la racine des tenseurs cova-
riants symétriques d'ordre 2 (25.38), par @, la racine des éléments
de contact de ®-champs (20.41), par @, le produit direct de ces

@) |

(33.8) ‘

(33.9) |

(33.10) |
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deux racines (16.17), par &, la racine triviale & fibre réelle (24.2,5) ;
P'axiome (33.1.¢) postule que ¢y est un homomorphisme de @, &
i, ; en revenant 4 la définition (13.1) des homomorphismes de
racines, on voil que ceci signifie, pour tout glissement A de T U RY,
que

P = “:"Aqrp-q’:f:ﬁ}{x}
soit (16.17) :

q v D (ANX)g)
Px (r,-uutact,,E m) =Ty ((Ilg{ﬁ.}{}{}l’_{:uu[.actx m})

ou, grace i (20.41) :

B Dy(A)X)(g)
P = P Ay (Gnnta;ti(x} I{J'im(ﬂ))

En appliquant cette formule au cas ol A est Uinverse d'une earte
F {notations (33.2, 3, 4, 5)), en tenant compte de la définition
(20,41} des élémenls de contact et de la remarque (20042), on
abtient le théoréme :

Il existe une fonction ¢ telle que

p= ‘T—'{ﬁ?qp z, 8,7)
quelle que soit la carte F considérée ;
nous faisoms, dans cet énoncé, un classique abus de notations, en
éerivant des indices 3, p, v pour éviter d'éerire toutes leurs valeurs ;

les g, désignent les composantes du tenseur g dans la base rnafu-
relle

5 = D{F)(x)
soit -

T = FI5,0(5.) 5
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les o, sont les dérivations définies {21.14) par

ox = |,
ou, si l'on préfére, par

X =85,
Théoréme :

Supposons que la fibre-type @, soit une variété C?; soil N sa
dimension,
{a) Soit K [g —z] une carle de @ ; il existe une fonction gy telle
que

P = erlfhy 4.0,0)
si z € val (K).
{h) Nous dirons que ¢ est différenfiable si, pour toute carle K,
la fonetion gy est différentiable ; il existe alors des nombres A,
des lignes (d'ordre W) B et € tels que, pour toute dérivation 3,

o { ip = AMiq,, + Bdg + C3a4]
AN o AW,

les J’&,'F. I et € sont complétement délinis par ces identités,

() Nous dirons que ¢ est deux fois différenfiable si, de plus, pour

toute carte K, les nombres A™ el les lignes C* sont fonctions diffé-
rentiables des g, ¢, 8,9 (B étant seulement supposé continu),

{d) Pour que ¢ soit différentiable [resp. deux fois différentiable],
il suffit que les conditions (b) [resp. (¢)] socient vérifides pour des
cartes I formant un atlas de &,

Démonstration :

1) {a) est dvident (voir i’_E»E.E}:l.
2) I est clair, si ¢ est différentiable, que 1"on peut vérifier la premiére

1
des identités ¢ ; en remplagant AM par :—:[A"“ + ABM, & les deux iden-

(33.14)
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tités ¢ sont vérifiées (parce que g, = §5); Vunicité des Ay, B, CY est
alors évidente.

4) Effectnons un changement de carte de In fibre-type : ¢ = II(g*) ; comme
H est, par hypothise, denx fois différentiable, & on trouve :

ﬁp - Anugm + B“'&I" + C‘“’S[M"]
avee
l'H A-}.-u. = '_a.i'-u
B* = B.D(H){g*) + C*.D¥{H)(g*H2wr*)

*
E C* = G D(H)g*)

on voit, siles Ay, et les O sont différentiables, qu’il en est de méme des

AW at des C*; & en résulte,
2 C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les hypothéses de
différentiabilité que nous proposons:

{a) U est une variéte C*; (19.16)
(b) Le champ riemannien [X — g] est différentiable ; {20.35)
{¢) pour tout phénoméne physique,

@ est une racine d'ordre fini ; (19.27)
@ et f sont deux fois différentinbles ; (20.30,35)
la fonction ¢ définie en (33.8) est deux fois différen-

tiable (1) ;

(d) Les éléments du recueil C=(RY), dont le jacobien

est partout positif, sont des changeurs de carte de UL | (18.19)

(33.15) — On voit que ces axiomes ne définissent pas complétement le

recueil R des changeurs de cartes de I'univers U; on le suppose

(v} @ étant supposé deux fols différentioble, sa flbre-typo est une varléte G (20.30) ;
on peut done appliquer 1a définition {(33.13).
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simplement compris entre le recueil CHRY (axiome {a)) et le
recueil des éléments de C=(R?%) dont le jacobien est positif (axiome
{d)). C'est I'étude de la physique qui peut permettre de préciser
#; nous verrons notamment, par I'étude de la gravitation (35.3),
que les éléments de R doivent étre 4 fois différentiables ; mais
ous savons que ce recueil conserve une part d’arbitraire, 4 moins
que l'univers ne soit parfait (voir (32.2)).

— Nous verrons que les axiomes (a, b, ¢) sont encore applicahles
4 la Relativité Restreinte; c'est I'axiome (d) qui caraclérisera la
Relativité Générale, en permettant d’exhiber suffisamment de glis-
sements de 'univers.

Einstein a éerit 4 ce sujet: « We shall be true to the principle
of relativity in its broadest sense if we give such a form to the
laws that‘ they are valid in every such four-dimensional system
of co-ordinates, that is, if the equations expressing the laws are
f:u-variant with respect te arbitrary transformations s (') ; Mais
il est clair que I'arbitraire que I'on peut aceorder aux changeurs

d.c u::-a_rta doit étre tempéré par quelques conditions de différen-
tiabilité,

— On pent ]Jlil’.jl'l entendn augmenter le nombre des glissements
dF U, en supprimant par exemple la condition relative au jaco-
bien dans I'énoncé (d), ou méme en postulant que 17 est une variéte

de classe €4 (19.6); mais cela constitue une hypothése physique

supplémentaire, d’ailleurs inutile pour arriver aux résultats LI
tiels.

— Pour terminer, précisons le principe pariationnel (33.1.d).

Considérons le systéme de tous les champs définis sur U, & savoir

le champ {X‘ - g] et les champs §, correspondant aux divers phénn-
ménes physiques.

(!} Eratem, « The meaning of relativity s {Methuen ed.), p. &0,

5 (33.19)

(33.20)

(33.21)
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MNous appellerons parialion pirfuelle de ces champs la donnée de
champs dépendant d'un paraméfre réel { [nous les représenterons
encore par les mémes mettres g, f;], définis sur U lorsque { appar-
tient & un intervalle contenant 'origine, et tels que :

{a) g est une fonction différentiable de Ff] ;
() chague f(X) est fonction deux fois différentiable de [2;;] :

{¢) pour { =0, ces champs coincident avee les champs donnés.

X 0
o2 =[i]
On dira que & est une pariafion.

(& peut donc étre considéré comme une dérivation partielle par
rapport & ).

Posons

Alors I'axiome (33.1.d) peut s'énoncer comme suit:

Considérons un pavé naturel C, et une variation virtuelle des
champs (définition (33.18)) tels que:

X esupport du bord de E} - [
{=10 :

Alors 'intégrale (appelée acfion)
& = J‘ [Z Pilp
oLy

4 =0 pour =0

Gg=10 ]
Blf{X)] =0

viérifie

— 1l est indispensable de donner un énoncé précis & ce principe
variationnel ; mais celui que nows venons de donner pourrail &lre
remplacé pae de nombreux autres sans rien changer & la valeur
logique de I'ensemble des axiomes; nous rencontrerons 'une de
ces variantes plus loin (34.14).
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§ 34 Théortmes généraux de la relativité.

Théoréme :

Soit A un changeur de carte gquelcongue de U (notations du § 33) ;
posons :
[z =A(z¥)

M =D(A)a*)

< o g VML EM
z = DA
Lo =YMpa,

alors la fonction o définie en (33.8) vérifie 'identité

B 7 0,2) = @iy, %, D)

En effet, si nous considérons la carte F* = F A, et si nousy posens
X = Fiz) = F*(z*}), & on passe des valeurs de gy, 7, b,z dans la earte F
4 leurs wvaleurs dans la carte F* {repérées par des astérisques) au moyen
des formules ¢ ; et 1'on salt (33.8) que ¢ ne dépend pas de F.

C.Q.F.D.

— Nous utiliserons fréquemment ce théordéme, ainsi que Uaxiome
{33.14. ¢), pour rechercher la présence des divers phénomeénes
physiques.

Cartes spéciales,

Lemme :

Soit F une carte de U; x, un point de def (F); T, une connexion
symélrique an point X, = Fix,) (définition (28.33)).

I existe alors une carte F¥, wvérifiant les conditions suivantes :

(@) F*(zg) = Flzo) 3 DIF*)zy) = D{F)zo) 5
{b) La eonnexion de la carte F* au point X (28.52) est égale a [

(34.3)

(34.4) %
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Solt en cflet v, lopérateur (bilinéaire et symélrique) qui représente la
connexion Ty dans la earte F (28.54) ; posons

Bixz) = r—% Tol — Toh(® -~ To)
en dérivant, & il vienl :
D(B)z) = 1y — volE — o)
DYB)z) = — Ta
B est done infiniment dérivable; comme det (DB} = 1, les thio-
rémes (18.16) et (18.17) montrent qu'il existe un voisinage ouvert de x,, 9,

tel que Ia restriction de B & @, solt A, soft réguliére, A jacobien positif,
et que A ct A~ soient infiniment différentiables.

A est done un changeur de cactes de U (axiome (33.14 d)) : si 'on pose
F* = F.A, & la carte F* vérifie les conditions (a).

Désignons par 0 la racine des connexions (28.45) ; la formule {28.46) donne
Q{ANENDY = — DHANTL) = T
d'ol ;
CHFF Iz 0) = F)x(ve)

les deux membres de cetle égalité sont respectivement Ia _ﬁ':_li'l..ntxiﬂn de
F* en X, [définition (28.45 7] et la comnexien T, [pac définition de Yl

CLOLFL T (Y
En appliquant (28.52) et (28.54), & on obtient les corollaires :

La racine des connexions symétriques est irréductible sur U {cf.

(16.5)).

| Dans la carte F* (34.2), les symboles de Christoffel de la connexion

I',, au point z, sont nuls.
et enfin, par application de la formule (30.11 &)

$i T, est la connexion riemannienne de U7 au point X, les compo-

: e : i 34.2) vérifient
| (34.5) | santes g, du tenseur g dans la carte F* définie en (34.2) vérifler

2,[¢,] = 0 au point .

i:.l]- Ce théortme sera complété plus loin (35.8).




(34.6) |
(34.7) |
(34.8)

(34.9) }

(::4_1{}}’

(34.11) 1

(34.12)
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Equatiuns aux wvariations.

— Soit F une carte de U; 5 = D(F)(z) la base naturelle corres-
pondante au point X = F{z). Nous savons (20.12) que:

g).p ' J.[S{:'.]“

g =*5.5]7,
— Comme lespace vectoriel tangent val (S) est hyperbolique
normal (axiome (33.1. B)), le multiplicateur vaut [— 1] = —1
(20,40, 34) ; le déterminant de la matrice de Gram 5.8 est done

négatif (29.25 a) ; le nombre qui représente la densilé riemanienne
{30.4) dans la base 5 est done :

u = p(S) =\ — det (5.5)

u est donc fonction dillérentiable de x, comme les g,, (33.14 b} ;
Cela résulle de la formule (21.23) qui permet de dériver les déter-
minants, et qui donne aussi, grice 4 (34.6, 7) et (20.24) :

1 S S 1 '
- =5 083 = — 2 0, 3

dans une varialion & allectant le tr-.nf,;mn' il

On a done aussi:
1 1
Bp =35 (6" dghdo = —5 [ 85*]p

Théoréme ;

Soient
[% = X] une carte de U;

lg - z] une carte de la fibre type correspondant 4 un phénomene
physique ;
p la présence de ce phénoméne,

£
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On considere les nombres A, les lignes B et €' (voir (33.13))
definis par :

8p = AMdg,, + B 3g + C' 8[a'q] (AM = A¥)
et l'on pose
& | T(3g) =[2A™ + pg“13g,,
s . . 5%
@ | v(3z) =5, 8¢ ( =E)

& W02 = [13.—5I n,,[uc']] 5 | (uest défini en (34.9)).

a} Les opérateurs linéaires T, V el W sont indépendants du choix
des cartes [z~ X] et [g 2]

() Le tenseur symélrique T et le vecleur ¥ [3.?'} sont _fonctiuns
différentiables de ¥ ; le nombre W (3Z) est fonction continue de X
pour toute variation & des champs (33.15, 19}

{c) On a :
Lol = {57 (Bg) + W 62) + div [V 02} | ¢
p ¢tant la densilé riemanicnne.

1} Mous savons quo g, @, AN, OV, B sont dilférentiables en x, et que
I3 est conlinu {veir (33.13, ¢), (33.18, b)) & (F) en résulle,

2) Grice & (34.11), on a:

- sipet = | [+ & o] + B30 + Coto | o
la formule {30.27) gui définil la divergence d'un pecleur donne :

div [V(3Z)] = Il,: 2 JuV(BZY] = E 8, [1CY3q], solt
b div [V(3Z)] = ?‘l 8, [1C¥]5g + C3[2,q)




(34.13)

S O --Ei
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puisque, selon (33.19), les dérivations & et o, commulent deux i denx
{21.33).

(c) résulte de & et b

) On wvérifie dircclement gque Popératear ¥V oest indépendant du choix
des carles [ —-z2] et [z« X] {en applquant (34.1 $) et (33.13 &)} ; & Ia
formule (¢}, écrite

1
3pe] — div [V(3Z)]p = [-?; T (8) + W {az}] ”

maontre alors, en prenant successivement g =0 et 42 =0, que T et W
sonk, cux aussi, indépendants du choix de ces cartes,
C.Q.F.D.

Théoréme :

Le principe variationnel (33.1 d), précisé en (33.20), est équi-
valent aux équations suivantes (dites « équalions aux varia-
tions )

W; =0 sur U (pour chaque phénoméne N® f)

2 T; =0 sur U (la somme étant étendue a tous les phéno-

i
ménes).

1) Par définition de Pintégrale d'une densité (31.70), 1'action
&£ = J. E e
o f
pent aussi s'éerire

& =I zp{vul
o i

vol étant la fiouge exclidienne (30.6) délinie par une orientation convenable
d'un wvoisinage du supporl de C.

il i

E gt v
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2) & La [ormule {31.42) de dérivalion sous le signe I Iui est applica-
ble; on a done, grice a (34.1%, o)

bk = [ = |1 Ty8g) + Wiz + div[Vi(3=)] ] vol
Je g 12
s0it
1 —
= = W8 1 + j vl ( Vj(azi.}]
& Bt L;lET,{ag} + Wil z;'.l]va i %

grice a4 (30.35) et & la formule de Stokes (31.41).

3) Soit X, un point de U; supposons que F'opérateur S T; ne soit pas
nul en X, i
& on peut alors construire :
— UUn pavé naturel G tel que
N, e suppart (C) , X, ¢ suppert (C%'):

—— ume varigtion virtuelle de g seul, telle que
[Z Tf](:'ig} =0 pour X =2Xg;
i
[Z T,]f_a_q; =0 sur U;
i
&g = 0 sur le support de C.
11 résnlie de & et de (31.73) que l'on a alors

g =0

ce gul est contraire au principe {33.20) ; par suite
Z T; =10
¥

4) De méme, sil'un des W, n'était pas nul en X, & on pourrait construire
une varlation duo seul champ [X -] telle que

Wiz} =0 pour X = Ha
Wyldz,) =0 sur 18
dz; =0 sur le supporl de GV,




(34.14)

{34.15) I

(34.16) l

(34.17) |
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et l'on aurait 34 = 0; le principe (33.20) entraine done
W, =10

5) 5i les conditions nécessaires W, =0, > T, = 0 sont vérifices, ¢ donne
]

it = J. vl (Z 1’3{331})
o i

on a done &t = 0 pour toute varialion des champs nuolle sur le support
du bord du pavé arbitraire C; le prineipe (33.20) est vérifié,

C.O.F.D.

Remarques :

— Cette démonstration montre immédiatement que U'on pourrait
énoneer le principe variationnel en écrivant "action

A= ] Zpsvol
©

et en permettant 4 C d’étre n'importe quelle 4-chaine, pourvu
que son support soit contenu dans un ouvert erientable (pour que
I'on puisse ¥ définir la jauge euclidienne vaol).

— En prenant une carte de la fibre-type, U'équation aux variations
correspondant 4 un phénoméne s'écrit

1
B—- i
= o [ul] = 0
(formule (34.12 &)),
ou encore, grice 4 (34.10) :
v l b
B -—-ﬂ"c- —Eﬂy'b,g,“ =1

ou enfin

B—2,C"— 50" =0

(34.19) |

o i, e e

&

20

.: (34.21)]

(34.22)

34.23)
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les T%, étant les symboles de Christoffel de la connexion riema-

nienne de U {voir (30.22)).

Théorémes de conservation.

Considérons I'opérateur T associé & un phénoméne par la formule
{34.12 &) ; on peut écrire
T(3g) = T™3g,,
avec
T = T* =2 AM + pg™*;

on sait que cet opérateur T peut &tre identifié avec le fenseur
contravariant d'ordre 2 ayant les T* comme composantes {\'E}II‘
{(25.79)) ; la structure riemannienne de U permet aussi de « f_mre
descendre les indices » de ce tenseur (29.13), ¢'est-i-dire d'identifier
T avec un tenseur mixle el un tenseur covariant de composantes
respectives
T; = y‘u,#T"“
et

Top = Gudu TV
Théoréme !

Les tenseurs de composantes T et T;, sont tous les deux symé-
frigues ; les T, sont les composantes d'un affinenr symélrique
(définition (29.30)).

Indiquons aussi les formules usuelles :

1 . 1
Bp = 5 [T™ — pg*“|8gy, = — 5 M,— Pﬁmlaﬂ'm

oi1 § désigne une variation du tenseur g seul.




(34.24)
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Théoréme (%) :
L'¢quation aux variations W = 0 d’un phénoméne entraine I'équa-
tion
divT =0
On sait que ce sonl des homomorphismes de racines qui font passer du

champ [X - Icunmitx{ﬂ]] au champ scalaire [X — p] (principe (33.1, &)

et au champ de densité riemanienne [X — g, done aussi au champ de den-
sité [X - pp] ; 1a formule (23.17) montre done que l'on a

Brlpe] = D30

dx désignant cet hemomorphisme, ¢ le couple [mmi > n], 3, 1a dérivée

de Lie associée 4 un glissement infinitésimal arbitraire {x -+ 3X].

Le second membre de cette équation peut se développer par la formule
(#4.12, ¢), car 8, est une variofion (23.6 et 33.19); donc:

1
& S lpp] = 3 T{BLg) + W(ELZE) + div [V(5,Z)] } ]

D*autre part, on pest vérifier identités :

& 3[pe] = div [paX] p
el
- : T(8,g) = div [T(8X)] — [dlv TJ(5X)

En collationnant J, &b, &, el en suppasant sérifide Péguation auz pariations
W =10, 11 vient:

w9 [div TH3X) = div [T(3X) — p8X + V(8,Z)]
gour tout glissement infinitésimal 3 — §%.

(") Voir:
Pavry, « Theory of relativity = (Pergamon ed.};
Fock, « The theory of space tme and gravitations {Pergamon ed.);
Sounrar, Comptes-Rendus, 245 (1057) p, 958;
Sgurian, Alger-Mathématiques, V. 2 (1958) p. 103 ;
TaAUTMAN, In « Gravitation s (John Wiley ed,).

- (34.25)

Py

' (34.26)
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— Soit C© un pavé naturel défing & 'aide d’une carte F (31.63) ; soit o un
scalaire, infiniment différentiable dans la earte F, nul dans un voisinage
du support du bord de C; alors le champ

[X = 8X = ad,X]
et un glissement infinilésimal (axiome (33.14, d), théoréme (22.250); la
formule ©F, intégrée sur C, donne grace a la formule de Stokes :

J- a [div T], ;ﬂ] =,
C

L’arbitraire de C et de = permet d'en déduire (voir Schwartz, réf. p. 239)
I'éguation
[div T], = 0
d'ot
div T = i
C.Q.F.I0. (1)

Corollaire :

Quel que soit le glissernent infinitésimal [X - 3X], e veeteur
TEX) — pdX -+ V({#Z) [notations (34.12)]

a une divergence nulle.

Il suffit de porter div T =0 dans (34.24 ). C.O.E.D

Corollaire :

Si X est un vecteur de Killing du champ [X - g], le vecteur
T(3X)
a une divergence nulle.

Il suffit de porter &g =0, div T = 0 dans (34.24 &).
C.Q.F.D.

(*) Mous avons admis Iexistence de toutes les dérivies utilisées ; le lecteur trouvera
une autre démonsbralion, pius détaillée, dans la guatridme référence de la page
pricédente.




(34.27)

(35.1)

(35.2)
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— En étudiant le concept d'énergie en Relativité (1), Einstein a
été conduit & supposer qgue chagque phénoméne est associé 4 un
tenseur T, qu'il a appelé fenseur d'énergie, et qui doit vérifier les
deux équations
The =T
I divT =0

Le théorbme (34.24) suggére done d'identifier e fenseur d'énergie
avec le tenseur T défini pariofionnellement en {34.12), et qui
apparait comme la grandeur confuguée du champ [X — g].

Cette identification sera confirmée par la suite (*); elle va jouer
un role essentiel dans l'interprétation physique de la théorie.

§ 35 La gravitation.

Nous partirons de I'hypothése géométrique suivante :

Le phénoméne de gravifation est décrit par un champ de conne-
aions symelrigues, -

Nous allons tirer les conséquences, dans ce cas parliculier, des
principes et théorémes généraux des paragraphes précédents.

Présence de la gravitation.

Soit £2 la rocine des connexions syméfrigues ; on sail gue £ est
une racine canonique d'ordre 2 (28.45), irréductible (34.3); sa
fibre-type ), possede une sfructure invarianfe d'espace affine

(1} Einstein [réf. p. 326], pp. 48 ol 3L
(%) L'équation variationnelle T, Ty = & (34.15} qui pourrait sembler paradoxale, va

&bre interprétée au parsgraphe suivant.

@5) |

{35.4) i
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(28.47), d'olt l'on déduit immédiatement une structure invariante
de variété de classe C2 (th. (19.17)) ; on peut vérifier que la dimen-
sion de cette variété est 40,

Hypothése, théoréme :
Nous supposerons désormais que I'univers U est une variété C°;

dans ces conditions, la racine  des connexions symétriques est
deux fois différentiable, ainsi que exige le principe (33.14 c).

En effet, sl 17 est G il soffit de se reporter & la formule (28,46) pour vérifier
les conditions {20.30).
GO FD,

1l importe de ne pas confondre, 4 priori, le champ de gravitation
avec le champ de connexion riemannienne.

— Choisissons une carte F de U, et désignons par I7, les sym-
holes de Christoffel de la gravitation au point X = F(x).

La connexion étant symétrique, on a (28.57):

il
Vautre part
' a5 6 L'axiome (33.14¢) exige que les [, soient des fonctions deux
[ §(35-6) fois différentiables de =
— Draprés le théoréme (33.8), il existe une fonction ¢, indé-
pendanfe du choiz de I, telle que la présence de la gravitation
s'éerive :
(35.7) {. P =9 (G Tow 015D

Afin de préciser cetle fonction o, établissons un lemnme :



(35.8) %

(35.9)
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Soit F une carte ; X, = F(x,) un point de 1,

Il existe une carte F* telle que, au point X,, on ait

* qu = M
@  Gaad )

kT _E T w
q:l b'l[i pald = 3 IHw,a + 1{“.@]

les R, , désignant les composantes, dans la carte F, du tenseur
de courbure de [a gravitation (28.69).
MNous savons que 'on peot, par on changement de carte

-z 4 Alr)zr) [A bilindaire symétrique)
annuler les I'f; en un peint (nous cholsissons origine pour slmplifler)
sans changer, en ce point, la base %{ (th. {34.23).
Par un nouveau changement

x—x + B{x)x)x) [B trilinéaire symétrigue]

4 on conserve les résultals précédents, et on peut oblenic de plus, en ce
point

& 0,1, + 8,15, 4 0,05, =0

Compte tenn de ¢ et o, la formule (28.76) donne 47, car les composantes
du tenseur R sont les mémes, & I'origine, dans les cartes F et F*,

C.0F.I,

— Puisque la fonction ¢ (35.7) est indépendante de la carte, ce
lemme montre que 'on a:

1
P=29 (ﬂ?‘ﬂ' 0, E[ILED.'H + R:u.n ]

done que p ne dépend que des tenseurs g el B au point considérd ;
en exprimant les composantes de R par la formule (28.76), et
écrivant les conditions (33.13 ¢}, on voit plus précisément que :

@D |

.12)|

e e

A
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La présence de la gravitation est une fonction deux fois différen-

tiable des tenseurs g et H.

Ll

Cette fonction admet done un développement limité au voisinage
de B =10
p=a+BPR,,+R,1+0(R[)

ol les coefficients a et B dépendent du tenseur g, et ol | R |

désigne une norme du tenseur R, dont le choix n'importe pas.

Les termes de degré O et 1 sont chacun indépendant du choix de
la carte; une vérification élémentaire, mais fastidieuse montre
que I'on peut écrire

p=a -+ bgR, + 0 (RH

a et b étant des constanfes universelles, les R,, les composantes
du tenseur de Ricei (28.85):

RM- =Ry,

Nous appellerons approximation du premier ordre l'approximation
consistant a poser

p=a+bg*R,

en négligeant les termes suivants,

Cette approximation semble justifiée, & priori, pour les faibles
champs de gravitation ; & posteriori, nous allons constater qu'elle
fournit des conclusions conformes & l'expérience (7).

Equations de la gravitation.

Adoptons done lexpression (35.12) de la présence, qui est conforme
aux axiomes du § 33. En exprimant les R,, en fonction des sym-

{1 Mais I'observation de champs de gravitation trés intenses condulra peut-étre un
jour & modifier ce point de vue.




(35.13)

(35.14)

(35.15)

(35.16)
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holes de Christolfel et de leurs dérivées premiéres (28.85), et en
dérivant, & il vient:

3p = A% 3q,, 4 B 3Ty, + C2 3[3,I%]

avec
- b o g
A% = A% = — 2 R %0 + 949%);

2 = Bl g7 — 971

~— Quant aux B, ce sont des fonctions des g, et des T']

i : o : : v
lindaires par rapporl aux I}, qu'il n'est pas nécessaire dexpli-
citer.

— L'égualion aur variations de la graviiation s'éerit alors (34.15) :
1
B — . o, [uCi™] ; 8T, =0

Choisissons une carte vériflant, en un point donné, les conditions (34.2);
on a en ce point [, =0, d'on BE® = 0 (34.4), (35.16) ; comme les 31'%,
sonb astreints &4 la seule condition de symétrie en p et o (28.55, 57),
I"dquation aux varialions s"éerit, on ce point :
o, [uCE™ o uC™) =0
soit, d'aprés (35.15), el en supposant b # 0
+ 2 b [ugta] — o 2, [g™] — 2| b, [ug] =0
Par contraction sur les indices p et =, il vient
@ 11 — nla,fug™] =0
n étant la dimension de U (done 4) ; d'od, en reportant dans &
& olugh] =0

inversement, 07 entraine .

. (35.17) l
i

(35.13}]

(35.19) |

(35.20) |

(35.21) |
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ax ; o
Intreduisons la matrice de Gram (; de la base = ; 07 peut s™éerire 8. H = a,
H étant la matrice G-1y/ —det (G) (voir (20.19) et (34.8)); & on a

1
G = H-1[— det (H)]*-*; d,H =0 entraine donc 3,G =0, soit encore

By = 03
puisque les 17, sont nuls en cé point (34.4), la formule (28.59) montre
que l'on a
Eﬂ =10
ax
~ désignant la dérivation eovariante dans la connexion de gravitation ;
drofl le théoréme (définition (30.11)) :

Dans I'approximation du premier ordre {35.12), l_'ﬁ'-.qu_al,h_:m aux
variations de la gravitation exprime que cefle-ci cofneide, en
chaque point, avec la connexion riemannienne de T

On peut alors appliquer divers résultats du § 30 ; on a nofamment,
dans une carte quelcongue (formule (30.12)) :

1
Iey = 3 7[00 + Balhhe — G

la formule (30.11 &) montre que :

Le champ [X - g] est frois fois différentiable ;

— (Comme la densité riemannienne a ung dérives covarlante nulle
{30.21), le tenseur de Ricei est symélrique (28.87):

Ry, =Ry
si bien que (35.14) se simplifie en

A = — b Ry g™




(35.22)
(35.23)

(35.24)

(35.25)
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d'oit 'on déduit les composantes covariantes du fenseur d'énergie
de la gravitation, par application de (34.19) et (34.21) :

T,y =

— 2R, + g la + bﬁwrguﬁr]

— Mous savons que la divergence de ce tenseur est identiquement
nulle, si les équations aux variations (35.18) sont vérifidées (th.
(34.24)) ; on peut d'aillewrs le wvérifier directement, en utilisant
I'identité de Bianchi (28.80) et (30.45).

— L’équation aux variations des g,, > T =0 (34.13) s'écrit
done : i

1
[Fl,“-—-zﬁg'm] -I—J"ll.y'u,\lI = xg T“'

en posant

R =R,.¢" ("
1
T
el

.
2b :

(36.1)

la somme des tenseurs d'énergie du second membre s'étend 4 tous
les phénoménes aufres que la gravitation.

—

Cette équation (35.24), que l'on trouve ici par voie déductive,
est celle qui a été proposée par Einstein dans sa théorie de la gra-
vitation (%),

— En résumé :

(1) Ce nombre, que 'on appelle courbere confracide, ne doit pas étre confondu aves le
tengeur de courbure luf-méme,

(2} Clest Vexpérience qui peat indigquer ln valeur des constantes ¥ et A, done a et b,
(voir ci-dessous (30.63}); en fait, Ia valeur de A est trop petite pour &tre mesurable,
Einstein, d'ailleurs, a proposé "équation (35.24) avee A = 0 le terme supplémentalre
Agyy 0'a été Introduit que plus tard, particulitrement dans des recherches de cosmao-
logie : cest pourquol A s"appelle parfols Ia = constante cosmologique s,

§ 35 LA GRAVITATION 345

L'hypothése suivant laquelle la gravitation est une connexion ]
symétrique (35.1) conduit aux résultats suivants:

(1) La présence p de la gravitalion ne dépend que du tenseur
g et du tenseur de courbure R : elle admet un développement

limité p=a-+bg*By, + ...

(b) Dans l'approximation du premier ordre, qui consiste &

négliger les termes mon écrits: . .
1) la gravitation ecoincide avec la connexion riemanienne ;
9) I'équation aux variations des g, est I'équation d'Einstein

L{ﬂ:’r.%}i

§ 36 La matiére parfaite.

Nous définirons la mafiére parfaite(*) comme un phérfnmén:a I‘B[r]éré
par un champ (rivial, & valeurs dans une fibre de dimension 3.

Géométrie de la matidre parfaite (%).

n milfew

mati ite + . ftre, sulvant les cas, W
)y Mous werrons que cette s matitre parfaile s peut v
E!.L!Iﬁqnc un fluide parfait, de la poussitre (dile aussi matidre pure). o
(*) En I;jt.. comme U désigne I'espace-temps, nous étudions simultanément la
irie el la cindmabique de la matidre,




(36.2)

{36.3)

(36.4)

(36.5)

{36.6)
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Soit @, la fibre-type de la matiére ; le champ matériel f est une
application [X ~Z|, deux fois dilTérentiable (33.14), de la variéte
U dans la variété @, (parce que toutes les fibres d’une racine
triviale sont égales 4 la fibre type [voir (24.3)]).

Nous pourrons choisir une ecarte [g ~ Z] de la fibre-type @, ; les
les coordonnées ¢ seront repérés par des indices lafins, prenant
les valeurs 1, 2, 3.

— Chaque point Z, de ®, représentera une « molécule » de matiére ;
Pimage réciproque f-(Zg), c'est-d-dire I'ensemble des points X
de U tels que

d (X) =z,
sera en général une courbe, que l'on appellera ligne de courant (1) ;

un vecteur dX sera tangent 4 la ligne de courant passant par le
point X si dZ = 0, c'est-d-dire si dX appartient au noyau de I'opé-

ateur linéaire oz
rateur i
X

Définition :

— Considérons, en un point X de U, l'image par j du tenseur
contravariant ¢*; cest, selon la définition (25.60), un tenseur
contravariant i de ©g, au point Z = f{X), dont les composantes sont

4 = a0 o*;
nous l'appellerons conformation de la matiére au point X.

— La conformation n’esf pas un tenseur au point X ; en général,
les différents points X d'une méme ligne de courant ont des confor-
mations différenfes (au méme point Z); c’est la variation de h
le long de cette ligne qui définira la déformafion de la matitre
an cours de son évolulion.

— 11 est commode de choisir, sur @, un champ de 3-formes :
Zww

() On peut la consldérer comme [a trajectoire d'espace-lemps de la molécule 2,

(36.10)

(36.11)

(36.9)
i
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i . i it hamp de 3-formes de U
L'image réciprogue de « par f définil un ¢ m ! o
mﬁ,ﬂ?eﬂﬁ}. qui peut s'écrire vol (J), vol désignant la jauge rie
mannienne de U (localement orientée) et .I un vm:ltcur que nous
appellerons courant (th. (26.12)); J est défini (voir (25.33)) par

: vol (J)(d, XN X}y X) = o(dZN L)L)
guels que soient les vecteurs d X, doX, dyX.

En appliquant les propriétés des jauges (?6.11. 12) et le théoréme
(20.1%), & on en déduit le théoréme suivant :

@ 7 0 au point f(X)

o A RS R o) de tang 3 au point X
aX

J.L 3
[11 passe une ligne de courant par ¥ ; elle est tangente 4 J].

ighle ; comme f est deux [ois
— Supposons le champ [Z — w] diffdrentiak ic i .
diﬂéreiﬁiahle, le théoréme (27.17) montre que la dérivee extdérienrs ‘G‘E:;ll Eﬁe}
est Pimage réciproque de la dérivée Vo, elle-méme nulle comme 4-fo
d'une variété de dimension 3 ; compte tenn de la form ule
P[wol (1] == [div.J] vol

(30.35), on voit que

Le vecteur courant J vérilie
divI =0

le vecteur J est mulliplié

G Fial,
— §i Ton change le champ [Z —o] bt

par un scalaire, constant sur chaque ligne de courail
I'équation div J = 0 reste vraie.

— Le flux du vecteur J sur une F-chaine C de U, o'est-d-dire

-L vol (J)

I'intégrale




(36.12)
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ne dépend que de I'image de C par f, puisqu'il est égal a

[, o
1+

: o :
— L’opérateur % applique dans R?* I'espace enclidien tangent & U en X ¢

o peut done le fransposer (28.3) ; %{ est une ligne de Lrois vecteurs

g g ; :
H = XK est une matrice symétrique d'ordre 3, dont les éléments sont

les composantes du fenseur de copformation h.

Soit ¥V oun autre vecteur tangent en X ; si I'on pose
5 = f"i," by
: bX

on trouve (36.7, 26.13) ;

& V.J = gy det (5);

comme le muliplicalenr Ee Tespace euclidien tangent en X a U est —1
(34.8), on sait que det(5) = — det (5) (29.25, &), d'oh

_ i wova
det () = —det G.5) = —aet | X
q

X, o

el, compie tenu de s (7 :

o i SR ’[dt — 2 i
[e3ym]* | det (H) x-Adi ().

d'oi, en prenant la trace

] J.J = —[ag]* det (H) ;

d'on e théoréme ;=

{4 Velr Sovnwav [réf. p. 117], chap. V, ex. 13,

(36.13)

{

(36.14) |

{36.15)

(36.16) |

1
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la forme « n'est pas nulle ;

J n'est pas isotrope| < [ le tenseur h (resp. la matrice I}

est régulier.
H
le projecleuar orthogonal sur le vecteur J est
¥ ..
My =1p,—-=.H.—
; T ETTAX aX
1.3 ;
En effet, le projecteur orthogonal sur I wvaut _I_J (29.21), et l'on a
Adj () e
-l = ———(21.22).
det (F) C.Q.F.D.

Prézence de la matiére.

Selon les principes généraux, la présence de la matiére s7gerit
P = pify. L, 0Z)

la fonction ¢ étant indépendante du choix de la carte de T

De cette invariance, on déduit ('} gue :

La présence de la matiére ne dépend que de la molécule Z et de la
i conformation h.

En d’autres termes, on peut écrire, aprés avoir choisi des cartes
de U et de @y :

| p = ¢ (¢, h*)

avee (36.4)
het = g¥a,9%,9"

{*} Woir SouRiav (quatritrme référence de la p. 336), § 5.
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(et ;D:‘:;T;ET;:z;Eaislz i;l":id;f:éqﬂi :_‘1 ;“;T;;;‘_‘:tﬁﬁlﬁl donne une : | Le tenseur T} admet le vecteur courant J comme pecleur propre,
by by {33,14; sﬂim;t -.ré;-iﬁ{i_:-,gl_nﬂ que les hypo- (36.23) | la valeur propre correspondante étant égale 4 la présence p:
; TA® = pI.
Equations et énergie de la matitre. _- Nous savons (th. (34.24)) que les 4 équalions
(36.21) [div T], =0

En différentiant (36.13), on peut écrire
sont conséquences des trois équations aux variations (36.20) ; ¢'est

(36.18) § Bp = b3g + B,3R%] (8, =0,); d'ailleurs facile 4 vérifier directement.
En fait, dans de nombreux cas, les gquations de divergence (36.24)

le ten rar : ;
1?-5 fl;f‘:ll:icu;ar;ant if" métrique 8, ayant les 6,, pour composantes, (ou méme trois seulement d’entre elles) pourront remplacer les
pend pas du choix des cartes, puisque 'on a {25.79): équations aux R RN

(36.19) | G
Pt Fluide parfait.

dans une varialion de & seul. Défi
éftnition !
De (36.18), on déduil immédiatement les dguafions aur variations

(voir (34.15)) : ! Nous appellerons fluide parjail une matiere parfaite dont le ten-

{
i seur d'énergie est toujours de la forme

o (36.25)

2 @ ell; + 2
i) bj—=0[ugtbpd,q¢)=0 | (f=123) i
# | Sk | « et B étant deux scalaires, T, le projecteur orthogonal sur J.
N — ilis: i i : erua-
et le fenseur d'énergie de la matiére parfaite (voir (34.23)) ; tiqus: n utilisant cette expression du tenseur T, et fes dowx e
_— e div] =0 divT =0
(36.21) T, = |
w = P Gy, — 20 gt g™ L )
; ; ! 31{}'“ . | on peut développer la dynamique relativiste des fluides par-
o faits : nous renvoyons le lecteur, pour cette étude, aux ouvrages
36.22) — it 1 £ ) de Lichnerowicz (1). Indiguons simplement que les valgurs propres
. ) . e ﬂlp? — T] est l'image réci- du tenseur T, soit « 4 B et B, s'appellent respectivement densilé
Progee: par le champ f, du tenseur covariant 8. Il en résulte que propre et pression propre (%) du fluide.
[pg — T)(J) =0, puisque le vecteur J, tangent a la ligne de cou- ) 3 - S
rant, a une image nulle sur @, Par suite : {Y} Lichnerowics, [réf. 7 de la page 9).

(%) Awec des unités convenahlement choisiss.
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Théoréme :

Un fluide parfait est une matidre parfaite dont la présence est
de la forme

< I Eﬂ:qd! o)

(35_25}% avee o = — det (H) (H cst définie en (36.12)).
Son lenseur d'énergie est
op ap
s T=2s—1 [ --—‘J_'.n—]
b 2 _P fex
1) Introduisons la matrice @ d'éléments 8, ; on a (36.19) :
LV gp = Tr{&,8H) dans une variation de & seul
En comparant (36.21), (36.13) eb (38.25, &), on Lrouve, dans le cas d'un
flulde et siJ = 0:
i L dg ag oy
T —20 @, = A s i~
Ptp P bRl
en multipliant par J, & on en lire
P=a+§ ; 6J=EH‘1
&
d'oi, grice & 57, ip =§£F dans une varlation de h seul; ceci monkre
que p = }g', e} [le cas & — 0 est oblenu par continuité)].,
ap :
2) De (36.26, ), on tire & =4 = H-1, d'oi de.,
o
C.Q.F.D.
-—
(36.27) — La densité propre d'un fluide parfait est donc égale 4 sa pré-

op

sence p; sa pression propre est & = p — 2 ==
: =

— En éliminant ¢ ,on peut trouver, pour chague molécule, une
« &quation d’état » liant p et &

| " (36.28)

i
| (36.29)

(36.30)

(36.31)

(36.32)
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Fluides homogénes.

On dit quun fluide est homoegéne si on a une équation
= f{c)
indépendante des ¢’ (on prend @, = R*.
— Alors I'équation d'état est indépendante de la molécule; O

d'un écoulement [ (solution des équations aux variations), on tire
une classe d'écovlements par la substitution .

f~Af
A étant un glissement de R 4 jacobien + 1.
Chaque classe d'écoulements peut s'¢tudier directement 4 laide

des « variables d'Euler » J, o, qui vérifient les « équations d'Eu-
lern 3.0 =o (Y divJ =0; div[2/{a}).J + f(s) — 2af{a)] = 0.

— On obtient une famille particulitre de solutions de ces équa-
lions en écrivant le principe variationnel (33.1 d):

Sj pp =10
o

avec les seules liaisons p = fin): o = J.J; div] =0

& Uintroduction d'un muliiplicateur de Lagrange ¢ conduit 4
I"équation

grad g = J f(o)

qui, jointe aux liaisons, caractérise les écoulements irrolation-

nels (%),

{1 On u choisl o = volg (formule (3612 w}).
(*} Voir Lichnerowicz {rél. p. 9) ; le flabde est holonome; son indice est la longueur du
vectenr Jf(a).




(36.33)
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Poussiéres,

On appelle poussiére, oul matiire pure.lun fluide parfait dont la

pression propre est nulle ; soit
T == pll,;

{(on ne considére que le cas J.J = 0).

On établit facilement le théoréme :

| Les lignes de courant de la poussiére sont des géodésiques du genre

(36.34) f

temps (voir (30.25)).

(36.35)

(36.36)

qui conduit au « principe des géodésiques »: on assimile les petits
corps célestes aux molécules d'une poussiére d'énergie négligeable ;
par conséquent ceux-ci doivent graviter suivant des géodésiques
d’espace-temps, que l'on peut déterminer & partir du champ
[X = g]; de l& découlent les vérifications de la Relativité Géne-
rale par 'astronomie de position (voir (39.68)).

— L'expression (36.27) de la pression propre conduit pour la
0
poussiére, i 1'équation p H—EG-EI—p e= 0, qui s’intégre en
a
p=1@) Ve
parce que o ost positif (36.12 ¢2); & on en déduit le théoréme :
Une poussiére est caractérisée par un champ de densités de @ :
Z~9;
la présence de la poussiére est alors donnée par la formule
) oZ —
p=¢o (a_q] v — det (H)

qui ne dépend pas du choix de la carte |g - Z].

(37.1)

(37.2) l
(37.3) |

(37.4) |

©7.5) |
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§ 37 La lumiére.

Champs de covecteurs.

Ftudions, 4 priori, un champ de covecteurs (%) :
X =-A

La présence de ce champ doit se mettre sous la forme

D= fw?q,“ &tr EUM

indépendamment du choix de la carte ; de cette invariance, on peut déduire
() que p ne dépend que des scalaires sulvants :
PEAA, 3 PP s R0 A T, P A, et, si Uunivers est orienté

voltF, Fou
on a posé
Fop =04, — B A,
soit, en introduisant la dérivation extérieure 7 (cf. (27.10))
F=VA

Une fonetion de ces 4 quantités est invariante dans la substitution A -~ — A
on en déduit que les équations aux variations admettent la solution A wm(;
an est done conduit & étudier les champs faibles en remplagcant la présence
par un développement limité au voisinage de A = 0; ce qui conduit &
l'expression :

1
p = d + ';": gl“.l.al}‘.'!.lu 'l" 4 Futlapq{]fymg“ + b volmh]

oil a, b, e, [ désignent des constantes universelles.

¥} On ::Init noter qu'un chomp de peclears ne conduit qu'a des équalions triviales.
(%) Voir Souriau (réfl. de la p. 336), § G
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(37.6)

(37.7)

(37.8)

(37.9)

(37.10)
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— On peut vérifier que le terme en &, qul n'existe gque dans U'hypothése
of 1J est une variété orientée, disparait & Ia fois des équations aux varia-
tions et de Pexpression de 'énergic ; quant au terme constant a, son zeul
rile est d'ajouter un terme a g, aux composantes do tenseur d'énergie ;
terme que l'on peut d'ailleurs incorporer & la constanle cosmalogique, eompte
tenn de 'éguation d"Einstein (35.24).

— Pour ces divers raisons, on est done conduit & étudier un champ
de covecteurs, muni de la présence

e f
p =g P M, + 1 g FF,

soit

|i=§{e<a,.a>+r<l=.l=>}

en introduisant le produil scalaire des formes (29.22), nolé par le
signe ¢ ». On suppose [ 0,

Le caleul donne alors 1'équation aux variations

F—fﬂi;rl?={}

et les composantes du tenseur d'énergie

T 5'5[%91#{&«3}_—51%] +f[%ym (F, F}_Q'EFMFﬂ]

Ces équations sont généralement admises comme o équations
d'onde des particules de spin 1 s
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— Du systéme (37.4) et (37.8):

F—vA=10
eh —fdivF =10

découlent immédiatement les équations suivantes

divT =10
(théoréme (34.24)) :
VF =0
JOF—eF mO(Y)

(théoréme de Poincaré (27.24) et définition (30.49) du laplacien) ;
et, sie 0

fOA—eA =10
(formules (30.48) et (30.49)).

Invariance de jauge.
Théordme :

5i la constanie e es! nulle, le champ [X ~ F], la présc_nce. les équa-
tions aux variations (37.8) et le tenseur d’énergie (37.9) sont
invariants dans la substitution, dite fransformation de jauge :

A-A4Ve
ol
Ay~ A+ oy

ol [X —~ g] désigne un champ scalaire arbitraire (deux fois diflé-
rentiable).

E"’J On a coutwme de désigner par [ 'opérateur laplaclen & sur la variété quadrldi-
mensionnelle U; on Vappelle alors dalemberiien.




(37.16) |

(37.17) |

(37.18) |

(37.19)

(37.20)

(37.21)

3508 GEOMETRIE ET RELATIVITE
En effet, les équations (37.7), (37.8), (37.9) ne dépendent alors de A qu
par intermédiaire de la 2-forme F; et le théoréme de Poincaré denne
VA 4+ Vo] = TA
C.O.ED,

— D'une solution quelcongue des équations de champ, & on peut
alors déduire localement, par une transformation de jauge, une
nouvelle solution vérifiant la condition

divA =0
dite condition de Lorenfz ; on a alors

OA=0

si bien que I'on a artificiellement étendu les équations (37.14) au
cas ¢ = 0; notons que la condition de Lorentz ne détermine pas

complétement le scalaire ¢, car on peut lui ajouter une solulion
arbitraire de 1'équalion

O =0
Cas de la lumibre,
MNous admettrons que la lumiére est un champ de covecteurs
[X -~ A], avec la présence

% S

f étanl une constanie positive.
On est dans le cas précédent, avee ¢ = ( (voir (37.7)) ; la lumiére

est donc supposée invarianle de jauge (37.15); la 2-forme F, que

I'on appelle champ fectromagnéligue, vérifie (37.11) el (37.13), d'ol
les équations de Maxwell

VE =0
divF=0
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et Péquation des ondes :

OF =0

— La réciproque du théoréme de Poincaré (27.25) montre que
la premitre équation de Maxwell est équivalente focalement 4
l'existence d’un pofentiel électromagnétique A tel que F = VA;
P'existence de A est méme assurée globalement si I'univers est un
morcean (27.27), en particulier 8'il existe une carte appliquant B2
sur 1.

Localement, linvariance de jauge permet d'assurer la condition
de Lorentz div A = 0 (37.16).

—_ En orientant localement I'univers, on peut définir (voir {209.26))
le tenseur 3%(F), souvent noté F*. On trouve :

# (Fg = 3 Vobuy P (20.26 #)
* (% (F) =—F (29.26 2)
% (F) = — div[vol (A)] (30.31), (29.27)
div [ % (F)] =0 (30.31)
V% (F)] =0 (30.32)

¥ (F) vérifie done aussi les équations de Maxwell.

__ Effectuons un changement de variable A - KA, A étant une

constante (c'est un aufomorphisme de la racine des covecteurs) ;
e

il en résulte les transformations F - KF, p - 'f? ¢{F,F3; on peut

done par ce procédé donner 4 f n'importe quelle valeur positive ;

ainsi, dans le systéme C.G.S., on choisit f = .




(37.26)

(37.27)
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Théoréme : et d'autre part nous allons constater qu'il aboutit aux lois clas-

siques de I'électrodynamique.
Le tenseur d'¢nergie T de la lumiére vérifie les équations

74T, =0

[V: vecteur de temps] = [T,,V*Vi= 0]

Théoréme :

Le tenseur d'énergie du systéme lumiére-matiére chargée est la

Pour une étude plus détaillée du tenseur T, le lecteur pourra se il

; . 5 Z 2 Tum + Tmat
reporter & Lichnerowicz (réf. p. 9, premiére partie, § 10).

de cenx de la lumiere et de la matiere.
Interaction lumiére-matiére parfaite,

i i i ] En effet, la formule (36.12, &) donne
Nous allons caractériser U'interaction de la lumiére {champ élec- n eiiet, '

tromagnétique) et de la matiére parfaite électrisée (mais non E A

conductriee) par le principe suivant : ' AJ = wygdet |09 | ],
ox

{a) Par définition, 1'élecirisafion de la matiére parfaite est un champ

de J-formes I‘u, d'oil

AR

Ay Ay A Ay
' Pra. 2 = & e det ([
défini sur la fibre-type @, de la matiére (voir (36.6)) ; i

T N B
(F) Le systéme de la matiére et de la lumiére admet la présence ||! . i

puisque = |[del s
Pum + Pamat 1 Pint déduit par dérivation que la contribution du terme py au tenseur d'éner-
ofl pmae désigne la présence de la matitre (36.15), pum la présence gie total est nulle.
de la lumiére (37.19), et ol l'on a posé

Pt = AT =A "

1 ectte quantité no dépend pas des g, on en

C.0.F.D.

y  (37.29) En d'autres termes, il n'existe pas d'énergie d'inferaction ; mais

A étant le potentiel électromagnétique, J le pectenr courant élec- | Pinteraction entraine des échanges d'énergie enfre [umiére ef matiere.
frigue (') défini 4 partir de Pélectrisation [Z - «] par la formule 3
(36.7). é En effet, le théoreme général de conservation (34.24) donne
i R g
Le caractére arbitraire de cet énoncé n'échappera pas au lecteur ; ¢ (37.30) | div [Tram + Tms] =0

mais il est d'une part conforme aux principes généraux du § 33, ‘
mais les covecteurs [opposés] div [Tim] et div [T.,_,,J.l ne St{:ant pas
(1) On dit aussi vecteur densité de courant, ' nuls, en général ; nous allons les calculer et les interpréter.




(37.31)

(37.32)

(37.33) |

(37.34) |

(37.35)

(37.36)
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Un caleul simple donne d'abord I'équation aux varialions du cov

leur A : =

[E%F;f]m

qui constitue la seconde équation de Mazwell en présence de matidre
chargée ; la premiére équation (37.21) n'est pas modifiée :

| vF=0 | o

DVautre part, un caleul élémentaire, partant de I'expression de
Tim [(37.9), avec e = _{II] et tenant compte des deux équations
de Maxwell fdivF = J, VF = 0, conduit & I"équation

[div Tiam]e = F.J*
ou, avec la convention (25.1) ou (25.79) :
div Tim = F(I

L'équation de conservation {37.30) donne alors :

dwhme—ﬂn]

d:qmittiun qui peut remplacer I'équation aux variations de la
matiére,

— Le sacur_ud membre — F(J} s'interpréte comme la densité de
f?rce {(quadridimensionnelle) appliquée par le champ #lectromagné-
tique aux charges électriques; en chaque point, F(J) est un
(co}vecteur orthogonal 4 ligne de courant passant par ce point,

{(*) On rappelle que [ — ::f-! en unités (G5, (37.25)

(*) On voil que Pexistence des charges falt di i i
e e T ESF?_'M;T}. isparaltre la symétrie formelle iui cxiste

7.37)

(38.1)
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— Nous constatons que les équations font intervenir F et non A ;
elles sont donc invariantes de jatge, hien que la présence ne le
soit pas : en effet, dans la substitution A, — A, + 2,9, la présence
totale p devient p - J*b .

Mais le terme supplémentaire peut s'éerire div [¢J], grice & Uiden-
tité divJ = 0 (36.9) ; ce qui explique qu'il o'inlervienne pas dans
les équalions aux variations.

— Lidentité div (J) = 0, conséquence comme nous venons de
le rappeler de la géométric de la matiére, est aussi une consé-
quence de 'équation de Maxwell fdivF = J (voir (30.48)); on
I'interpréte comme la loi de conservation de ['électricité [voir (36.11) ;
le flux de J & travers une 3-chaine est la quantité d'électricité
o gontenue » dans cette chaine].

Mous voyons done qu'il ¥ a un lien étroit entre l'invariance de
jauge et la comservation de I'électricité.

§ 38 Passage a la relativité restreinte.
Hypothéses globales.

MNous avons jusqu'ici étudié la relativité du seul point de vue local,
et on pourrait garder ce point de vue dans I'approximation de la
relativité restreinte. Mais ce n'est pas 1'usage.

Mous commencerons donc par formuler une double hypothise
relative & la sfructure globale de 1'univers :

H, : L'univers U est simplement connere (définition (10.21)) et
SEPATE ;

H,: U est complet, ¢'est-d-dire que toute géodésique [s—X] est
prolongeable, par une géodésique, pour toutes les valeurs réelles de s.

La premiére hypothése ne concerne que la fopologie de U (th.
(10.25)) ; elle se décompose en trois (U doit &tre 4 la fois simple
connexe el séparé),




(38.2)

(38.3)

(38.4)
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L’hypothése suivant laquelle U est connexe est fort naturelle :
sinon ('), U se décomposerait en plusicurs variétés disjointes ;
ces variétés seraient autant d'univers n’ayant aueun rapport
{passé, présent on 4 venir) entre eux ; et il suffirait d’étudier Pun
d’entre eux — le nitre.

— Quant & Uhypothése suivant laquelle U ne serait pas séparé,
le lecteur pourra imaginer ses conséquences extraordinaires en se
reportant 4 l'exemple (5.6).

L'hypothése suivant laquelle U est simple est beaucoup moins
évidente ; nous éfudierons d'aillenrs au chapilre suivant une
théorie oit I'on ¥ renonce.

Notons que H, permet de donner une définition continue et glo-
bale des vecleurs d'avenir de U.

- L'hypothése H, fait intervenir la sfructure riemanienne de U
en considérant successivement des géodésiques du genre espace et
du genre temps, on peut l'exprimer naivement en disant que
I'univers n'a ni frontidre, ni commencement, ni fin.

L’approximation de la relativité restreinte.

— Nous avons déji eu recours & I'hypothése suivant laquelle la
courbure de la connexion de gravitation est faible (35.12); on
voit sur I'équation d'Einstein (35.24) que cette hypothése est
valable si les constantes y et A sont petiles, ¢’est-d-dire si la cons-
tante b est grande (35.25).

— L'approximation de la relativité restreinte consiste a suppo-
ser la courbure partout nulle et la constante b infinie (c'est-d-
dire & négliger 'équation d'Einstein). 1

Dies hypothése (38.1) et (38.3), on peut déduire (voir (28.72)) qu'il
existe une carte Iy, appliquant R* sur U, oii les symboles de Chris-

(Y Voir lu note IL & la fn de I"ouvrage.

(38.7)
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toffel sont nuls, et ou par conséquenl les g, sont cnustatnts
(30.12 &) ; les géodésiques de U sont les images par Iy de droites
[5 = 345 + 2] (28.65); celles-ci sont bien illimitées (hypothése Hy) ;
done :

Mous décrirons l'approximation de la Relativité He.atreintll: en
supposant qu'il existe une carte F, appliquant B4 sur U, ob les
gy, sont constants.

En fait, cette hypothése est plus précise que I'énoncé (38.3),
parce que le théoréme (28.72) aflirme sculement que F, est une
carte pour la structure de classe C* de .

Nous la supposerons vérifiée dans toute la suite de ce paragraphe.

GCéométrie de la relativité restreinte.
Théoréme, définition :

{a) 1l existe une carte F, appliquant Rt sur U, telle que les @,
soient, en tout point, égaux aux éléments de la matrice

(b) Nous appellerons prérecueil de Lorenlz le prérecucil L engendré
par les cartes ¥ ayant cette propriélé.

En cilet, on pent définir une structure enelidienne sur 1T en pusm[nnt_d let
linéarité de la carte ¥, définie en (38.5) (') ; I, est alors une base (17.13) ;
la dimension étant 4 et I'indice d'inertie 1, il existe une base F telle que
F.F = G (th. {20.34)) et une matrice de changement de base M telle q"l:;:
F = FF,.M (on peut supposer det (M) = 0); F est done une gl;:.entlu ¥
C.F.D,

('} Celte structure dépend du chelx de F, par le choix de I's arigine = Fg0).
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Théoréme :

Supposons U orienté (resp. non orienté).
Soit Fy une carte vérifiant (38.7 a).

Alors le prévecueil de Lorentz se compose :
1) du groupe Ly, des transformations allines
T -z, + Mz

ol M est une matrice (resp. une matrice 4 déferminant positif)
vérifiant

M.G.M =G (notations (29.17) et (38.7)) ;
2) des cartes Fy. A (A e L) ;

3) des cocartes A F* (Aelg):

4) du groupe Ly des glissements Fy AL 17" (A Ly

— Nous appellerons glissements de Lorentz, carles de Lorents, ete.,

les éléments de L; les mots «transformations de Lorentz »,
« groupe de Lorentz » sont souvent ambigus,

— Llexpression générale des matrices M vérifiant M.G. M = G
a €té donnée en (20.42).

Théoréme :

Soil F une carte de Lorentz; posons F(x) = X,

Pour que le champ de vecteurs [X — 8X] soit un glissement de

| Lorentz infinitésimal, il faut et il sullit que

éz =G M.x 4 =z,

M étant une matrice antisymétique (M = — M).

Sl P

SR A

e

(38.12)
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138.11) — Considérons les matrices
—1 1
1 —1
T= 1 it P = -
1 —1

Il résulte de (35.8) que

[Tel] = [PeL] = [U non orienté]
Or, 4 la suite des travaux de Lee et Yang sur la parité, les physi-
ciens admettent généralement que TeL, P £L.

En fait, on peut coneilicr les deux points de vue en admettant,
avec Landau, que: U mwest pas orientée, el qme la matrice P
ci-dessus  correspond & la transformation usuellement appelée
CR.(Y.

Théorémne :

Appelons #y, le plus petit recueil conlenant le prévecueil de Lo-
rentz L. et engendrant sur R*U U la topologie usuelle.

Alors :

1} Pour qu'un opérateur régulier A appartiennc a R, il faut et
il suffit que

Ll

il existe un élément de L qui coincide avw]
(X edef (A)] = [ A dans un woisinage de X

2y Soit A un glissement de U ; alors
[A € Ry] = [A invarie (%) le champ [X - g]]

T- { reviont, 1a -' ﬂn;n:g un mimu' st de l'antimalidee » 2
%'}Fﬁé les cxperlences d e Yang, cest qull faut modifler la pariande
traditionneilement affectéc anx partlenles éhémentaires,

(")} Définition {15.12).

i g




(38.13)

(38.14)

(38.15)

(38.16)

(38.17)
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~ On déduit en particulier de ce théoréme que les glissemenis
de Lorenfz sonf les glissements globauwr de U qui invarienf le champ
[ - g].

— 11 est clair que P'on a
LeiR, ch,

M étant le recuel]l définissant la structure de variété de 17,

— La restriction de Ry, & B est un recoeil classique (19.1) ; donc :

Ry, définit sur U une struciure de pariéfé, qui caractérise la géomé-
frie de la Relafivité Restreinie ().

— Puisque Ry, est un sous-recueil de R (38.14), on passe canoni-
quement de la géométrie de la Relativité Générale 4 celle de la
Helativité Restreinte; en ce qui coneerne notamment les racines
de T, ceci résulte du théoréme (16.2) ; nous avons vu que ce pas-
sage peut entrainer des confluences de noyauxr et de variance ;
ainsi, en Relativité Bestreinte, fonfes les racines soni d'ordre 1

(24.1) ; la racine des tenseurs de variance [ﬂ] est isomorphe 4
celle des tenseurs d’ordre [p 3_ q], Uisomorphisme étant le schan-

gement de variance » défini en (29.10)) ; la racine des densités est
isomorphe & ecelle des sealaires, celle des d-formes 4 celle des
pseudo-scalaires, celle des connexions 4 celle des tenseurs d'ordre 3,
ele,

Champs en relativité restreinte.

— Les équations aux variations of les équalions de eonservation
des divers champs {en dehors, bien entendu, du champ de gravi-

1) Om pent aussi considérer Ia structure d'espace définde sur T par la prérecusl L
mlors U est un enfeers non sfpard (les senls ouverts dtant U et @ : vaie (1.21), {2.6)) ;
c'est cotle géomélrie qni esl ulilisée implicilement dans les formulations de In théoric
quantique des champs reconrant & la transformation de Fourder.

R

e

(38.18)

(38.19)

(38.20)
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tation) s'écrivent en Relativité Bestreinte sens oucone modifica-
tion ; il peut seulement se produive quelques simplifications d'éeri-
ture.

I'équation
du champ
ondes

Par exemple, en Pabsence de charges électrigues,
OF =0 (37.22) montre que chague composanle T,
électromagnetique est une solution de I'équation des

O = ddyp — (0057 + Dadyp + 2,049] =0

{théoréme (30.50)).

— Tout glissement de Lorentz infinitésimal [X -3X] est un
vecteur de Killing du champ [X —g] ((23.15), (38.12)}; si T est
le tenseur d’énergie d'un phénoméne, le vecteur T(3X) a done une
divergence nulle (th. (34.28)); par application de {38.10), on
obtient done dix vectenrs 4 divergence nulle en posant successi-
vement
V=T (a=1,234)
VAo Thegf — T (x < B)

par intégration, on en déduit les théorémes de conservation de la
théorie classique des champs.

— Tl résulle de (33.8) que la présence d'un champ peut se metire
sous la forme

O p = plz 8,2

v étant une fonction indépendante de lu carte de Loreniz choisie,
puisque les g, ont des valewrs constantes.

Mais toute fonclion de ce type ne peut pas constiluer une expres-
sion valable pour la présence d'un phénoméne ; il faut recourir
4 la Relativilé Générale pour exelure, par exemple, le tenseur
symétrique 2,A, + 8,4, du « lagrangien » d'un champ de covec-
teurs X - AL



2

(39.1)
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— De méme, cetle expression  ne permel pas de définir le ten-
seur T, ; la nofion d'énergie est essentiellement lide & la Relativité
Générale.

§ 39 Passage a la physique classique.
Espace et temps.

La physique classique peut éire considérée comme une formula-
tion approchée de certaines lois relativistes, dans laquelle la réfé-
rence 4 la Terre joue un rile essentiel.

En premitre approximation, en eflet, on peut considérer la Terre
— ou une partie de la Terre, le « laboratoire » — comme une
matiére parfaite, dont les lignes de courant sont des droites paral-
Ieles du genre temps (1) {on se place done dans 'approximation
de la Relativité Hestreinte, et on néglige la rotation de la Terre
en méme temps que la pesanleur).

u
ESPEGV | I
| 1.
| 1
| I
r ) !
—t—— - —— - 1 — .
f : X
! E
Y NEI T R
-~ -~
/ f..a" ”;'J
- Temps

t

(%) On obtient évidemment une formulatio n plus précise en se référant, non 4 la matiére
méme du laboratoire, mais 4 une matitr ¢ fictive Imaginés de fagon & vérifier celie
condition (référentiel astronomigue).

(39.2)
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& 11 existe alors une carte de Lorentz F (z ~ X) telle que les lignes
de courant de la matiere aient pour équation 2* = Cte, 2® = Cte,
x* = Cte ; on en déduit immédiatement le théoréme :

Soit f: [X ~ Z] le champ trivial qui définit la matiére du labora-
toire (cf. § 36) ; désignons par ¢ une constante positive.

1) Le groupe des glissements de Lorentz qui fnvarient le champ f
admet deux profections (voir (7.1)):

{a) La projection [X - Z], dont la base IX {voir (7.2)) sera appelée
espace (du laboratoire) ; E posséde une structure invariante de
variélé enclidienne posifive d frois dimensions, caractérisée par la
relation

o S s

{b) La projection [X - {] dont les fibres (voir (6.3)) sont les variétés
4 trois dimensions orthogonales aux lignes de courant, el dont
la base ® sera appelée temps (du laboratoire, ou femps propre).
Le temps posséde une structure invariante de varidlé enclidienne
d une dimension, caractérisée par la relation

of ot

e ]
v aXaX

2y 1l existe une application régulitre B du produit direct @ x E
sur U, définie par
* R i] g
4 SRt
R s'appellera le repére du laboratoire.

En choisissant un point 0 de U comme origine, on définit sur U, E
et @ des structures d'espaces vecloriels euclidiens, lelles que R soit
linéaire :



@y

(39.3)

(39.4)

(39.5)
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on a alors
lg O
E.R = 1
(8] 5 1

— Ce théoréme explique que U soit appelé « espace-temps a,

— Un point ¢ du temps s'appelle un insfant: la fibration ~
correspondant & la projection X ¢ -

[X ~X'] = [t =r]
s'appelle la simulianéité (du laboratoire).

— Les glissements de I'espace euclidien E s'appellent les dépla-
cements,

Décomposition électro-magnétique de la lumidre.

Il est parfois utile de donner une description « classique » des
champs, en utilisant des variables lices 4 la décomposition de U
en espace el temps,

Par exemple, on peut étudier la lumiére en posant (V)

A(dX) = 0 dt + M(dZ) :
F(AX)(3X) = &(dt 3Z — 3 dZ) +- Je (dZ)(3Z) ;
J.dX = pdt + 3dZ)

# et p sont des scalaires; M et & des covecteurs de E ; JE une
2-forme. )

{*) En nous conformant & un nhl-as usuel, nous identifions les intervalles de tem
‘ﬂ. i_d.u nombres : cecl suppose une erienfalion préalable du temps : si on changu,-.:E:
Q'orientation, il taedrait remplacer o, £, » par leurs apposée,

(39.6)
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On trouve le tableau de correspondance :

a) Désignation Motations MNotations
des équations d'univers spatio-temporelles
by Définition de F F A oM
)] nition de =Y P L -
af
K = TM
¢} premidre équatlon VEF =0 o
de Maxwell Vi——rml;
VI =10
d} deuxitme déqua- JdivF =J P
tion de Maxwell ctdivE = i
{en présence de
matiére chargée) E_ et div 1 = ;
ol
&) Conservation de| divJ =20 bp g
I'électricité P d 0
) Equation des OF = 0 %6 -
ondes (dans le o el
vide)
v
ey — A =D
g) Condition de Lo- divaA =0 e
rants -5I—c'divuﬂ, =
k) Expression de la f !
: prﬁmm p:E{I-, Fr | p -1 A, By — 8, 8

— 11 est clair que les notations %7, div, A, ¢ %, dans la troisiéme

1
colonne, se rapportant 4 l'espace E; on rappelle que [ = i
dans de nombreux systémes d'unités. T




(39.7)

(39.8)

(39.9)
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— 1l est plus classiqgue — mais moins commode — d'introduire,
4 coté du champ électrique &, du pofentiel électrigue — », et du
polentiel-vecteur magnéligue M., Vinduction magnétigue % (¥), au
lieu de la 2-forme J (aprés orientation de I'espace). Les équations
de Maxwell s’écrivent alors avec des rofafionnels (voir (30.53)).

— La constante ¢ peul s'interpréter comme pifesse de la lumiére

dans Ie pide (équalion f) et comme rapporf des unités magnétiqgues
ef éleclriques (équation h),

Dynamique classique.

— Considérons une matiére parfaite (différente de celle du labo-
ratoire) dont les lignes de courant sont du genre temps:

u
EspaMV /: J
_________ s el e e
& R R R X
i f
I !
I |
| I
I d I
I
IV A— -
¢ Xo | :
I f——t——
o |
/ A I
ra | i
| |
L 4 Temps
ta t 3

Chaque ligne de courant coupe une surface { = #, en un point X,
au plus; nous supposerons donc¢ que I'on peut repérer chaque

molécule de matidre par le point ¥ de I'espace du laboratoire
qu’elle occupe 4 Uinstant arbitrairement choisi f = §,.

e Sy g™

. (39.10)

(39.11) |

(39.12) ]

(39.13) 1

(39.14) |

(39.15)
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Posons alors :
13 o
T #aX aX
[ est un affineur symétrique de Pespace E, qui vaut 1y lorsque
{ = t,; il caractérise la conformation (voir 6. 12)).

La présence de la matiére est une fonction de § et de D ; nous pou-
vons toujours I'écrire sous la forme

p =c¥(QV det (D) +w

fit) étant une fonction positive, w une autre fonction de £ et de D

— Nous nous proposons de considérer la vitesse de la lumiére ¢
comme frés grande ; V'écriture (39.11) de la présence devient alors
une hypothése, selon laquelle la cohésion de la matidre est laikle
— puisque le terme prépondérant de sa présence est celul d'une
poussiere (cf. (36.36)).

__ Par ailleurs, nous introduirons le vecteur J, défini (voir (36.7))
4 partir de la 3-forme de E

f(C) volg

o =

ol -

et nous poserons

J=R [ ?‘.F] , B étant le rvepére du laboratoire ;
P

A la place du tenseur 6, nous considérerons I'affineur symétrique @
défini par

& = @, &w = Tr(0.3D) dans une variation de D seul.

Le ecaleul donne les formules suivanles:

] o =10 det ()
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o 2
{39.16}] FE + E%'v =0 (V est le vecteur vifesse des molécules)
o V.V at
39.1 — 1 5 9 P,
¢ ?)l D az{l‘* ca]az
@0.15) | T = Q) VBt D). 1, + o + 2% 0.3

oX T aX

T étant Vaffineur d'énergie de la matiére, 11, le projecteur orthe-
gonal sur J; soit

Y
(39.19) T=R.] * T&|.r
Y K
avec les notations auxilinires
(39.200 | v =|V|;
Bk
39.21 = —_
{ :I A Ehz-@.ax w IE
V.V
g s
(39.23) P v
J‘“a
] e ECE
(39.24) - R [
VL—;
. pc? ' [ Iﬁ] 3
PR R o O Pl SR W
. \/ﬁﬁw S EEALS
=%

_%[39.25} I
o |

(30.28) |

(39.29) ‘

(39.30)
| {39.31)

(39.32)

(30.33)

(30.34)
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Les équations d'univers div J = 0, div T = 0 s’écrivent alors

op .
— +div][pV] =0
2t [#V]

oe i .
'Eﬁ-f'dle =1

—E—l:;g + div K = 0

En combinant les équations (39,26, 27), de fagon & faire disparaitre
leurs termes en ¢, on a aussi

gi,[a—pc‘]+di\'[Y—ch] =0

Il suffit maintenant de faire ¢ = oo dans ces formules. On trouve
alors le systéme :

op .
— V] =
ot + div[pV] =0

el' +divA =0
£ "—”?] 1 div Hw |-:+A]v -0
E[“”r 2
xw
D=2z
il
hzz EE e iy

{ Sw=Tr(@.3D), 0 =0




(39.35)

(30.36)

(39.37)
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dont linterprétation est facile. En effet :

— L'équation (39.30), dite équation de continuité,

i ——
conservation de ln masse (supposée finie) prime la

m -:f g vol
B

si I'on identifie ¢ avec la masse spécifigue du milieu (la fonetion

désigne : i I .
ﬂf}{sgilgﬁtj donc la masse spécifique 4 I'instant £ — f, ; ceci résulte

— L'équation (39.31), dite dquafion o Euler, exprime la « loi fon-
d_unfenm!'e de la dynamique » : I'accélération I’ des molécules, mul-
tipliée par la masse (spécifique), est égale 4 la force {spécirﬁque]
—div A, A étant la confrainte. Cette équation dérive de (39.28)
compte tenu des identités : .

5 - B
= [oV] + div [pVV] = [E‘-erv v]i;r [E‘f >V
ol & VIV + ¢ M+M—v]
oy oV
P — bty
"ty

— L'équation (39.32) exprime la conservation de U'énergie

L [w .t p‘;-J vol ;

on voit que w est 'dnergie élastique spécifi
' L que w ¢ que, et on conslate que
Vénergie cindtique spécifigue est égale, comme on peut s'y attem'i:lrc

é. i pI.F!1

L
Le vecteur [w +p 7 - ﬁ] V peut donc étre considérs cormme

vecteur courant d'énergie,

|

;?(39.39}

i

(30.40)

£ 39 PASSAGE A LA PHYSIQUE CLASSIQUE 379

Cette équation (39.32) (qui dérive de (39.29)), peut aussi se déduire
directement de I'équation d'Euler ; on sait en effet que les 4 équa-
tions de conservation notées div T'== 0 sont surabondantes, puisqu'il
n'y a que 3 variables,

— (39.33) donne une expression classique de la déformation, et
confirme interprétation de la conformation.

— (39.34) exprime la relation qui existe entre la confrainfe A
et la déformalion D ; c'est une expression classique: le lecteur
pourra la reconnaitre en exprimant, selon I'usage, Z en fonction
de ¥ et ¢ (variables de Lagrange) au lieu de rechercher comme ici
£ en fonction de & et £,

L'équation ®=® entraine A = A ; par suite, si [Z ~ 3Z] est un
il
déplacemen! infinitésimal de l'espace, comme - [§Z] est anti-

symétrique, on a Tr (ﬁ. % az] =0; d'ott div[A.3Z] = [div AJSZ,

En intégrant sur une 3-chaine C en dehors de laquelle A est nulle,
on en tire j div (A).8Z vol = 0 ; d'od 'on déduit, en prenant
Q

pour &7 divers déplacements infinitésimaux, que le torseur des
elforts appliqués par le milien & ses différentes molécules est nul :
cest 'égalilé de l'action el de la réaction.

— L'équation (39.28), écrite sans transformation, entraine la
conservation de l'intégrale

IE V vol

c'est-d-dire de I'impulsion,

-

— 51 B est un alfineur antisymétrique de U, on obtient un glisse-
ment de Lorentz infinitésimal en posant 83X == B.X, et 'on sait



(39.41) [

(39.42) |

(39.43)

(39.44) ’

(30.45)
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que I'on a div[T.8X] =0: on en déduit la :
intégrales conservation des

J‘p Z AV vol, appelée moment cinétique ()
et
f o[Z — V1] vol

d’ol I'on déduit que le centre de gravité décrit une droife d'un mou-
vement uniforme.,

— En utilisant (39.15) et (39.17), on peut transf !
sion (39.11) de I:«!. présence en d PRSI

]
P=Pc3 \/l—gi-Fw

En caleulant l'action 4 par balayage au moyen de plans { = Cte
on trouve, 4 un facteur constant prés, la valeur ,

& = meth, — ] + J:L di J-E [w—- %s] vol + O (E—I,) :

comme l'intégrale
pb?
L [ ;] vol

est cgale 4 la différence de I'énergie potentielle et de I'énergie
cinélique, on retrouve le principe variofionnel d'Hamilton.

En cc-mflusion, on voit que 'on retrouve, dans tous ses détails
la théorie classique des milieux élastiques, et que I'on vérifie fous

%) Le signe A représents icl 'opdration du prodedt u ¢
e e produil pectoriel, définie par I'identit é

(39.47)

(39.48)
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les principes de la dynamique classique sur cet exemple déja tres

général (1).
Gurpe & Ml ?

Les équations de la matiére parfaite sont invariantes dans les
glissements de Lorentz; en affectuant judicieusement le passage
i la limite ¢ = oo, on en déduit que les éguations de la dynamigue

Groupe de Galilée.

“tlassique sont invariantes dans les glissements
———————— ey,

(30.46) '

ey ty + ~ =g

[Z] [Zn + BZ +w] (= +£1, BB =1y
qui forment encore un groupe de dimension 10, le groupe de
Galilée.

Ce groupe définit la géomélrie classique de ['espace-temps.

On démontre aisément le théoréme :

L'espace temps classique est un espace fibré, [ayant le temps pour
base ; la fibre correspondant 4 un instant f est l'espace 4 cef ins-
tant ; son groupe structural est le groupe des déplacements eucli-
diens (*).

— 11 faut noter que la fibration fournie par les molécules du labo-
ratoire (39.2) disparait; méme en mécanique classique, on n'a
pas le droit de parler du méme point de l'espace & deux instants
différents.

1) Le lecteur pourra teaiter, grice i (37.33), le cas d'un milleu élastique chargé dlec-
triguement en interaction avec la champ électromagniétique, et wérliler notamment
que I'on retrouve Pexpression classique des forces appliquées par le champ aux malé-
cules chargées (Cf. Sourlou, 4¢ réfl. de la page 336).

(#) Le groupe de jauge coincide avee le groupe structural, 4 molns que 11 me soit orlentés |
dans ce cas, le groupe de jauge est le sous-groope distingué das déplacements conser-
wvant 1'orientatlon.




(39.49)
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Equivalence de la masse et de I'énergie.

— Ainsi que nous I'avons déja remarqué, la décomposition {(39.11)
de la présence est parfaitement arbifraire si I'on renonce a faire
¢ = o0 ; de méme |'artifice qui conduit 4 la combinaison {39.29).

Par conséquent, dés quon attribue une valeur finie 4 ¢, Uénergie
sp\t:ﬂ::rﬁque & — pc? cesse d'éire définie, ainsi d'ailleurs que la masse
spécifigue p. Seuls conserve un sens la grandeur ¢, dont I'intégrale

spatiale, conservative d’aprés (39.27), est égale 4 me® + W, m

et W étant la masse et I'énergie clasriques. On sait & quelles conclu-

sions peut conduire cette remarque.

L Interprétation classique de la gravitation. _k

(39.50)

(39.51)

(39.52)

Le.v: diverses approximations de la théorie relativiste de la gravi-
tation (§ 35) sont assez longues 4 discuter : le lecteur pourra par
exemple consulter 4 ce sujet Fock (réf, P 336).

Nous allons simplement étudier I'approximation statique, qui
conduit 4 la théorie de Newton (attraction universelle).

L‘ﬂnsidé_runs une carte, primitivement de Lorentz, dans laquelle
nous faisons le changement de champ [X -~ g] défini par

Buv = Fuu + EEUIQM T Ellgllu] + 0{23j
e étant un paramétre, v une fonction de x% 22, ! seuls.
En appliquant (35.18) et (28.85), on calcule les composantes de

la connexion riemanienne et du tenseur de Hicei ; on trouve notam-
ment :

LG = eg?P,ulg, — 2,1 + 2.u(g,, —2!|,1|] —
) - hnﬂ[g“, - zl[ul[u]} + G{E‘g}

1
Hp.v o i Rfﬂ:\- =2 Cu 11111‘\' + ngﬂ}

[39.53)

/]

i
i
3
B
4

i

| (39.59)

(39.55)

.?{39.56) 1

]

(30.57) ]

LR
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On woit que 'équation d'Einstein (35.24) est vérifiée au second
ordre prés si

A =0(); «T,, =2 Ou'l, 1, + O(H)

en comparant avec (389.19), on voit que ce sera possible si on consi-
dére, en dehors du champ de gravitation, un champ de matiére
parfaite, dont la présence est de la forme c2f(f) \ det (D) + e,
et qui est en équilibre — c'est-d-dire dont les lignes de courant
sont paralléles au premier vecteur de la base de Lorentz considérée.

Il vient

2 Qo =— 2ehu = yeip
si
g ammed 0(=%)

Cette équation (39.54), dite équation de Poisson, peut déterminer
u en fonction de p; si 'on considére en particulier une sphére
matérielle, homogéne par couches concentriques, & (39.54) posséde

la solution :
Yo J‘ =, dr
0= — e
e J, 1t
r désignant la distance au centre O, m, la masse contenue dans

la sphére de centre 0, de rayon r. On a en particulier, & V'extérieur
de la sphére,

_ %t

U=
Ber

_m étant la masse totale,

L’équation de Poisson étant linéaire, on en déduil par superpo-
gition la solution extérieure, dans le cas o les masses constituent
des spheres réparties dans V'espace (ou, & la limite, si on suppose
des masses ponetuelles).

Considérons maintenant une « masse d'épreuve », assez petite pour
ne pas modifier les g,,, et « libre dans l'espace »; en l'assimilant

T = =



{39.58)

(39.59) ]

(39.60) |

(39.61) 1

(39.62) ‘

(39.63)
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4 une molécule de poussitre, on sait qu'elle décrit une geéodésique
(36.34), d'équalion {28.65)

azt dr® de?
fpi mma i —— =
ds® + Ty ds ds 0

soit, si on l'abandonne sans vitesse initiale li‘iﬂ =1=|1]
5

gt

@~ T

ou, d'aprés (39.51),

d®X ot
@R )

En notation spatio-temporelle, celle équation s'éerit

]
% = ect grad u 4 O{e?)

soit, dans le cas de masses m, concentrées en des points dont les
distances sont appelées r, :

A2 et 1
— . Il 7
=T Z m; grad R + O

On retrouve done la loi de Newton en supposant ¢ petit, c'est-
d-dire en supposant que la constante de gravitation, les vitesses
des molécules et les efforls internes de la matiére sont faibles :
de la valeur expérimentale de la constante G de Newton, on déduit

Snlx i
¥ = _;_ = [,865.10-% ¢m g1

i ok Lo

:1_;39.54}

39.65)

(39.66) |

{39.67)
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— On peut aussi établir, en introduoisant Pexpression (39.51) des
I, dans 'équation div T =0, I'équation qui remplace (39.31)
et donne les conditions de U'équilibre de la matiére sous son propre
poids.

— En appliquant (39.50%, le lectenr vérifiera immédiatement que
si une source lumineuse, immobile dans un champ de gravitation,
envoie des éclairs séparés par un intervalle © de lemps propre,
cenx-ci seront pergus par un observaleur éloigné (o = () avee un
intervalle de temps plus élepé :

=1l + eu] 4 0¥,
la valeur de u élant prise A la source (V).

Clest  Deffet Einslein, qui a. é1é bien vérifié expérimentalement,
notamment sur les raies spectrales des étoiles denses, et en labo-
ratoire (done en utilisant le champ de gravitation ferrestre) grice
d Deffel Mossbauner qui permet des comparaisons de [réquences
trés précises (%).

— L'équation d’Einstein dans le vide posséde une solution eracle,
découverte par Sehwarzschild, & savoir :

. - r—aj? r+ ag]4
=7 z & 2 o
JAX)(dX) = [r+ a] gy [ - ][a‘a, + dyt + d2]

en désignant par f, @, y, £ des coordonnées d'espace-temps, a une
constante positive, et en posant toujours r =/ 22 + y 2+ 22 {r=a).

& ) S5k r— 2
(*} Awvec les spproximations consenties ici, on peut remarguer gue - il e ©
elant o witesse de libdration du ehamp de pesantedr @ goit, dans le cas de la surface

du Soleil, T—T £ 32 10-.

{*) Voir Berrortr, Bricn et Kroteov, « Experiments on gravitation e, in e Gravi-
tution s (refl p. 336).




(39.68)

(39.69)
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a :
En supposant le rapport = petit ('), on retrouve expression

{39.50), avec eu = f; en comparant avee (39.57), on peut done

interpréter (39.67) comme le champ de pesanteur eréé 4 'extérieur
par un corps 4 symétrie sphérique, de masse gravitalionnelle
1fima

A

n

— En cherchant les géodésiques de ce champ (%), on peut étudier
le mouvement des planéles : on trouve des lois voisines de celles
de Képler; la différence la plus notable est une rotation séculaire
du périhélie ; elle atteint 43 secondes d’arc (par siécle) pour la plu-
nitte la plus rapide, Mercure ; cefte variation avait été constatée
antérienrement 4 la découverte de la Relativité Géndrale; la
valeur numérique expérimentale (aprés correclion des pertor-
bations causées par les autres planétes) coincide avee la valeur
théorique avee toute la précision des mesures (%),

- La recherche des géodésiques isotropes conduil 4 prévoir

une déviafion des rayons lumineuy passant au voisinage du
2 : Ba . i

soleil, la déviation lotale atteignant -;-[r = distance minimum

du rayon au centre] ; cette valeur (1,7" pour des rayons rasant le
Soleil) a été confirmée par les observations faites pendant les
éclipses totales, avec une précision satislaisante (%)

{*) Dans e cas du Soleil, ? = 107,
(*) Pour plus de débails, voir Pauli (rél. p. 336y § 58,
() Veir Benrorri et al. (rél, p. 385).



