CHAPITRE V

Structures différentielles

§24 Racines dordre 1

Nous considérons, dans tout ce paragraphe, une variété différen-
tiable ¥, de dimension n.

— Le noyau & V'origine de la racine canonique I} est I'ensemble
des changeurs de carfes A vérifiant

Ay =0, D{AYD) = 1.
Draprés la formule de Taylor, ceci est équivalent 4
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par suite, ce noyau est égal & N, (définition (19.26)), les théorémes
(19.28), (14.10), (19.30) permetient d’énoncer:

Soit @ une racine de V.

~ Pour que O soit une racine d'ordre 1, il faut et il sullit qu'elle
soit subordonnds & D
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— Il existe alors, si @ est canonique, une représentation R telle
que

DIANX) = R(D(ANX))

pour tout changeur de carfe A et tout X e def (A),

— Nous avons longuement étudié la racine D (§§ 20 a 23) ; nous
allons dans ce paragraphe étudier diverses racines d'ordre 1, ainsi
que les champs correspondants,

Racines triviales,

Soit H un ensemble quelcongue. On sait (définition (12.3)) que la
racine triviale @, de fibre H, est définie sur V par

T{ANK) = 1g pour tout glissement A de V

6 On obtient un prolongement canonique de ®, toujours trivial,
en remplaganl dans cette formule V par ¥V u R

— Le noyau de @ en un point M de V est le plus grand, 4 savoir
I'ensemble des glissements qui conservent M ; le noyau a I'origine
coincide done avee N, (définition (19.26)), si bien que les racines
triviales sont d'ordre 0; de fagon plus précise :

Soit @ une racine de V. Les trois conditions suivantes sont équi-
valentes

{a) @ est isomorphe & wune racine iriviale ;

(b) ® est une racine d'ordre 0;

(¢) @ est une racine d'ordre 1, et la représentation R (24.1) est
constante.
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—- Soit @ la racine (24.2), f un @-champ. {On dit, par abus de
langage, que [ esl un champ frivial). On sait (15.4) que limage de |
par un glissement A est donnée par

Aglf) = f.477

On en déduit immédiatement d'importantes familles invariantes
de champs triviaux :

— Les champs conlinus (si H est un espace topolegique);

— Les champs p fois différentiables (p = 1,2, 3, ... o0), 51 ¥V et
H sont des variétés C7 ;3 on rappelle que si f est différentiable, on a
F.[/(3)] = 3[f(30)] pour toul glissement infinitésimal 3X.

— L'ensemble des co-cartes de V est une famille sfable de @-
champs, avec Il = R* {définition (15.9)). La [amille invariante
engendrée est constituée par les bornes supérieures de co-cartes,
pas nécessaivement régulieres (th. (15.10)).

— H étant donné, la racine @ des germes de d-champs (défini-
tion (15.20)) n'est pas triviale dés que H a plus d’un peint ; elle
peut méme avoir le plus petit noyan (par exemple pour H = R}
Chaque famille invariante de @-champs permel de définic une
sous-racine de @ (th. 16,109,

Remarqgue :

— Om a coutume &' appeler champs scalaires réels (resp. complexes)
les champs triviaux dont la fibre esl la droite réelle (resp. le plan
complexe) ; on s'efforee de donner un autre nom aux champs &
valeurs scalaires (réelles ou complexes) qui ne sont pas triviaux,

Bases.
Diésignons par @7 ta racine des opérateurs de R® 4 Dy (voir (16.21)} :
AAYNXNSE) = D(A)X).S
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ot A désigne un glissement de R*U 'V, X un point de def (A), S
un opérateur quelcongue appliquant B* dans Do

Les opérateurs B {A)X) sont visiblement linéaires ; &7 est done
une racine d fibres vectorielles [de dimension infinie] (12.16). 11
est elair que 8" est subordonnée & D, done d'ordre 1 et que 37 est
canonigque.

— On obtient une sous-racine 9’ de & en se restreignant aux opé-
rabeurs 5 qui sont lindaires ; 5 est alors une ligne de n vecteurs
(17.12) :

S =1[8,5... 5

en un point X de B®, 5 esl une matrice carrée d'ordre n (17.14).
Les fibres de la racine 8 sont des espaces vectoriels de dimension n®.

— (In obtient une sous-racine & de &' en se restreignant aux lignes
5 qui sont réguliéres ; By est alors Densemble des bases de Uespace
pectoriel fangent 4 WV oen X ; nous dirons que @ est la racine des bases
de V.

La fibre-lype &, est le groupe des malrices réguliéres d'ordre n.

— 3i 'on pose, pour toute matrice M (réguliére d'ordre n):
3 x
(') = s -2

& la correspondance M — M -est une représentalion régulitre du
groupe linéaire ©y, qui donne 4 V® une structure d'espace fibré
principal (voir le § 9).

— Chaque libre @y posséde une sfruclure inpvarianfe de pariélé
différentiable de dimension n® (comme ouvert de espace vectoriel
@'y ; la racine ® est confinue, et p fois différentiable si V esl
G (p=1,2,3... w)

— Le théoréme (1 6,27'} {appliqué 4 M"univers B UV, avec @ = D)
fournit une sous-racine irréductible ¥ de @ ; on a toujours

FANENS) = D(ANX).5

.mm

{24.15)

(24.16)
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mais S désigne une base naturelle, ¢’est-d-dire une hase 5 telle qu'il
existe une carte F vérifiant

S =D(F)x) , X =F@)
Nous dirons que W est la racine des bases nafurelles de V.

Y est aussi une racine canonique, sa fibre-type ', est le groupe
des matrices M qui se mettent sous la forme

M = D(A)(X)
A étant un changeur de cartes de V.

— On sait (16.27) que V¥ posséde une structure d'univers fibré
principal, dont le groupe principal est isomorphe & W

— Pour que les tacines ¥ et © colncident, il faut et il suilit que
toute matrice régulitre soit de la forme D{A)(X), A étanl un l‘.‘-hljl{i—'
geur de carles de V (c’est le cas notamment si ¥V est une uarlfzte.
de classe C?, avec p = 1,2, 3, ... 0} ; il revient au méme de dlm
que foutes les bases de V sont nafurelles, ou encore que 3 est irré-
dueiible.

__ Parmi les champs de bases (O-champs), indiquons quelques
familles invarianles :

— Les champs continus (20.37).

— Les champs p fois différenfiables (si Voest Crdly {20036)

— Les ¥-champs (champs de bases naturelles) {16.13). en parti-
culier les ¥-champs continus ou p fois différentiables.

— La famille invariante engendrée (15.10) par le champ ¢:
o(X) =15 pour Xeli®

— Soit ¢ un champ différentiable de bases QE—cha_mp}: 7 est en
particulier un ©'-champ différentiable ; pour tout glissement infini-
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tésix_ual 8, @ posséde une dérivée de Lie, qui est un €'-champ (champ
de lignes de vectours), et qui se calcule 4 1'aide de {23.23) :
[808); = [3.8].1; = 8[S.[}],
s0il
BulSi Sy .- ] = [3:5, 848y ... ;5,1

On sait calculer les dérivées de Lie des vecteurs S, (23.31).

— On sait done aussi caleuler les dérivies de Lie des champs
de co-bases, inverses de bases ([ormule 23.27).

Théoréme, définition :
Soit ¥V oune variéte différentiable ; @ une racine d’ordre 1 de V U =,
Pour toul X de V, il existe un opérateur régulier Hy défini par
Il existe une carfe F telle que
F(0) = X
D(F){0} = § J
SFNONE) =2

on dira que § représenfe 7. dans la base naturelle S.

[Hx(Z)(S) = 7] <=

Remarques :

— € est un élément de la fibre-type @, Z un élément de la fibre
de @ an point 3.

— 1l est clair que la phrase « { représente Z dans la base S » n'a
pas de sens si 5 n'est pas une base naturelle, ou si la racine @ n’est
pas d'ordre 1.

— Supposons V disjointe de R®, et @ canonigque (notations de
(24.19)) : posons

X eRhn

o1 s
X eV.

B\ Hy s
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Fy est, pour tout X de VU R", un opératenr régulier défini sur
My ; c'est done un isomerphisme de @ 4 une racine £, définie par

24.21) ANK) = Fumy- OANX). Fx' (th. (13.5)
: Diésignons par R la représenfation définie (24.1) par:
(24.22) BAYNX) = R(D(AYNX)) pour tout changeur de cartes A,

ot qui opére sur B = @,
Le caleul montre que:

— La racine @ définie par (24.21) a les propriétés suivantes :

+ QUF)X)(E)E) = RS~ DIFHXINL}
{ si F est une carte, X e def (F), § = E, et 51 5 esl une base naturelle
au point F(X).

—. © est une racine canenigue d’ordre 1; sa fibre-type est E;
sa fibre en un point X de V est 'ensemble des opérateurs [, {rans-
formant les bases nafurelles en éléments de E, et vérifiant :

& f(S. M) = ROM-I)(S)
si 5 et 5.M sont des bases naturelles en X.

(24.23)

— Si A est un glissement de V, et si X = def (4)

@ YA = [ [P

¥ stant la racine des bases naturelles de V {24.13).

— Si A est un changeur de cartes de V, et si X e def (A)
i Q(ANX) = R(DANX))

— Donnons-nous inversement une représentation ® du groupe
¥, (24.13), opérant sur un espace E; 6 la formule (24.22) définit
une racine ® de Re; celleci est prolongeable par une racine @'
de Reu V (16.3), qui est évidemment canonique.
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En lui appliquant les résultats précédents, on peut énoncer :

Soit ¥V une variété différentiable & n dimensions, disjointe de B®;
A une représentation du groupe W, des matrices D{A)(X) (A chan-
geur de carte quelconque de V) ; E I'espace de la représentation.
Il existe alors une racine 0 vérifiant (24.23).

Pzendo-scalaires,

Soit M une matrice réguli¢re d'ordre n; posons, pour z réel

o det (M) = 0
MM ! det (M) < 0

z s
— 2 &

Il est clair que & est une représentation du groupe linéaire d'ordre
n, opérant sur H.

En appliquant {24.24) 4 cetle représentation, on construit une
racine £, canonique d'ordre 1, appelée racine des pseudo-scalaires :
on voit notamment que la fibre-type O, est égale 4 R ; pour tout
changeur de carle A, on a:

z osi det (D{AYX)) = 0
—z si det (DANX)Y) =0

les fibres de 02 ont done une structure invariante despace peclo-
riel de dimension 1.

O(ANX):) =

Indices,

(24.27) montre que 'on obtient une sous-racine de £} en restrei-
gnant la fibre-lype R & Z (ensemble des entiers positifs, négatils
et nuls) ; on 'appellera racine des indices de V ; ses fibres possédent
une structore invariante de groupe abélien addilif.

Orientations.

On obtient une sous-racine de £ en restreignant sa fibre-type &
lensemble des nombres + 1, — 1. Cette sous-racine s’appelle
racine des orienfations.

{msm

(24.31)

(24.32)

j
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— Soit X un point de V; un élément § de la fibre en X (on dira
que f est « une orientation au point X ») est, selon (24.23) un
opérateur sur les bases naturelles en X, prenant la valeur L 1,
et wérifiant

f  f(8) si det(M) =0
HS'M}—[_J{S] si det (M) <0

— Puisque la fibre-type se compose de -+ 1, il exisfe en chagque
point X deur orienfafions opposées.

— Un champ d'orientation est un champ psendo-scalaire ; on
sait done définir les champs confinus d'orientations (20.38).

Théoréme, définition :

— Les propositions (a), (5), (). (d)
{@) Tout changeur de carte A de V wérifie det (D(AWX)) =0 (Y
{b) La racine des pseudo-scalaires de WV est triviale;

sont équivalentes :

() La racine des orientations de V est triviale ;
(d) Il existe un champ d'orientation X - f, défini sur V, tel gue
fl58) = «+ 1 pour toute base naturelle 3.

-~ Lorsque ces propositions sont vraies, on dit que V est une
variélé orientée.

Définition, théoréme :

On dit qu'une variété V est orienfable 'l existe un champ continu
d'orientations défini sor V.

— Tounte variété orientée est orientable.

— Si 'V est une variété orientable, le recueil des glissements de
VU R posséde un sous-recueil qui donne & ¥V oune struclure de
variété orientée,

(*) On rappells que le déterminant det (D{ANX)) s'appelie jocokien de A au point X.
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En effet:

1) si V est orientée, & le champ défini en (24.31, d) est continu
sur V.

) Soit  un champ continu d'orientations de V, gqu'on prolonge
en posant o(X) = 1 pour X e R" {on suppose V disjointe de R~).

Les glissements de R* U V qui invarient ¢ forment un sous-recueil
R’ (th. (15.12)); si V n'est pas déja orientée, & B’ donne &4 V
une strocture de variété orientée, C.Q.F.D.

— Il existe des variélés non orienfables ; cilons comme exemples
classiques le ruban de Mabius (qui est plongé dans R®), 'espace
projectif de dimension 2 {qui est compact).

Densités :

& On obtient une représentation R du groupe linéaire d'ordre n
en posant

RAM)(z) = m

Nous appellerons racine des densifés la racine qui s'en déduil par
la construction (24.24); on constate que la fibre-type est R
quiune densité en un point X de V est un opérateur f sur les bases
naturelles en X, & waleurs réelles, wvérifiant :

H5.M) = [(5) |det (M)] ;

que, pour tout changeur de cartes A, on a

QAWK =  étant la racine des densités.

z
[det (DAY

— On en déduit immédiatement que les fibres de L possédent
une structure invariante d’espace vectoriel ordonné de dimension 1 ;
en particulier, les densilds positives formen! une sous-racine de L1

( oot

(24.39)
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— On sait définir les champs continus de densités; les champs
différentiables (si V est C%); la dérivée de Lie d'un champ diffé-
rentiable de densités, pour un glissement infinitésimal. Un caleul
élémentaire, utilisant les formules (23.30), (21.23), (22.27) conduit 4:

[ il
Bz — Tr|— = Tr | —— |23
2 =382+ z2Tr {ax [sx]) Tr (ax“ﬂl)

si X -z est un champ de densités dans un ouvert de B, et X ~ 8%
un glissement infinitésimal dans cet ouvert.

On en déduit la dérivée de Lie d'un champ de densité défini dans
V, en utilisant (23.28 {») et la formule (cf. (24.23 &)):

QFNENS) = z [delDF)X).S) |
(I =ecarte; X edel (F); zeR; 5 = base naturelle en F(X)).

Covecteurs.

Définition :

Soit V une variété différentiable de dimension .

Nous appellerons racine des covecleurs de V la racine D* définie
par: |D*]x = [Dx]*. dual de T'espace vectoriel tangent Dy (si
XeVuRy,

DHANRNC) = C.D{ANXK)-® (si A est un glissement de Vi Ix,
C = D).

— DI* est une sous-racine de la racine des opérateurs définis sur
lespace vectoriel tangent (16.22) ; la structure d’espace vectoriel
de Dy* est invarianfe (on sait que la dimension de Dy* est n);
les éléments de Dg* s'appelleront covecleurs fangents 4 Vo en X,
— D* est une racine canonigue ; sa fibre-type D* = [R1]* est
T'espace vectoriel des lignes de n nombres {17.12).

— D* est une racine confinue (resp. p fois différenfiable, si V est
Crl); les champs de covecteurs continus (resp. p fois différen-
tiables) forment une famille invariante (th. (20.38), (20.35)).
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— Soit X une variable qui parcourt Ry V; X ~C et X -dX
un champ de covecteurs et un champ de vecteurs différentiables.

M~ C(dX) est un champ scalaire différentiable ; on a donc pour
tout glissement infinitésimal X - §X :

BC(dX)] = &, [C(dX)]
= [§,C}(dX) + C(3,dX)

(23.11)
(23.23)
d'oh, grice 4 (23.31):

[8.CIAX) = BC(AX)] — C([3, d]oX)

Si X appartient @ R, on en déduit immédiatement la formule

oz Daes
8.C = 8C + € — [3X]

Affineurs. (1)

Définition :

i Mous appellerons racine des affinears de la variété V la racine @

(24.42)

définie par

by = espace vectoriel des applications linéaires de Dy dans Dy ;
BUAN M) == DAY M. D{ANX) si A est un glissement de
VUR"

O La racine des affineurs est canonigue ; sa fibre-type est I'ensemble
des matrices carrées d'ordre n; les fibres posstdent une sfructure
invariante d algébre réelle (de dimension n®).

— Soit X un peint de VU R®, M et N des affineurs en X, U un
wvecteur, C un eovecteur, s un scalaire. Les opérations

{1} Ce mot désigne fel un étre qui n'a que des rapport lointalns avec le groupe affine
{19.4) ; nous employvons faute de terminclogic consacrée.
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i (M)-MN~M+M-1-(M 1.U; () - .5 [ae) - c.x
i | () 30820 () 30 () e ) -
¥ s = 5. Ing s M = Tr (M) ; M~ det (M} ; M ~ rang (M) ; M - spectre (M)
B
= sont des homomorphismes de racines, que le lecteur précisera aisé-
ment,
— Il en résulte que les affineurs dont la trace (resp. le déterminant,
le rang, le spectre, une valeur propre) est donnée forment des
sous-racines ; O la racine des affineurs est isomorphe au produit
direct de la racine scalaire {riviale par la racine des affineurs de
trace nulle, 'isomorphisme Fx étant donné par
Fx [;]‘] = slp, + N [Tr(N) = 0]
@1.44) = 7
& Fx ' (M) =
M __Tr (M) i
n
— Le caleul de la dérivée de Lie d’un affineur s'effectue comme
celui d'un covecteur (24.40) ; on trouve :
(24.45) i [SLM]{dX) = 3. M (dX)] — M (3.dX)
: dol, si X e Re (M est alors une mairice de nombres) :
: ) o
.46 &M =3 Pt L
(24 }l e M+ M. [3X] Sx 13X M
i Notons les formules :
(21.47) | Tr (3,M) = 3[Tr (M)]
: 3 [det (M)]
24,48 l Tr (M-1.§ . .

3;’_, [M-I_I = — M-1, B[,M M-t
cas particulier de (23.25, 26, 27).
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§25 Tenseurs

Tenseurs covariants,
Définition :

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

— Nous appellerons opérateur covariant d’ordre p (de E} tout
opérateur T, fransformant en nombres les lignes

U 2[0,U;... U] (U,cE)

— Nous dirons que T est un fensenr (covariant d'ordre p) si Fopé-
rateur T* :

THUNU,) - . - (U,) =T(U)
est p fois lindaire.
— Les tenscurs covariants d'ordre 1 sont donc les cowvecleurs
on peut convenir que les lenseurs d'ordre O sont les nombres.

—- Pratiquement, nous supprimerons 1'astérisque, posant done

T(U) = T(U;HUy) - .. (Uy)
sans risque de confusion.
— Rappelons les prineipales propriétés algébriques des tenseurs ().

— On appelle composantes d'un lenseur covariant T dans une base
S les nombres

rr]_! o ]"{_syl}{gkl} miE {Sm}
on a alors :
w511, = * 51Uy x ...

T{U]J{UE} L I::U,-_l = T;I'.--m .8 MS_I.II,

{*) Voir Sousrav [réf. p. 117

e

3

(25.6)
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(Nous employons, sauf mention du contraire, la convention d'Ein-
stein, qui sous-entend le signe > pour les indices répétés en posi-
tion supérieure et inférienre).

Ces formules réciproques permettent de résoudre le probléme du
changement de base pour les lenseurs ; grice 4 elles, on voit aussi
gue, si 'on se donne une base S et des nombres Ty ., il existe
un senl tenseur T admeltant ces composantes dans 5; il est défini
par {25.4). Les tenseurs d'ordre p forment done un espace vecforiel
de dimension n*.

Définition, théoréme :

Soient T et T" deux tenseurs covariants d'ordres p el p'; Uopé-
rateur T @ T°, défini par

[T@ T - - (UHU,a) - (Upp) = T(UY ... (U,)
i {1 (Y

est un fenseur covariant d'ordre p -+ p’, qu'on appelle produif
fensorie! de T par T

— T @ T dépend linéairement de T el de T"; I'opération @ est
associafive.

11 résulte de (25.3) que l'on a, dans une base 3:
T@aT) anm=Ti.x xT a3
iIa formule (25.4) pourra s'éerire :
T=Tp S'®@%1®...0"SL
Définition :

Sgit F une permulation des entiers 1, 2, ... p; nous appellerons
matrice de la permufation F la matrice carrée d'ordre p

My = |pip.f] (convention d'Einstein)
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dona:

Mo =Mp. My 3 My = [Mg] = [,.FO

ce qui montre que la correspondance F — My est une représenfi-
fion linéaire du groupe des permutations de {1, 2, ... p) (appelé,
on le rappelle, groupe symélrigue d'ordre p).

— F ¢étant foujours la permutation (25.9), nous poserons
B(T)(U) = T(U.M;)

pour tout tensewr T d'ordre p el Lout U dans def (T), ce qui s"écrit
aussi

FTHUNUY) ... (U;) = T(Upa)(Upgy) « -« (Upeep)
— 11 est elair gue i:‘{'l"} est un fensenr ; que ¥ est lindaire, et que

e - o~

F.F' = F.F'; la correspondance F ~ F est done aussi une repré-
senfation finéaire du groupe symétrique, opérant sur les tenseurs
covarianls.

— 51 T est un tenseur covariant d'ordre p, M une matlrice carrée
d'ordre p, 'opérateur covariant & ;

O(U) = T(U.M)

n'est pas nécessairement un fenseur (bien que ce soit vral si M est
une malrice de permutation).

Définition :

— On dit qu'un tenseur T posséde une syméfrie s'il existe une
permutation F et un nombre s tel que

F(T) = sT

T est alors vectenr propre de l'opérateur F (s'il n'est pas nul).

'5;{5!5,1?}

(25.18) |
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Exemple :

Un tenseur T est dit symélrique par rapport & ses deux premiers
indices si ses composantes dans une base 5 vérifient

Tja:...m ET};:...u

& cette propri¢té prend la forme (25.15), si F désigne la permuta-
tion (1,2,3,...p)~(2,1,3, ... p), et si s =1; la propriété
(23.16) est donc indépendanfe du choix de fa base 5.

— D& méme un tenseur T sera dit anlisyméfrigue par rapport
ses indices 1 ef 3 (pour fixer les idées) si

Tj.kl!--.m - ""Tlik_r'.--.m

on [ail les mémes remargues : celle propriété prend la forme
(25.15), avec 5 = — 1, si F désigne la permutation qui échange
les numéres 1 et 3; (25.17) est done vraie dans loutes les bases,
— Considérons un tenseur non nul T, ot éludions Pensemble des
symétries que posséde T. I1 est défini par une partie § du groupe
symétrique et une application y de % dans R {ou dans C, si T est
complexe) Lels gue

[F 6] = [F(T) = x(F) x T|

—— ~
— SiFet Fed on a F.F(T) = F.I(T) (25.13)
= FF)T) = 1(F)x(F)T;
par suite F.F' €8, »(F.F") = y(F}.x(F').

— Dans un groupe fini, tout élément I est d'ordre fini N, ce qui
signifie que F® = 1; on a done [x(F)]¥ =1, () est une racine
de Cunité ; on a anssi F-L = -1 G et y(F-Y) = [g[F)], ce qui
maontre que

G esl un sous-groupe du groupe symdétrique et y un caractére de G {1).

(') On appelle carasttre d'un groups S toute représentatlon de § dans le groupe multi-
plhicatil des nombres eomplexes de maduale 1.
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Application : il est impossible qu'un tenseur non nul T, d’ordre 3,
vérifie simultanément

Tju = Ly » Tjrl it _T;'r.t
car 9§ contiendrait F: (1,2,3) -(2,1,3) et F': (1,2, 3) -1, 3, 2),

avee w(F) = 1, »(F) = —1; ce qui est incompalible, si ¥ est un
caractére, avec I'égalité évidente [F.F']P? = 1.

— Soit inversement ¥ un caractére d'un sous-groupe du groupe
symétrique d'ordre p ; cherchons tous les tenseurs T qui possédent
la syméirie y, c'est-d-dire qui vérifient (25.18), avec § = def (y).

1 el

ref
v étant Pordre du groupe G, ¢’est-d-dire le nombre de ses éléments.

A cet effel, posons

On vérifie immédiatement (en faisant une translation 4 gauche
ou & droite sur l'indice de sommation F) que :

[F e8] = P,.F = F.P, = y(F)P,
Par conséquent, pour tout tenseur T, on a

ﬁ[PI{T}] = 1(F)P(T)], le tenseur P,(T) posséde la symélrie y;
par ailleurs, si T posséde la symétrie y, on a

1 - 1
Py = > @i =L T =1

Fel Fetl
(par définition de v); puisque P, est linéaire, on voit que:

P, est un projecleur, dont l'ensemble de valeurs est I'espace vee-
toriel des tenseurs possédant la symétrie y.

— On sait que la {race d'un projecteur est égale @ son rang, o'est-
d-dire 4 la dimension de son ensemble de valeurs (voir Souriau

| {2525}

= -
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[réf. p. 117]) ; connaissant la base des tenseurs définie par (25.3)
et (25.8), il vient

Tr(P, =j§_Px(j5"® Bg... @ "5 YSME) ... Sa)

1 A
- W ENFES1 @ ... @ "STS) ... (Su);
“jLZ-nF

tous caleuls faits, on voit que

La dimension de 'espace vectoricl des tenseurs possédant la symé-
trie ¥ est égale 4

o =D x(FHa®

Fed

y étant I'ordre du groupe § = def () et C(F) le nombre de classes
de transitivité de l'ensemble (1,2, ..., p) suivant le groupe
(1, F, F%, F2, ... ) [voir (1.9)].

¥ ¢tant donné, l'expression ¢ est un pelyndme en n (dimension

de l'espace) ; son terme de plus haut degré s'oblient en prenant
ne ;
F =1 (puisqu’alors C{FF) = p); ce terme vaut donc T;m qui

maonkre que :

Si y est un caractére d'un sous-groupe du groupe symélrique
d'ordre p, et si n est assez grand, il existe dans tout espace vecto-
riel de dimension n, des tenseurs non nuls possédant la symétrie y.

— Si y et ¥ sont deux earactéres différents d'on méme groupe G,
on vérifie (4 I'aide de (25.23)) que

P,.P, =P, P =0

on en déduit que la somme P = > P,, étendue 4 tous les carac-

£
teres ¥ de G, est un projecteur ; on montre que P =1 si & est un
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groupe abélien, et si la somme est élendue aux caractéres com-
plexes (Y.

— Etudions le cas oit § est le groupe symétrique tout entier (le
théoréme précédent ne s'applique pas si p = 3, puisque § n'est
pas abélien). On montre que § ne posséde que deur caractéres, 4
savoir

xlF) = 1
¥(F) = parité de F = det (My) = [— 1]r+am

Un tenseur T est dit symétrigue on anfisyméirique selon qu'il posséda
la symétrie y, ou la symétrie y_:

. Tioom =T, .u8ilesf, &, ... msont les
[T symétrique] |_- j'K, ... m' & lordre prés ]

L'antisymétrie se reconnait aussi sur les composantes ; indiquons-le
pour lecas p =2 ¢t p =3:

| [T antisymétrique] < [T, = —Ttrl_‘

i)

[T antisymétrique] <= [Ty, = — Ty, = — Ty,
= iT_ftI = Ly = lek =—Ty; = — T:‘it = lj’l]

Nous étudierons 4 nouveau les lenseurs antisymétriques, ou
p-formes, au paragraphe 26.

Les opérateurs P,, ou P,_ s'appellent respectivement projecteur
de symélrisafion et d'antisymélrisation ; leur somme ne vaut 1
que si p = 2; tout tenseur d'ordre 2 est d'une seule fagon, la
somme d'un tenseur symétrique et d'un tenseur antisymétrique.

(%) Ce résultat est évident si'G est engendeé par une seule permutation F, en construl-

sant les élémenls spectraux dn’f; lz eas géndral peut a'oblenir en ulilisant la structure
des groupes abéliens finls,
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Considérons deux variétés différentiables V et V'; une applica-
tion dilférentiahle A d'un ouvert de V dans V' un point X de
def (A); un opérateur covariant T' de l'espace vectoriel tangent
4 V' au point X' = A(X).

Nous appellerons image réciproque par A, au point X, de l'opéra-
teur T* 'opératenr Ree (AJ(X){T') dédini par

& Ree (A)X)THU) = T(D(AYX).U)
pour toute ligne U de vecteurs tangents 4 V en X;

& T = Rec (A)X)(T") est un opéraleur covariani de 'espace vec-
toriel tangent 4 V en X, de méme ordre p que T', tel que

& TEX) ... (d,X) = T(GX) ... (X"

quelles que soient les dérivations d,, dy, ... d,.

On wvoit immédiatement que :

Hee (A.B)(X) = Rec (B)(X). Rec (A}B(X)) ()
si A et B sont différentiables et si X e def (A.B)

(1) Attention f l'ordre inhabituel des factewrs [
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et que:

(o) L'opérateur Rec (A)(X) commute avec F (pour toule permu-
tation F de 1,2, ... p);

{(by 5i T' est un fenseur covarianf, Rec (A)(X)(T") est aussi un fen-
seur coparian! (de méme ordre);

(c) 5i T posséde une symétrie ¥, Ree (A)WX)(T') posséde la méme
symébric,

Considérons maintenant le cas ol lapplication A (fig. p. 203) est
régquliére, et ol A~' est différenliable (ce qui exige que V et V'
aient méme dimension).

On peul alors poser

Im (A)X) = Ree (A-)(A(X)) = [Rec (A)(X)]*
el on a:

Im (A.B)(X) = Im (A)(B(X)). Im (B)(X)

En particulier, dans le cas ott A et B sont des glissements de V
{qui a élé supposée CY, ces formules (25.36) et (25.37) montrent
que Im est une racine de V, racine dont la fibre en un point X
est I'ensemble des opérateurs covariants en X (1).

Du théoréme (253.35), il résulte immédiatement que:

(@) pour toute permutation F de (1,2, ... p), l'opérateur I défi-
nit un isomorphisme de la racine Im des opérateurs eovariants
d'ordre p avee elle-méme (délinition (13.5)) ;

() Les fensenrs d'ordre p définissent une sous-racine de Im ;

{c) Les tenseurs d'ordre p possddani une symélrie y forment une
sous-racine de la précédente,

('} Abus de langoage; on devralt dire « opérateurs covariants sur 'espace vectorlel
tangent & V en X s, Cetle racine est d'ailleurs un cas particulier de la racine des opé-
rateurs multiples, définie en (16.25)

. 5.44) |
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& La racine Im, ainsi que les sous-racines définies en (25,38, b, ¢)
possédent une struclure veclorielle invariante.
& Le produit fensoriel définit un homomerphisme de racines,

— La racine des fenseurs copariants d'ordre 1 coincide évidemment
avec la racine D* des covecleurs, déja ¢tudiée en (24.39),

— La dérivée de Lie d'un tenseur covariant d'ordre p, T, est donnée
par la formule (voir (23.24)) :

[BTUAX) - (dX) = 8[T(d,X) ... (4,X)]
— T, X)dX) ... (d,X)

— T{dX) ... (d, X5 .d.X)
on en déduit, si X e R

BeTIEX) . .. (4,X) = [BTHdX) ... (@,X)
+ TM. d,X)(d,X) . .. (d,X)
S
+ T(d,X) . .. (d,,X)(M.d,X)

o
M=-—[5X
avee in ]
formule qui permet par exemple de calculer les composantes du
tenseur &, T (1.

— Du fait que l'opérateur Y (¥(T)(1") = T @ T") est un homo-
morphisme bilinéaive (voir (25.40) et (25.6)), il résulte, grice aux
formules (23.17) et (23.24), que

AT T]=[ET el +Te[3.1]

ce qui peut aussi se vérifier directement 4 Paide de (25.42),

(1 Yolr (25, 106).
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De méme, si F désigne I'isomorphisme linéaire associé & une per-
mutation F {th. (25.38)), on a:

8.[F(T)] = F(3.T);

Par suite, si P, est le projecteur symétrisant associé & un carac-
tére ¢ (définition (25.22)), on a:

3u[P(T)] = P(3.T)

— Considérons un champ f d'epéraleurs covariants, défini sur un
ouvert de V' (fig. p. 203) ; on peut poser

Ape(I(X) = Ree (A)X)AAX))

Anee () est un champ de V, appelé image réciproque de | par A ;
on a évidemment, grice a (25.34),

(A Blge = Bree- Apee

Dans le cas ot A est un glissement, A (f) est d'ailleurs Pimage
du champ f par le glissement A~', que nous avons déjh appelée
image réciproque de f par A (21.2).

— Considérons le eas oit V est une variété plongée dans V’ (20.13).
L'image réciproque f* d'un champ covariant f de V par le plonge-
menl 1y est un champ de V ; il résulte de (25.47), (25.33) et (20.13)
que

FHENU) = [(X)U)
ou FHENUY) ... (Ug) = [ENUY) ... (U)

si Uy, ... U, sont langents 4 V en X ;
si la dimension de V est inférieure 4 celle de V', il ne faut pas

confondre § avec la resiriction ¢ de f & V; o(X)U,) ... (U,) est
défini méme si les U; ne sont pas tangents & V.
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Tenseurs contravariants.

Nous nous conlentons ici de donner des résullals ef des formules ;
les raisonnemenis peuvent se rélablir aisémen! par analogic avec le
cas des lenseurs covarianfs.

Définition :

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

— Nous appellerons opérafeur confrapariant d'ordre p (de E) tout
opérateur T, transformant en nombres les colonnes de covecteurs :

G
C= N iC eE*
r(”
-~ MNous dirons que T est un fenseur (contravariant d'ordre p)
si l'opératenr T*
T*(C)EC) . . . (*C) = T(C)

est p fois linéaire,

— Pratiquement, nous supprimerons Pastérisque, posant donc
T(C) = TECHC) ... (*C)

sans risque de confusion.

Exemple :

Les tenseurs confravarianfs d'ordre 1 sont les opérateurs linéaires
sur les covecteurs; ils constituent donc le bi-dual E** de E; on
sait qu'il existe une application linéaire régulitre de E sur E**,

[aisant correspondre & tout vecteur V de E le tenseur V défini par

V(C) = €.V pour tout covecteur C.
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— Pratiquement, nous pourrons idenfifier le vecteur V avec le

tenseur contravariant V; on dit parfois que V est un =vecteur
contravariant », pour le distinguer des covecteurs, ou « vecteurs
covariants x.

— On appelle composantes d'un tenseur contravariant T dans une
base 5 les nombres

T oom — T{i's—l}[ks—l] co. (mB-Y
{on rappelle que 5-! est une colonne de n covecteurs ; voir (17.17)).

On a alors:
TECHEC) ... (PCY = T--= x WL.5; = 2.5 x ...

(convention d'Einstein).

x .5

m

Définition, théoréme :

Soient T et T' deux lenseurs contravariants d'ordres p et p’;
Vopérateur T & 'T", défini par

[T @ TC) .. (PCHECY ... (71¥C) = T(C) ... (*C)
! w TPHE) ., (P470)

est un fenseur contravariant d'ordre p + p', qu'on appelle produil
tensoriel de T par T".

— T @ T dépend linéairement de T et T' ; I'opération & est asso-
cialive,
En choisissant une base 5 de E, on trouve:
[T & T'H---2beeem = Tieob 50 TVH-oems
remarquons que 'on peul aussi éerire (24.104) sous la forme
T=T* "S85 .,.885,

grice A l'identification des vecteurs S; avee des tenseurs contra-
variants (25.53).
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— On peut étudier les symétries des tenseurs contravariants en
les considérant comme tenseurs covariants sur le dual E* de E,
et on arrive done aux mémes résultats et 4 des notations analogues,

Im{A)X)

— Considérons deux variétés différentiables V et V' ; une appli-
cation différentiable A d'un ouvert de V dans V'; un point X
de def (A); un opérateur contravariant d'ordre p de [espace
vectoriel tangent & V en X, T,

MNous appellerons image de T par A Vopérateur T" = Im (ANX)T)
défini par
Im (A} X)(THC) = T(C. DIANX))

pour toute colonne O formée, de p covecleurs tangents 4 V' en
A(X).

— Alors Tm (AY)XNT) est un opérateur contravarianl d'ordre p
sur espace vectoriel tangent 4 V' en A(X); on a
I (I 0X)T) =T si X appartient 4 l'onvert &
Im (A BHX) = Im (ANB(X)). Im (B}X) si X edef (A.B)
— En restreignant Im aux glissements d’une variété V, Im devient

une racine de V, dont la fibre en un point X est ensemble des
{ opérateurs eontravariants dordre p en X {4).

"y Abus de.» langage signiflant « opdératours contravariants d'ordre p sur Vespace
vectoriel tangent & V oen X n
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— Il importe de remarquer, en comparant avec (25.33), que la
lerminologie traditionnelle est menfeuse : les opérateurs confra-
variants vont dans le méme sens que les applications (fig. p. 209),
les opérateurs covariants en sens confraire (fig. p. 203) ;

que si f est un champ d'opérateurs conlravariants défini dans V,
il n'existe pas toujours de champ dans V' associant au point A(X)
V'opérateur Tm (AJ(f(X)).

Dans le cas olt A est régulier el oit val (A) est ouvert, ce champ existe ;
on le notera Ay (f); il est donné par la formule

A((X) = Im (ANAE)NAAXK)))
si A est un glissement, on relrouve d'ailleurs la définition de I'image

du champ f par A, telle qu'elle a été donnée en (15.3).

Hemarquons qu'on a aussi

[A-Blim = Apm-Brny
dés que les deux membres existent.
— L'opérateur Im (A)(X) est linéaire ; il transforme les tenseurs
en tenseurs ; la racine des opérateurs contravariants posséde done
la sous-racine des tenseurs contravariants d'ordre p, pourvuoe
d'une structure vectorielle invariante. Dans le cas p = 1, cette

racine se réduit 4 la racine D, grice 4 Didentification des vecteurs
avee les tenseurs contravariants d'ordre 1 (25.53).

— La dérivée de Lie dun tenseur contravariant T est donnée
par la formule
(8TI(C) .. . (*C) = 3{T(C) ... (C)]
— TEICHEC) - .. (°C)

—T(C) . ... (*-IC)(3,7C)

oi I'on peut calculer les dérivées de Lie 5,/C par la formule (24.40) ;
en un point X de B, ona
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[$.TIC) . .. (°C) = [BT](*C) ... (*C)
— TPC.M)(2C) ... (*C)
—T(C) ... (*-1C)(*C. M)
G
avec M = e [3X]

formule qu'il est utile de comparer avee (25.43).

— On a, comme pour les tenseurs covariants :
QTST] =BTl T + T ®[3,.T']

Tenseurs mixtes.

Plus généralement, on appelle tenseur mirfe d’un espace vectoriel

E (de dimension n) tout opérateur multilinéaire T défini sur E
et sur son dual E*,

En convenant d'écrire en premier les variables prises dans E*

*
on aura donc

T(C) ... (CNU) ... (U) e R

8i 1C, ... *CeE* U, ... U e E; nous dirons alors que T est un
tenseur d'ordre p 4+ ¢, p fois conlravariant, q fois covariant, ou

plus brigvement, que T est un tenseur de varance [E] (%
En particulier

les tenseurs covarianis d'ordre g ont la variance [g] -
les tenseurs confravarianis d'ordre p ont la variance [ﬂ],

les nombres seront considérés comme tenseurs de variance [g]

('} Mous verrons plus loin comment celle expression se raltache 4 Ia notlon générale
de wvariance, définie an § 13,
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— (On appelle composantes d'on tenseur T dans une base 5 les
nombres

Tt = TUS) L (8IS ... (843

les eomposantes d'un tenseur de variance f; ] sont donc numéro-
tées au moven de p indices supérieurs, g indices inférieurs.
& Un tenseur est défini par ses composantes dans une base S;
ceci résulte de la formule inverse :
TECY ... (PCHUY ... (U =T p x 0.5 % ... % *C.5,

o BT pa HmSELT

— Ces formules montrent que

Les tenscurs de variance [E]sur un espace vectoriel de dimension n

forment un espace vectoriel de dimension n#+v;

ces formules donnent aussi la solution du probleme de changement
de base (calcul des composantes de T dans une base 5 en fonction
des composantes dans une base 5 et de la matrice 5-1.587).

— Le produit fensoriel de denx temseurs T et T', de variances
respectives [‘E;] et li,] cnoté T @ T, est le tenseur de variance
pte ] défini

' par
[fl' T4
[T @ THEC) ... CWCHUD ... (Uysy)
= T(C). .. (CYUY- (U x TEHO). .0 OUp). . (Ve ;
& Topération & est” associafive et bilinéaire ; en choisissanl une

base 5, les composantes du produil tensoriel sont données par la
formule

[Te T2 =T < T =
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— Notons que la [ormule (25.71) peut aussi s'écrire
T=T18®...858'51'9... @5
et que si T est covariant el 1" contravariant, on a

T@aT=T'aT

— Soit A wn opérafeur linéaire gui (ransforme les lenseurs de

i

L
IIFLAnCe [z] efn lenseurs de pariance [g, ; considérons des covec-
teurs iC et des veeleurs U; queleongues ; il est clair que "opéra-
teur A défini par

AMCE®...0 COU,@... U)HO)... (WOUpud) .- . (Upu)
—RE0) ... (TN .. . (U,

A S

est un fenseur, de variance B Fi—i_—z'] ; en choisissanl une base 8, &

O Az

[;‘!j.{rlj]‘;_'_f’ = m-:..':-hr...s W rl-i_...m

T Joook W

la convention d'Einstein indiguant une sommation sur les g
indices f ... k o les p indices I ... m.

— Cette formule peut #tre considérdée comme inverse de (25.77),
puisqu’elle définit Topérateur A en fonction du tenseur A Ia
correspondance A - A, qui est visiblement Iindaire, est done aussi
réguliére,

On pourra dene, si Uon veut, supprimer le signe ~; si l'on adopie
celle convention, et si T et T’ sont des tenseurs de variances res-

L

pectives [{; ] et [E,], léeriture T(T") aura un sens pourva que
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q" = p, p° =q, et désignera un lenseur de variance g:ﬁ,] i
défini par la formule (25.78) (avec suppression du ~).

— Awec cette convention, tout temseur T est done considéré
comme borne supérienre dopéraleurs lindaires compafibles ; si T
et T' sont des tenseurs, le produit T.T" est donc aussi une borne
supérienre d'opérateurs linéaires (formule (1.16)), mais ce n'est pas
nécessairement un fenseur,

Exemples ;
: ; 1 ; s
— Soit T un tenseur de variance [11 ;oavee la convention précé-

dente, & la restriction A de T 4 E est un affineur (application liné-
aire de E dans E); chague composante 17 de T dans une base 5
est égale & 1'élément de matrice [S-1.A 5], ; si C est un covecteur
de E, on a T(C) =C.A: T prolonge done simultanément A ot
I'opérateur fransposé A% (défini sur E* par A¥(C) = C.A).

— Spient A et B deux affineurs de E; & le prolongement précé-
dent conduil & Pidentité

[ABI(U&V)=AU)@B(Y) [U,VeE];

cette formule est la définifion du produif fensoriel A @ B, dans le
cas plus géndral oft A et B sont deux opérateurs linéaires quel-
congues {définis sur des espaces de dimensions finies).

— 81 T est un tenseur de variance [P ], la convention (25.79) rend
équivalentes les notations 1

T(C) ... (PCHUY) .. (U
et
TC® ... @ U, ®... @ Uy
— Soit F une permutation des entiers 1,2, ... p; Uopératenr

linéaire ﬁ', défini en (25,11), est prolongé par un tenseur de variance

|
ki %.36) |
. (2 }5

aE

R

LT

'- l 2589 |

(25.85) !
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[; ] , que nous noterons encore F i*). Les composantes de ce ten-

seur dans une base S se calculent immédiatement ; on trouve par
exemple, pour p =1 ou 2;

F F
= (1 | Bi=4,
(1, 2) -~ (1, 2) ﬁff.-= % e
(1,2) ~ (2, 1) | B -=::|,, 5,
et, en général :
Bl ol = oo, X g X .00 X o

Définition :

On dit qu'un tenseur T est invariant si ses composantes sont les
mémes dans foutes les hases,

Le tenseur F ci-dessus est done invariant (puisque les composantes
sont données par la formule (25.84) on n'intervient pas le choix
de 5) ; de méme le tenseur

z Srﬁ

Feld
oit § désigne le groupe symélrique d'ordre p, et o les s, sont des
scalaires,

e A

%) Mais la formule F.F* = F,F* cesse d'étre vrale; on n notamment
e, A
F.F(T) = [F.Fim)

sl T esl un tenseur confromoriont d'ordrs p.
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(25.87) i

(25.88) l

(25.89) |

(25.90)

(25.91) |
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Alnsi, le {enseur de Kronecker d'ordre p, 3, défini par

§=> 1 (F)F

Fel

ol z_ désigne le caractére défini en (25.28), est invariant ; on peut
le définir directement par la formule

i
3(1C) ... (PCHU) ... (U,) = det ([ . I qU, ... U,])
#(

d'olt se déduisent ses composantes; pour p =2, on a
B =] X M —1|w x ¥,

De méme, sont invariants les tenseurs correspondants aux opé-

rateurs de symétrisation P, (23.22) ; on a d'ailleurs P, = §1
P

Définition :

Soit A un opéraleur lintaire, transformant les tenseurs de variance
[{; ] en tenseurs de variance [f;] ;on dira que A est une confraction

si le tenseur A correspondant (25.78) est invariant.

Si A et B sont deux contractions, on calcule aisément les compo-

santes de A.B en fonction de celles de A et de B ; ces composantes
sont done indépendantes du choix de la base; par conséquent :

Le produit de deux contraclions est une contraction.

En particulier, si F est une permutation de 1, 2, ... p, la restric-
tion de F aux tenseurs de variance [ﬂ est une contraction {potirvu

que po=qp 2= don en déduit 'énoncs :
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Soient G et Il des permutations [de (1,2, ... q) et (1,2, ... 1)
respectivement] ; il existe des contractions A, B telles que

[A(T)IE: 3 = Tig:ien
BT < Tt
— On a l'habitude de réserver le mot confraction aux opératenrs
définis en (25.92), et ceux qui s'en déduisent par produit ; notre défi-

nition (25.90) est done plus générale, ainsi que le montrent certains
des exemples suivants :

F Variance de T F(T)
1 0
1 =1 J [ﬁ] ou [1] T
1] L e 4
11 i F(T) = T}
L2 ~(1,2 ke (D)} = T*,
(1,2) = (2 1) ' T
(1,2,3) ~(1,2,3) é] F(T)y = Tiy

Les opéraleurs P, (25.22) sont aussi des conlraclions, au sens
(25.90).

— Si T et T" sont deux tenseurs de variances données, & il existe
une contraction A telle que

T(T) = AT ® T)




(25.95)

(25.96)

(25.97)

(25.98) |

(25.99)
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¢'est pourquod le caleul de T{T"), qui se raméne 4 celui d'un pro-
duit tensoriel suwivi d'une contraction, s'appelle parfois « multi-
plication contractée o

— Spit V une varigté différentiable de dimension n.

Nous avons déjd défini sur V deux racines, désignées foutes deux
par Im, dont les fibres sont constituées de fensenrs covarianis

{resp. confravarianis) [(25.36), resp. (25.60)].

Ces deux définitions se prolongent au cas des tenseurs de variance
[‘p , griee 4 V'algorithme des racines d'opérafeurs mulliples (16.25) ;
ilqvient :

Im(A)(X)HTHC) ... (\CHUY ... (U) =

TOC. DIAYX)). . . (°C. DIAYXNDANXK) L. U, .. (DIANX)=. U )
avec les désignations

A glissement de Rey WV

X e def (A)

T : tenseur de P'espace wectoriel Dy, de varianee [p];
CeDi U eDyx,

Notons que :
— Im est une racine canonigue, d'ordre 1, & fibre vecforielles.

— Si A est une carfe de V, T un lenseur au point A{X), & les
composantes de T dans la base naturelle S = D{A)NX) sont données
par la formule

T2 = Im(ANX)NDIED - CDCLD -- - ()

— On en déduit que la correspondance [ﬁ] -+ variance (Im) est

réguliére si V posséde assez de bases nafurelles (par exemple si
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toutes les bases sont naturelles, ce qui a lien i V est de classe C=,
m=12,...00,uh

— O on en déduit aussi le théoréme suivant :
Soit @ un fensenr inparignt (25.85) d'un espace 4 n dimensions ;
@{- % ses composantes.

11 existe alors un champ invariend § [déL (15.14)] tel que, pour tout
X de B* UV, fiX) soit un fenseur invariant de Dy, donl les compo-
santes dans toute base 5 de Dy sont données par

FEO):m = O
— Soit par exemple F une permutalion des entiers 1,2, ... p;

ﬁE Iz tenscur de I'espace E qui lui correspond par la définition

{25.83) {nous l'avions désigné par F, sans rappeler 19) el qui est
invariant {25.85); & le champ invariant § correspondant (théo-
réme précédent) est défini par

f(X) = Fo. :

on écrira le plus souvent f(X) = ﬁ, en omettant de rappeler que
lespace oft opére F parie avec XK.

Il en est de méme pour le « champ de Kronecker dordre po
(X} =& (25.87), ete.

Théoréme :

la correspondance A ~ A {25.77) est un isemorphisme de racine ;

Les correspondances
[H ~TeT (25.73)

P},] LT(TY (25.79)

sont des homomorphismes de racines.




. = P

(25.103)

(25.104) |
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Il s'agit bien entendu d'un isomorphisme d'wne racine d'opératenars (16.20)
a wne racine de lenseurs dans le premier cas; d'un produil direc! de racines
de tensentrs (16.17) & wne racine de lenseurs dang le deuxidme cas; le point X
considérd est sous-enfendu ; pour retrouver la définition d'on homomor-

phisme Fy (13.1}, il fandrait écrire Fg(A) = f{, on ‘Fx([:,]) =T &T.

Corollaira :

A chaque confraction A d’un espace de dimension n correspond
un champ invariant [(X) = A, défini sur toute variété de dimen-
sion (Y.

Par application du théoréme (16.23), on en déduit que :
Toute confraction définit un homomorphisme de racines ;

lz lecteur précisera sans peine cet énoncé elliptique.

— La dérivée de Lie des champs de tenseurs se caleule 4 partir
des formules générales du § 23 ; le lecteur pourra, s'il le désire,
généraliser les formules concernant les tenseurs covariants (25.42
4 25.46) el conlravariants (25.66 4 25.68). Résolvons par exemple
I'exercice snivant :

Soit A une carte de la variélé V; x une variable parcourant B®;
X la wvariable A{z); S la base naturelle D{A)z); §X = F(X) un
glissement infinitésimal de V; T = f(X) un champ de lenseurs
défini sur V.

Calculer les composantes dans 5 de la dérvivée de Lie 8T,

On trouve successivement :

[3.8]; = 8.[S;] = 8,[3,X] =[5, 2], X = S.[3, 3}]yx = —So3x

J o
=—5.M. |;, en appelant M la matrice - [3=]

k]

1} Avee le méme abus de notations que précédemment (25.101).

§ 26 ALGEBRE EXTERIEURE 221
d’on
35 =—35.M , FJ[S5Y=M.5" , 51 =1.M.51
puis

S[Tf:al = 8u[T(ST) ... (S.)]
=[BTl m + T@S™) ... (Sa) + ... + TUS™) ... (8,8,)

doi finalement :
BTl w =8T{ ] — M, x T4 — ... — M, x Tf: X
+ M x Tk 4 .. 4+ =M, x TR

avec ¥ - [3x]
[ika

— On sait que 8.1 = 0 si T est un lenseur invariont (23.15) ; les
théorémes d’homomoerphisme (25,102, 104) permettent done, grice
4 (23.22), d'écrire :
STeT] =TI T + T [8,.T]
BIT(T)] = [8,T(T") 4 T(3,T') (notation (25.79)

BulMT)] = A(ELT) si A est une contraction (2).

§26 Algtbre extéricure
Définition :

On appelle p-forme, ou encore forme homogéne de degré p, tout
tenseur covariant antisymétrique d'ordre p,

(1) Au sens large que nous avons donné en (25,90,




@62) |

(26.3) |

(26.4) |

(26.5)

@6.6) |
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Rappelons la délinition de P'antisymétrie (25.28), {25.18), {25.12) ;
le tenseur covariant o sera une p-forme s°il vérifie

WUl (Urpg) - - - (Un) = 1AF) X o(U)({Uy) ... (U}

pour toute permutation F de 1, 2, ... p, 3 (I") désignant la parité
de F, U, U,,... U, des vecteurs.

— Dans le cas p = 1, la formule (26.2) est vérifiée trivialement
quel que soit « ; done :

les « formes homogénes de degré 1 » sont les covecteurs.

Par définition :

On appellera « formes homogénes de degre 0 o les scalaires.

Il résulte de (26.2) que w(l;) ... (U,) est nul dés que deux des
vecteurs U, sont égaux (il suflit de choisiv pour F la permutation
qui échange leurs deux numéros et conserve les aulres); en ufi-

lisant la multilinéarité, on en déduit le théordme :

5i @ est une p-forme, et si les vecteurs Uy, T, .
linéairement indépendants, on a

w(U(Ug} ... (U) =0

. U, ne sont pas

par conséquent :
Les p-formes sur un espace de dimension n sont nulles si p > n.

— 0On sait que les p-formes sar un espace de dimension n
forment un espace vectoriel, dont la dimension est (pour chaque p)
un polyndme en n, polynéme qui ne posséde pas de terme de

ne
de degré 0 el dont le terme de plus haut degré EStE {théoréme
(25.25)) ; il résulte de (26.6) que ce polyndme s'annule pour
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n=12, ... p—1; ce polyndme est donc divisible par le poly-
nime nan—1]...[r—p + 1]; done:

Les p-formes sur un espace de dimension n formenl un espace
vectoriel L1, dont la dimension () est

pofn=1...[n—p+1] _ nl

5 1x2...%xp

~ plln— p}!

— On appelle formes de degré maximom les formes dont le degré
est égal 4 la dimension de l'espace (4 cause du théoréme (26.G)) ;
il résulte de (26.7) que ces formes constituent un espace vectoriel
de dimension 1 ; done :

Sur un espace vectoriel de dimension n, il existe une n-forme non
nulle ; toutes les autres lui sont proportionnelles,

—= On appelle partois jouge, ou encore élément de volume, loule
forme non nulle de degré maximum.

Théoréme :
Soit w une jauge d'un espace E de dimension n; U, U, ... U,
des vecteurs de E (p = n); on a

[{U{Uy) ... (U} #10]
< [Uy, Uy ... Uy linédairement indépendants)

Ce théoréme résulte trivialement de (26.5), et du fait que des vee-
teurs indépendants sont toujours extraits d'une hase.

C.O.F.D.
) On a done (notalions de {25.235) :
rn—1)...n—p +1) = zx_,[]:'] o
]
& étant le groupe symetrique d'erdre p. Compte tenu de la formule 3 {F) = [— 1]=+a0

{25.28), on en déduit la dimension de Pespoce des fensewrs symdiriques of'ordre po;
= z pomy o Mn 1] -r-[r 4 p—1]
ri
Felf

el




(26.12)

(26.13)
(26.14)

{26.15)

(26.16)
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En particulier, o est un opérateur régulier, appliquant linéaire-
ment E dans Pespace £, des [n— 1]-formes ; comme la dimen-
sion de cet espace est n (th, 26.7)), « applique E sur 2,

Si @ est une jange, O une [n — 1]-forme, il existe un vecteur U,
et un seul, tel que

8 — w(U)

ce qui sécrit encore
| O(U) ... (Ups) = w(U)U) . (Uns)

Soit A un affineur de I'espace E (application linéaire de E dans E) ;
des théorémes précédents résultent les formules (%) :

| w(A UNA. Uy ... (A.U,) =det (&) x a(U)Uy) ... (Uy)
P w(UMA.UY ... (A.U,) = we(Adj (A). Ud(Uy) ... (Us)

WA U)U,) ... (U))

+ o(U)A.U,) ... (U)

= Tr (A) % w(U)Uy) ... (U,)
+ o(U) ... (UpaXA.UY)

formules que l'on peut d’ailleurs considérer comme des définifions
des nombres det (A) et Tr (A), de Uaffinenr Adj (A). On en déduit
immeédiatement la formule (21.21)

3[det (A)] = Tr (Adj (A).3A)

Diéfinition :

Soit E un espace vectoriel de dimension n ; Q, U'espace des p-formes
sur .

On appellera forme (non homogéne} de E tout élément du produit
direct

=0, x0yx ... ¥,

(] "u.fo; Sovmran [rél. po 117].

AT

(26.17) l%

(26.18)

(26.19)

26.20)
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En appliguant ({26.7), et en remarquant que

Ci+Cl+...+C=0+1p
on voit que

Les formes non homogénes sur E forment un espace vectoriel
de dimension 2=,

Une forme non homogéne w s'écrit par définition,

@y
iy

a

les w, etant des formes homogénes de degré p, appelées compo-
sanfes homogénes de w; i est commode d'idendifier une forme non
homogéne dont foules les composanfes sont nolles, sauf une, avee
celle composanie (ce qui n'entraine pas d'erreurs, paree que les
espaces 4, £, ... L1, sont deux 4 deux disjoints) ; grice 4 cette
identification, on éerira done (26.18) sous la forme :

o=ty ey f ... g

On dit que 2 est la somme direcfe des espaces £, 1, ... 0

B
Définition :

Soil w une jorme de E, V un vecfeur de E. On appellera produil
intérieur de w par V la forme

Int (Vi) = eV} 4 ... aldV)
{imtaf:ious (26.19)) ().
On peut noter que Int (Vi{w) est nul si w est une O-forme ; c'est

une [p -—— 1]-forme 8i « est une p-forme ; la composante homogéne
de degré n de Int (V){w) est foufours nulfe.

{1} On rappelle que @ V) est la forme de degré p — 1 difinle par I'identité
[ugfVIHVL) = (V) = g {VIVL) = o (Vo)




(26.21) |

(26.22) |

(26.23) |

(26.24)

(26.25)
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— En choisissant une base 5 de E, el en supposant o homogéne,
on trouve immédiatement :

[Int {v}{m}hk.. M=V K e
Enfin il est clair que

Int est un opérateur bi-lindaire,

el, grice 4 (26.5), que

[Int (V)2 = 0

Définition, théoréme :

Soit C un covecteur de E ; w une p-forme de £ ; on appelle produii
grférienr de C par o opéralear gt (Chw} défini par
Ext (C))(VIVY) .. (V) = €.V x a(Vy) ... (V,)
— GV, % VIV ... (V)

— €.V, X 0(Vy) .. (Voo )(V)5
ExL (C){w) esf une [p 4 1]-forme.
— I est évident gue Ext (C)(w) est un tenseur covariant d'ordre
p+1, et que Ext(CHu)(VHVy) ... (V,) sannule si V est égal

4 I'un des vecleurs Vi, V... YV, &il en résulle que Ext (C)le)
est antisymélrique. C.Q.F.D.

Application :

Si @ est une forme de degré maximum n (26.8), HExt (C)lw) est
nulle {th. 26.6)) quel que soit C; d'olt la formule de Cramer :

Vo o(V). .. (V) =V, X o(V)(Va...(V.) + ...
4 Vo X a(Vy) ... (Voo )(V)
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intéressante nolamment lorsque o est une jauge et [Vi... ¥,] une
Duse., '

— On caleule immédiatement, grice a (26.24), les composantes
du tenseur Ext (C)(w) dans une base S :

[Ext {G}{W}]j By kg

=L; x had T Sy {:'k. Xl g g™ Ga—, Kook

qui montre que la correspondance
[C® o] ~ Ext (C)(u)
est une contraction (25.90),

Le théoréme (26.24) reste vrai pour p = 1; w est alors un covec-
leur (26.3) ; en le notant ', on a

Ext (CHCHWVHV) = C.V.C.V —C.V.C'.V
0

Ext (CC=CoC —C'®C
Ol BNCoOTe

[Ext (CUC)]n = C; x Ce—C, x €5
le théoréme (26.24) reste vrai pour p = 0, en précisant que
Ext (C)s) = sC si 3 est un scalaire

— Nous pourrons définir Ext (C){w) dans le cas o0 la forme est
non homogéne en posant

Ext (Clw) = Ext (C)(wy) + Ext (C}{w,) < ... + Ext {Chew,)
(notations (26.19)) ;

alors

Ext est un opérateur bi-linéaire.




g [ b e . e

o
(26.33) |

(26.34) |

(26.35)

(26.36) |

(26.37) |

223 GEOMETHEIE ET RELATIVITE
Théoréme :

Si e est une p-forme (p = 1), on a
ExtL (CHw(V)) + Ext (CHe)(V) =C.V
Le premier membre de celte formule g éorit
[Ext (C). Int (V} + Int (V).Ext (C)]ew) 5
aprés vérification du cas p = 0, on en déduit done Ia formule :
Ext (). Int (V) 4+ Int (V). Ext (C) = C.V 1,

€ désignant 'espace des formes non homogénes.

Théoréme :
[Ext (C)]F = 0
— En multipliant égalité (26.34) & droite, puls i gauche par Ext(C),
el en soustrayant, on trouve
Int (V). Ext (G} — Ext (@)%, Int (V) = 0
Si @ est une p-Torme (p == 1), on en tire :
Ext (C)¥a)(V) — Ext (C)*(a(V)):

pulsque (V) est une forme [p-—=1]-forme, on en tire Ext (C)Yw) =10
par récurrence sur p, aprés vérifieation du eas p=0. 5 pp

— On doil remarguer que les trois formules (26.23), (26.34),
(26.35) se groupent en une seule identifé, a savoir

[Ext(C) + Int (V)] = C.V 1,

—_ Désignons par [A, B], lanticommutateur () de deux opérateurs
lindaires A et B:
[L.Bl,=AB+BA

(% On rappelle que le commulaleer de A et B est
IABl-=&4B—B.A
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an Llire alors de {26.36) les trois identités :

[Int (V), Int(V)], =0
[Ext (C), Ext (C)], =0
[Ext (C), Int ()], =C. V1,

__ 'Spit S une base de E; o une p-forme de E; & il résulte de
(26.24) que:

| [Ext (i57Y). Int (5))(e) = pw {convention d'Einstein sur j)

donce :
Llopéraleur
N = Ext (75-%).1Inl (5;}

est indépendant du choix de la base 5; il opére sur une [orme

non homogéne « en multipliant chaque composante homeogene
de e par son degré (%).

- Théoréme :

1) 11 existe une opération sur les formes, appelée multiplication
erlérienre, notée s, caractérisée par les propriétés (a), (B), (¢):

{d) si s est un scalaire, @ une forme : s Aw = s

{b) 51 C est un covecteur, wm une forme: C e = Ext (Chlaw)

{c) L'opération » est bi-lindaire el associalive,

{4 Les formules précdédentes peuvent encore s'appliquer au cas d'espaces E de dimen-

ston infinde ; clest 1o cas notamment en théorle quantigue des champs (champs de
fermifons) ; on ulilise alors Lo lerminologie suivante (valr Kastier « Introduction a
I'Electrodynamigque Quantique = (Dunod éd.)) 2

nige ;1 {eonsldérd cornme O-forme)

créafenrs @ opératenrs Ext ()

armibhilotenrs ; opérateurs Int (V)

nopibre de porfieules @ opérateur M

les relatlons (26.98) sappellent refatfons de commudfoion.




(26.41)

(26.42)

(26.43)

(26.44)
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2) Une forme w sera dite mondme si elle est scalaire on 5'il existe
des covecteurs Cp, Gy ..., C, tels que
w=0ACA.. aAC;
toute forme est une somme de mondmes.

— L'opéralion # donne done 4 l'espace des [ormes une structure
d'algéhre, que l'on appelle algébre de Grassmann.

Théoréme :
5i w est une forme homogéne de degré p, on a
Int (Ve rw’) = [Int (V){w)] Aw’ + [— 1" @ A[Int (V){e")];
si @ et w' sont homogines, de degrés p et p', on a
w e = [— 1]""' w' Ao

Ces formules s'établissent immédiatement lorsque o est mondme
(par récurrence sur p); le cas général en résulte par linéarité
(th. (26.41, 2)).

C.Q.F.D.
Indiquons enfin les formules
[P +pe+t .. +p]!
Gy Addg A Ald, = W .l Plen@w:8...00,)

valable si w,, wy, ..., sont des formes homogénes de degrés
respectifs py, po, ... p,; P, désigne le projecteur d’antisymétri-

sation pour les tenseurs d'ordre p, + ps + .... + p, ((25.22),
(25.28));
L™
ic . r
[PCARC . PCHVO(VS) ... (V) = det [ViVy ... V]
*C

valable quels que soient les covecteurs iC, les veeteurs V.

i
|
B
£
|

i
i
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§ 27 Dérivation extérienre

Soit V une variété différentiable de dimension .

MNous avons défini sur V une racine dont les fibres sont constituies
de lenseurs covariants ayant une syméleie donnée (25.38 ¢) ; nous
pouvons done considérer en particulier la racine des p-formes ;
en la désignant par Im, elle cst définie par:

Tm, (ANX)e)(Uy) ... (Uy) = a{DA)XR) U ... (DAKK) U,)

A élant un glissement de V, X un point de del (A), @ une p-forme
sur I'espace vectoriel Dy tangent & Ven X, 10, ... U, des éléments
de Dy

51 p = 1, cette racine colocide avee la racine D* des covecteurs ;
par convention, la racine des O-formes sera la racine {riviale de
fibre B (voir (26.4)).

En effectuant le produil direc! des racines Imy, Im,, ..
& on obtient une racine {(appelons-la Im) telle que :

. Im, {16.18),

1} La fibre de Im en un point X est 'ensemble des formes non
homogénes sur l'espace vectoriel fangent Dy.

2) 5ila forme w est homogéne de degré p, on a (Y)
Im (AWK W) = Tmy, (AN X))
3 Tm (AWX) est lindaire.

Inversement, (27.2) définit la racine I ; on en tire en effet :

I (A)(X)(w) = Tmg (A}(X)eq) + Tmy (ANX)e) + - ..
+ Im, (ANX)ew,)

les w, etant les composantes homogiénes de w. Bappelons que,
par définition, Tmy, (AN XK a,) = .

(*) Par suite de Midentification des p-formes aves les Tormes non homogines i uns
senule composante (26.18).
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Nous savons définir et caleuler la dérivéie de Lie d'un champ
différentiable de p-formes — comme cas particulier d'un champ
de tepseurs covariants; on en déduit immédiatement la dérivée
de Lie d'un champ de formes non homogénes :

Breo = Speg 4 Spey 4 ... Spw,
(formules (26.18) et (23.19)) ;
notons aussi que l'on a:
Bplo 4+ w'] = 8 + 3w’ §yfsw] = [3s]w + sBiw
8o[Ext (C)(w)] = Ext (3,C)(w) + Ext (C)(3,0)
dy[Int (V)(w)] = Int (§;V){w) + Int (V)(F1e)
Sle Aw’] = [Fe] Ae’ + oalfw];

le lecteur pourra déduire ces formules du fait que la structure
vectorielle des formes est invariante (27.2, 3), et que les applica-
tions [C @ w] ~ Ext (C){w), [V & ] — [Int (V)(w)] sont des contrac-
tions.

Théoréme :

Soient :

V une variété différentiable C®;

X une variable qui parcourt V;

f un champ différentiable de p-formes défini sur un ouvert de V;
w la p-forme variable f(X).

11 existe alors une [p -+ 1]-forme variable Vo, appelée dérivée exfé-

(27.6) | rieure de w, caractérisée par l'identité

[TalX)BX) - - . (3,X) = S[(8,X) . .. (3,X)]
o — B[ BX)(8,X) ... (5,X)]

—3,0(3,X) ... (3,,X)(3X)]
valable si les dérivations &, 8,, ... 8, commulent deuz d deux.

Le champ X - Vo est continu, et défini sur le méme ouvert que f.

L s o e e e |

S
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Démonstration :

(@) Considérons le cas ot ¥V est un espace vectoriel. On peut alors derire
Bloa( B, X) - (BpR) = [Baa](8,X) - - - (8,X) + w(8EXK) - -- (8,X)

+ oo 4 w3 X) e (BEX)
(21,200 ; en développant de méme les différents termes do second membre
de (27.6 ), & les expressions contenant des dérivations secondes dispa-
raissenl deux & deunx, grice & la commutation de & 8§, --- &5, il reste
donc

[Val(3X)(EX) ... (3,X) = [$u](3,X) ... (5,X)
— [Bo](3X)(3,X) ... (8,X)

— )83 . (B, XIBX)

o
en écrivant K sous la forme EE (5X), on wvoit que Ve est [p + 1]-

fois lindaire ; il est clair que le second membre de (27.7) change de signe
s5i on échange & avec &, &5 --- §,; & Vo est done antisymétrique, c’est

o
blen une [p 4 1]-forme; elle est continue, puisque —2 est fonction
2 a3
continue de X.

b Supposons que le théoréme soit vral pour une variété V*, et que le
champ X -+ & soit I'image réciproque, par une application deux fois dilfé-
rentiable A, d'un champ différentiable X* - w* de V[on a posé X* = A(X)].

Par définition d'une image réeiprogue (25.33 &), on a
ald X} ... (dX) = w*(d,X*) ... (d,XY)
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quelles que solent les dérivations dy, dy, --- 4, ; par sulle, le second membre
de (27.6, ) ne change pas sion éeril w* et X* 4 la place de o et X:
le théoréme étant supposé vrai pour V¥, ce second membre est done égal i

[V J(ERAE,X*) -+ (8,X%)
Va* dtant une [p 4+ 1]-forme continue de V*, soit encore &
BLERIEXK) - (8,X)
0 dtant la [p + 1]-forme continwe, lmege réciproque de Twe® par A.

¢) La démonstration s’achéve en considérant, dans le cas géndral, Fimage
1~f3clproqun w* de la forme donnée w par une carfe F; alors e prolonge
limage réciproque de »* par A = F-1; il suffit d'appliquer le résultat
(8), en remarquant que le théoréme est vral, selon (a}, pour la wvariétd
V = Rm,

C.0Q.F.D.

Remarques :
— MNous avons préféré la nolation Vo 4 la notation dw,souvent
utilisée, mais qui peut conduire 4 diverses confusions.

— Les dérivations 2; associées & une carte d'une variété V com-
mutent deux 4 deux (21.33) ; en appliquant (27.6 ¢}), on en déduit
immédiatement les composantes d'une déripée exférienrs

[l\_""f-l-'l]-,'xl_..ip = l‘lj[mh_. ""'r] = ﬂkl[':";h---i‘.—,j —_— s tl*’:[{ﬂh_ -‘-'H’]

soit, pour p =1, 1,2

[Vel;, =2
Iv"’lﬂz H
[Velp = djoy + By + Doy

= Doy, — Dptw

— On voit en particulier que l'on est amené & convenir que:

La dérivée extérieure d'nn scalaire s (considéré comme O-forme)
est !
DF

v}i:ﬁ.

'I;"i?.l'\c'\l\‘,p'.'_lf_y‘.'.t'\&f&f!.

e e R
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— Hevenns au cas ot V est un espace vectoriel (démonstration
de (27.6), {a)). Il est clair que les deux membres de la formule
(27.7) ne dépendent que de la valeur des vecleurs 33X, 52X ... 53X
au peint X considéré ; cette formule est donc wvalable si on peut
définir des champs de vecteurs dX, d\ X, ... £, X qui coincident
avee 83X, /X, ... 5,X au point X, e qui commufent decx d dens ;
or c'est toujours possible (par exemple en prenanl des vecteurs
constands) ; done :

Sur un espace vectoriel ¥, la dérivée extérieure d'une p-forme w
est donnée par la formule (27.7), wvalable quels que soient les
vecteurs X, X, ... 8%

— En considérant d'abord le cas d'un champ sur un gspace vee-
toriel, on vérifie le théordme :

Soit @ une p-forme différentiable (p = 1).

ap 51 & vomnute avee &, ... 8, on a

(V[aEX)] + [Ve]EXNEX) ... 3,X) = SaGX) ... (3,X)]
by 51 3 est un glissement infinitésimal, on a
VIw@EX)] + [Ve](3X) = S0
Cette formule () peut encore s"écrire (1)
7. Int (3X) + Int (3X). 7V = &,
puisque les deux membres donnent le méme résultat si on

les applique 4 une p-forme différentiable (méme dans le cas
p = D}.

* Au prix d'un léger abus de notations ; en effet, le symbole 7 n'esl pos on opdrafenr,
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Théoréme :

(2) V]sw] = [Vs] A + sVa

() V[Chru] = FCre—CATau

(c) V[wra'] =[Va]ne +[—1]F e s Vo'

5, C, @, w" désignant respectivement un scalaire, un eovecteur,
une p-forme et une p'-forme différentiables,

Ces formules se démontrent par récurrence sur p, en utilisant les
formules (27.5) et (27.13 b), ainsi que le théoréme :

Tonte p-forme r fois différentiable est une somme de formes
mondmes r fois différentiables.

qui s'élablit aussi par récurrence sur p, en utilisant la formule
{26,39)
[Ext (75-1). Int (S)](x) = pw

et en choisissant pour 5 la base naturelle associce 4 une carle
(voir (24.13)).

Théordme :

Soient
X*¥ - w* un champ différentiable de p-formes d'une variété V*;

A[X - X¥] une application deux fois différentiable d’un ouverl
d'une variété ¥ dans V*;

X -+ o limage réeiproque du champ w* par A,
Alors Ve est U'image réciproque de Te* par A,
— Ce théoréme, qui a déja été démontré (paragraphe (b de la

démonstration de (27.6)), a de Llrés nombreuses applications;
donnons en quelgues-unes :
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Théoréme :
Soit ¥V une variété différentiable plongée dans une variété V* (le
plongement étant 2 fois différentiable).
51 w* est une p-forme différentiable de V, et si 'on pose, en tout
point X de V
w(d,X) ... (5,X) = ¥ (5 X) ... (3,X)

pour tous vecteurs §X, ... §.X fangenis 4 V, o est une p-forme
différentiable de V, dont la dérivée extérieure est donnée par

[Vel(X)E,X) ... (3,X) = [Vat]3X)NEX) ... (3,X)

Il suffit d'appliquer (27.17) avec A = 1.

C.QFD.

— Boit g [X - «] un champ différentiable de p-formes ; le champ §
[ X -+ Vw] vérifie édvidemment (X)) = T[p(X)] ; nous poserons donc
(avec un léger abus de notations, car le symbaole 57 n'est pas un
opérateur)

V=V
ce qui permetira d'éerire le théoréme (27.17) sous la forme
V- [Aped7)] = Aped V-9)

— Supposons que A soit Uinverse d'un glissement B ; on sait gue
Apele) = Byle) (voir (25.48)); la formule

V [Brul(el] = Buwl(V.%)

est donc valable pour tout champ différentiable ¢ de p-formes,
et pour Lout glissement B (%),

(') La dérlvée extérienre n'a dtd définie que sur les varidtis C°, dont tous les glisse-
ments sont deax fois  différentiobles.
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— Notons aussi que la correspondance ¢~ 5 .g est lindaire;
il suflit de vérifier

Ve + «'] = Va + Vo'
V[sw] = 57w 8 5 est un scalaire conslant

{wvoir {27.15)).

— Soit g[X ~w] un champ différentiable de p-formes; f[X - 3X]
un glissement infinitésimal, D'aprés (27.21), on a

T [eTm{@XX)] = [67]1ml V. 2H(X)
En dérivant par rapport 4 {, puis en faisant { = 0, il vient
V[3Lw] = 8] Va]

cette formule est done 'équivalent différentiel du théortme (27.21).

Mais nous n'avons pas justifié les opérations de dérivation effec-
tuées, notamment la dérivation sous le signe 57,

En prenant une carte, on constate que la formule (27.23) esf vraie
si &% eof @ sont deur fois différenfiables (et par conséquent si ¥
est CI).

Théoréme de Poincard :

2 les [ormes @ et e sont différentiables sur une variété C% on a:
VVa] =10

{a) Supposons o deux fois diflérentiable, sur une variété G2

Si 17 est un vecteur quelcongue tangent en un point & la variété, on sail
qu'il existe un glissement infinitésimal deux fois différentiable X — 83X,
qui coineide avee U au point considéré (par exemple limage par une
carte d'un vecteur constant). Dans la formule (27.23)

B[ Ve] = V[0
remplagons les deux dérivations de Lie &, par leur expression tirée de

{27.13, B); il vient :
[72a)(8X) = V*[u(3X)]

{27.25)
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d'oll 3w = 0 (&% coincidant avee tout vecteur U au point cheisi) si le
théoréme est applicable & la [p — 1]-forme w(&X), qui est deux fois diffé-
rentiable. :

On est ainsl ramené, par récurrence, au cas p = 0, qui se¢ vérific directe-
ment {par exemple au moyen des formmules (27.10)).

b Le cas général {27.23) se raméne, grice & (27.17), au cas d'une forme
w définie sur un ouvert de R¥ La formule (27.9) montre que 7 est alors
un opératenr différentiel & coefficient constants, done prolongeable aux
digfribulions (%) ; la lormule 4 démontrer, vraie pour les formes 2 fois diffé-
rentiables d'aprés (@), s'étend alors 4 toutes les formes distributions ; & le

théordm résulte.
oréme en résulte C.0.F.D,

w Réciprogque » du théoréme de Poincaré :

Soit & une p-forme différentiable (p = 1), définie au wvoisinage
d'un point X,

Si Va =10
il existe une [p — I]-forme B, dilférentiable, telle gue
w = i

dans un voisinage de X,

(a) Etudions d'abord le cas ofl w est définie dans un ouverl
convere B de B, contenant 'origine, et cherchons & déterminer 0
en ajoutant, & 'éguation
Vil =w
I"équation
Int (¥} = 0.

Si V'on considére le glissement infinitésimal
X =X
on devra avoir (formule (27.14)) :

B0 s [Int (330(8)] + Int (3X)(70) = Int (X)) = «(X);

(%) Voir L. Scuwawrz, « Théorie des distributions s, tome [ (Hermann éd.)
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La formule (25.43) montre que la [p — 1]-forme 8 vérifie
=80+ [p—1p9

on en fire, & une constante additive prés (1) :

1
* b EL (-1 £3) (Xt

p étant le champ [X - a).

— Inversement, si l'on définit 6 par cette formule &, B est une
[p — 1]-forme, définie dans E tout entier 4 cause de la convexité,
qui vérifie Int (X)(t) = 0; lintégrande #-19{3)(X) étant diffé-

rentiable en [;{} {puisque p = 1}, on peut dériver sous le signe j :

fi est done dilférentiable, et I'on a notamment
1

o ve = [ ey
a

Appelons d'autre part w, 'image réciproque de « par ’homo-
thétie [X ~[X]; on a Ve, = 0, puisque To = 0 (th. (27.17)) ; en
appliquant la définition d'une image réciproque, on trouve

wy, = () ;

par suite, on a, pour le glissement infinitésimal 83X = X, el griice

a (2713 b):
@ e =[Ve]3X) + V[eldX)] = Ve X)] = 0T[a(X)X)]
et d'autre part (25.43) :
@ By = 2o+ poy = LIDEXOIGX) + potX)]
= I;ﬂ [t (X)) ;

(1) On suppose X fixe, et on étudie, comme fonclions de {, les grandeurs 8, « au point
¥, @ wérifie une équation différenticlle lindaire, dont lintégration classique conduit
a

% e AL e e

S

graeg e L

i o

e

=l
(=)
=]
o
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en comparant <, $F, &, il vient
7O = [Fp(X) = .

(b) Dans le cas général (27.25), considérons une carte F telle que
F(0) = X, L'image réciproque w* de w par F est une p-forme,
vérifiant Ve® =0 (th. (27.17)) ; il existe un ouvert convexe E*
de R", tel que 0 e E*c def (F) ; d'aprés (a), il existe une [p—1]-
forme 6%, différentiable dans E*, vérifiant 70* = w* ; son image 0
par F répond & la queslion. C.Q.F.D.

Définition :

Soil E un ouvert d'une variélé V.
Nous dirons que E est un morceau de V s'il existe une carte F Lelle
que

val(F) = L& , del (F) convexe (¥

On voil que la démonstration de (27.25) conduit en fait au résul-
tal plus précis :

Soit w une p-forme différentiable vérifiant Vo =0 (p = 1).

51w est définie dans un morcean E, il existe une [p — 1-lorme 0
verifiant V8 = w dans E.

Bien entendu, B n'esl pas déterminée par I'équation 50 = w; on
obtienl une autre solotion de cette équation en ajoutant 4 6 la
dérivée extérieure d'une [p — 1]-forme (si p = 2).

Dans fe cas p == 0, le théoréme (27.27) se remplace évidemment
par 'énoncé :

Soit @ un scalaire vérifiant Vo = 0 dans un ouvert ; E un morecean
de cet ouvert,

Il existe alors un scalaire constan! w, lel que o = w, dans E,

(*} On rappelle que 'ensemble de définition d’une carte est un ouperf de He,

|
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On voit done que U'ensemble ol est défini  se décompose en ouverts
disjoints dans chacun desquels « est constant; par conséquent :

5i E est un ouvert connexe (') d'une variété V, tout champ sca-
laire o vérifiant Vo = 0 dans E est consfani dans E.

— Etudions maintenant le cas p = 1: so0it w une 1-forme (champ de
covecteurs) vérifiant Ve = 0 dans un ouvert E d'une variété V., On peut
recouvric E par des morceanx Ey ; définir dans chagque E; une fonctlon
différentiable @y, telle que T[0,(X)] = « {th. (27.27)).
Dans chaque intersection E; NE,, on a V[8(X)— 04X} =0; EiNE,
s¢ partage donc en ouverts of 8,(X) — 0,(X) est constanl {(27.28); en
d'autres termes, les ensembles [3, @, p] délinis, pour tout a réel, par
Xoe By ni, ]
Tl XK} —u(X) = a
sont des ouperfs ; ils remplissent dvidemment les conditions ©F du théo-
réme {10016} [en notant a. b la semme de denx nombres réels @ et 5 ; le
théordme (10.17) s'applique donc; on construit ainsi un repflement 15
de B, dont le gronpe prineipal se déduit du groupe additif des nombres
réels par un isomorphisme -~ :

— o
a4b o= a bk

X e[x a, p] == [

{*} Voir Ia définition (10.21).

| 27.34)
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et une fonction @, continue sur F', wériflant
a(X)) = a + (X)

et telle que, si IT est la profection de E', U7 un fewrillet de E', la fonction
O = B[IL. 1] vérifie Wiy = w sur la projection de ce leuillet ; imverse-
ment, st une fonction 8, virifie 76, = « dans un ouvert de E, I'ensemble
des X de B tels que &(X) = 0,(T1{X}) est un feuille 11, of I'on a 0y = Oy :
les 8y sont done fondes les solutions de 'équation 70 = g ; pour qu'il existe
une solution de V¢ = w dans un ouvert (& de E, i} faut et il sufit que £
soit relepable dans le revétement B

On peut appliquer les différents rdsullats du § 10 ; on Lrouve ainsi (voir la
définition (10,20)) :

Si oune I-forme o vérifie e =0 dans un onvert simple E, il
existe un champ scalaire § vérifiant 70 = & dans E.

— Indiquons bridvement les résultats de lapplication du théordéme (10.28) ;
si E posséde un revitement universel, B se décompose en repffements connexes

disfoints ; les nombres a tels que a conserve I'un d'entre eux forment un
groupe addilif, qui esl un guolient du growpe de Poincard de E, oL qui s'appelle
groupe des périodes de la forme .,

— Dans un autre ordre d'idées, remarquons que la dérivation
extérienre s'étend aux formes non homogénes, en posant

Vo = Vay - Ty + 0.0 - Vo,
les w, ¢tant les composantes homogénes de w (V).
Alors les formules (27.5, 14, 22, 23, 24) restent applicables ; indi-

quons que les formules (27.14) et (27.24) |entrainent Iidentité
remarquable

[V + Int X2 = 8w

valable par exemple si o est deux fois différentiable.

('} Ten est une [n 4 1]-forme, done identiquement nulle,
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§ 28 Dérivation covariante

Toules les variélés de ce paragraphe serond supposées di fférentiables C2;

Soient :

V une variété de dimension n;

X un point variable de V;

@ une racine canonique d'ordre 1 de V;

Z un point de la fibre @y ;

[X - 5] un champ différentiable de bases naturelles (voir {24.13)).

On sait que Z est représenté dans la base § par un élément £ de
la fibre-type @, (24.19), et que la correspondance entre ¥ et Z,
que nous noterons S, est régulidre ; si bien que 'on aura :

Il existe une carte F telle que
F(0) = X
D{Fy0y =8
DFOND) = 7Z

[Z=5@] = =5"@)]+

Définition :
MNous poserons, pour toute dérivation §:

52 = DSOBY

avec

Z = 5(T)

5
le symbole & s'appellera une dérivation covarianfe.

— Cette notalion suppose que X, 5, Z sont des variables Iides ;
mais il n'est pas nécessaire que X soit la variable indépendante
{voir ci-dessous (28.63)).
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— Dans le cas oit X est la variable indépendante, et of il existe
done un P-champ [X — Z], la variable = 5-1(7Z} dépend de X ;

5
on peut donc écrire 37 = {D@}{C} %ﬂ {83) : done:

5

LY
MNous noterons % l'opérateur linéaire tel que

5
5

O 37 = %% (33)

quel que soit la dérivation &

3

YA ; ;
3K s'appelle dérivée covariante du champ [X ~ Z] (selon le champ

X +8).

5
— &8Z est un vecteur tangent 4 la fibre @y au point Z ; c’est un
élément de @y si les fibres de & posstdent une siruciure vectorielle
invariante ; dans ce cas 'opérateur 5 est linéaire (16.26), et la
formule (28.3) peul sécrire

3 = SG[S(2)

— En dehors de la structure de variété délinie 4 priori sur V,
on sait que V posséde une structure de variété de elasse C2 (19.17),
dont les carles sont les difiéomorphismes deux fois dilférentiables
de B a4 V; pour cette nouvelle structure, toutes les bases sont

naturelles ; on pourra done définir §z pour tout champ différen-
tiable de bases [X ~ 5], a la seule condition que @ soit prolongeable
4 la nouvelle structure, ce qui est le cas notamment dans tous les
cas envisagés dans le tableau ci-dessous.
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Nature de Z Expression de §7

s
Trivial, psendoscalaire| &7 = &7

]
Vecteur, base ....... 8Z = 5.5|51.7]

3
Covecteur, cobase .. .| 8% = §[Z.5].571

) 5
Affipeur ............ 87 = 5_B[5-1.Z.5].5!
=
L 3Z(E) = | det (S-1.Z)].8[Z(S)] pour
toute hase Z.
T8
Tenseur ... .ouivuis [8Z]i:::% = &[Z{ ;%] si les composantes

sont prises dans la base S.

On veérifie immédiatement les formules suivantes :

5
5i[X —+ Z] est un champ invariant, 32 = 0.

Si Iy est un homomorphisme de racine (13.1), on a :

o S{Fx(Z)] = DFENZ)(3Z)
soit % %
* 3[Fx(Z)] = Fx(37)

si de plus Fg est linéaire.

5 5 5 8 5
BZ + 2% =582 + 8Z'; Hul] = wdZ 4 3u Z;
5 ]

B[ZY = —Z-t.8Z. 771 si Z est linéaire;
=3 .
8[Tr(Z)] = Tr (3Z) si Z est un aflineur;
- 5
E‘[de—tl[é.’.ﬂ = Tr (Z-1.3Z)

(320)

| 820

(28.22)

":%(?.,3.23}
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Si Y est un opéraleur lindaire :

51 Y est p fois linéaire :

5 ]
SY(EZML) - .- (Z5)] = BYNZ) - - - (Z,)
+ Y(EZLHZ) .. (Z)

+Y(Z) ... (L)

5

Z, 231-
5
5 Zy I
7 5
: 3Z

e

8

5 5
HT®T] =[3T]® T 4+ T ®[31'] si T et T’ sont des tenseurs.

5 5 k-3
E[T(T] = [Ty + T{aT") i T et T* sont des tenseurs {nota-
tioms (25.79)).

L] 5 -
[A(T)] = A{BT) si A est une contraction (25.900.

5 5 5
Bla na’] = [3u] na' + wale’ sl o et o sonb des formes.

— Soit A un glissement de V ; introduisons les variables
X* = A(X)
Z* — DANXNZ)
5* = D{ANX).S

{notations de {28.1))



(28.24) |

{28.25)
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On vérifie immédiatement que 5% = OANX).5, d'ou
$4-12%) =5YZ) =¥,

et par conséquent

g
8Z* = D(S*)(T)(BT) = D(DLANXN(SENDSHENIL))
501t
LX) .5 &
& [DANXNZN = D{BANZIHZNEZ)
Torsion.

Théoréme, définition :

(a) 5Seit [K - 5] un champ différentiable de bases.
Il existe un champ [X - T7] tel que
5 5
o d[3X] — 3[dX] =[d, 5], X + T(dXN3X)
quels que soient les champs de vecteurs différentiables [X — dX],
[X - &X].
{b) L'opérateur T, bilinéaire et antisymétrique, sappelle forsion
du champ [X - 5]

(@) [T =0] « [P tout X; ou 8 est défini, il existe une carte F
B {pour la structure de classe C* de V) telle que

Xg = val (F),
[X e val (F)] = [DNF-1){X) = 5,
D{ENE-HX) = 5]
1) Seit F une carte de V; posens x = F-YX)}, 5, = D{F){z). Ona évi-
demment (28.10) ?[HK] = Bd[5,71.8X] = 5, diz, d'on

5 EN H
Y d[8X] — 5[dX) = [d, 8], X, =

ce qui prouve Pimplication {c) dans le sens <=,
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2) Soit M Ia matrice telle que § = 5,. M ; {258.10) donne
3[3){] =2[3K| + D{dX){EX)
avec I(dX) = 5.d[M-)_5,;
grace i 4, on a done O, avec
T{aAXEX) = D{dXHEX) — T{EXMdX) ;

il est clair que T est antisymétrique et bilinéaire.

3} Soit L un élément constant de [B=]*, c’est-fi-dire une ligne de n nombres
réels. 5i 4 et & commutent (21.33), on a d’aprés (23.10}

5 5
d[L.5-%, 3¥] — 8[L.S5-1.dX] = L.5-[d&X — 84X]
d'on, grice & §, et puisque [d, &, = 0 {voir (27.7)):
FIL.S-YdXWEXK) = L.S-H{TdX )X (4.

Sidone T = 0, la réciprogque {27.27) du théoréme de Poincaré montre gu®il
existe dans tout moreear de V une application différentiable [X — ], &
valeur réelles (0-forme), telle que

Viia] =15

b -
d'on, en posant iz = |9, —
u P |f * N

o fil
fois différentiable pulsque & est différentlable ; 5{ dtant régulier, A

== 5-1; l'application A[X -x] est deux

posséde une restriction B, définie dans un voisinage euvert de tout point
XMa du morceau, telle que B et INBWX) soient rédguliers (th. (18.16)) ;
F =B~ est deux fois différentiable {15.17), done carte de ¥V (pour la
structure de classe %) ; on a D{F){x) = 5 (18.18).

C.QLF.D.

— Le lecteur pourra appliquer la théorie des revélements 4 'étude
globale des champs de bases 4 torsion nulle, en adaptant (27.30),
{27.51), (27.32).

{*y On peut aussl derire
[ 8-1(dXHEX) = E-H{T{aX)EX)}
gl on difindt judicteussment la dérlvée extérienrs d'une forme 4 valeurs dans IR
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Connexions. soit, M étant arbitraire :

5 5 N
Théoréme : §Z = E’J(&Z){Z} — *{*(aﬂ.s-lj(z}
; g 5 @ et 1 étant lindaires.
Soit @ une racine d'ordre 1, telle que Uapplication (?) ~§-YZ)

soit différentiable (notation (28.2)). Si 1'on fait S =5' dans cette formule, Il vient

Il existe alors en tout point X un opérateur linéaire ¥, tel que ?;z - 9(53'3)(3}
(28.27) 3 —37 = = "F(S".3[S'"-1.5].5-1(Z) d'odt
5 5° 5
: T BT = az—'r(sr-;.s—l]{zy;
quels que soient la dérivalion §, et les champs différentiables
[X ~Z] (®-champ), [X ~ 5] et [X - 5] {(champs de bases nalu-

5
en ealeulant &5 par la formule (28,100, on trouve (2827
relles).

C.Q.F.D.

e

; : : s : : 5 s
S T {Z} T = SYZ); & Vopérateur Fyl® -] est un homo- {28 28) — L'hypothése de différentiabilité de Popéraleur (E) -+ 5-YZ)

morphisme de racines, 4 valeurs dans une raclne Lriviale ; en appliquant

: “?“ implique que 'on a donné une structure de variélé différentiable
(28.9), (28.16), (28.20) il vient done 2

3 :_ ‘;f i lensemble des bases nafurelles: cette strocture est triviale si
& toutes les bases sont naturelles, on encore si ensemble des bases
nalurelles est ouverl dans 'ensemble des bases.

5 & ’;',5
8 = $Fy (D) = §[F(8)] = D{Fg)((80) = D{Fy)(0) | &

;‘E.
82 e

i

quel que soit le champ [X - 5] 5 ;;'_1:28.29) — 5i @ est une racine 4 libres vectorielles, & 1 est bilinéaire.

Exemple : on lrouve grilee & (28.10) :

En portant cette valeur de 87 dans la. définition g.?: = IHSHEH ) on voil 4
qu'il existe en tout point X, deux opérateurs linéaires A et B tels que = ¥ B z i
£ —_— = r.. .'—.S.S—‘.Z
) . ‘e & :m 30) 54 — 84 = 5. 8[8 ]
& 3Z = A(EZ) (Z) + I-!(‘i;i‘:») (;) : = si [X - Z] est un champ de vecleurs.
: &
540G o g j Définition, corollaire :
an p_eut évidemmenl poser H(BS) (?) = — C(BS.S -1) (Z)' G étant aussi | _'f-
PR EklEs; - § {a) Mous dirons que deux champs de bases [X - 5], [X - 5] ont
S . S .5 T S M = SR(M), R étant : %r méme connexion en un point X, si, en ce point
la représentation (24.1) ; & il en résulte fque 3 L= &Z 3 O peut done s'éerire E j‘% Ez = gz
] f 5 iE | i i i M-
- A(??Z) (S:L{) o (‘.( 3. S-i) (S.M) g % (28.31) pour tout champ différentiable de vecteurs X - 7 et toute deéri
Z Z i‘ 3% vation &.
o | 8!
i :'~.




(28.31)

(28.32)

(28.33)

(28.34)
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(b & 11 est pour cela nécessaire et suffisant que
o
nX
{¢) & Sila racine ® vérifie les conditions (28.27), et si X ~Z esl

[5-L5] =0 pour X =X,

5
un ®-champ différentiable, 2 ne dépend du champ X —~ 5 que
par sa connexion I' au point X ; nous poserons

- ]
oL oL
X aX

Une connexion au point X est done une classe de champs de bases
définis au wvoisinage de X,

4 =82

r
— Les formules (28.9) 4 (28.23) restent wvalables en écrivant §

5
au lien de & ; de méme (28.25) nous permet d'écrire la définition :

Soit I' une connexion au point X,

On appellera forsion de I' I'opérateur T (bilinéaire et antisymeé-
trique) tel que

1;ni'[éil‘hi] —g{n‘X] =[d, 8]o¥ + T{dX)(FX).
— Une connexion sera dite syméfrique si sa torsion est nulle.
Théoréme :
Soient I'" et I' deux connexions au point X,

— 1l existe un opérateur bilinéaive, noté I'" — T, appelé diffé-
rence des deux connexions, tel que

o Eisx] _d[8X] = [[" — TJdX)EX)

— Si[X —~Z] est un d-'—champ {(hypothéses et notations de (28.27)),
on &

S 47 — dZ = P(I" — TIdXINZ)

© R el

(28.36)

(28.37)

(28.38)

1 (28.39)

|
|

(28.35) |

|
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Solent en effet [X —~5] et [X - 8] deux champs de bases ayant TV et T'
comme connexions respectives an point X ; la formule (2830} donne &,
en posant

[ —D{dX) = & .d[§'-1.8].51;

il suffit de porter dans (28.27) pour trouver o,
C.OTD.

On déduit immeédiatement de (28.33) ef (258.34) la formule :

S5i T et T sont les torsions des connexions I et I au point X,
on a

[T — PHdX)(EX) —[1¥ — DIEXNdX) = [T" — T){dX)(FX)
qui prouve notamment gque

La différence de deux connexions symétriques est un opérateur
symétrique.

Théoréme :

Soil FF une carte; posons X = Fiz); § = D{F)x): 0,X = 5,

Si I' est une connexion syméfrigue, toule forme e« vérifie

iy
Ve = Ext (18Tham {convention d’'Einstein sur ).

— En effet, si deux dérivations o et § commutent, et si T" est symétrigue,

r r
on a, d'aprés (28.33), d&X = 34X ; en appliqnant la définition (27.6) de
Ia dérivation extérieure, compte tenn de cetfe régle et de (28.19), il vient :

r

TFaEX)(EX) ... (8,X) = [Ba](3,X) ... (3,X)
r
— BlEX)EX) ... (3,X)




(28.40)

(28.41)

2

(28.42)

(28.43)
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On voit d'autre part que, pour toute dérivation 4

T T

L Bea fea r
-— = — (5,95 dX) =75

da = — (#X) = (8,557 dX) = f5-1.dX dyu

T T r
en exprimant de la sorte fuw, &, ... fo dans (28.39), on volt que le

r
second membre st égal & Ext (5-0{(2,a)(3X0E 20 ... (8,X) (ol (26.24)).
C.Q.F.D.

— La formule (28.38) a été établie pour les p-formes; mais on
voit, par linéarité, qu'elle est vraie pour les formes non homogénes,

r
— Le symbole d; est souvent noté 7, (en sous-entendant la conne-
xion I' dont il s’agit) ; nous n'wliliserons pas celle notation.

Lemme :

Soit X une variable qui parcourt Bn; 5, = 1g,; alors
5
87 = §Z.

Il suffit de remplacer F par une translation de R* dans (26.2) pooar volr
que S47) = Z, et dappliquer (28.3).
C.Q.F.D.

Reégle :

Soit I’ une connexion en un poind X de 1=

MNous conviendrons d'identifier ' avee Topérateur I'— 179, I
étant la conmexion du champ [X -5, = 1g].

Cette identification est évidemment compatible avec la définition
de I'égalité de deux connexions, et avec I'emploi de la notation
" — I pour désigner la différence de denx connexions (de méme
quon peut identifier tout point M de Despace classique avee le

——

vectour OM = M —0, (0 étant un point choisi comme origine).

g T

{28.48)

7
#
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Elle enfraine immédiatement (cf. (28.35)) la formule :

T(5X) = S3[S-1] = — [35].§

si T' est la connexion du champ [X - 5] en un point X de RB»,
Théoréme :

Il existe une racine canonique d'ordre 2, dont chague fibre 0y est
I'ensemble des connexions en X, qui est définie par la formule

& QUANXK) (connexion de [X ~ 5] au point X}
= connexion de [A(X} - D{A)X).5] au point A(X).

En effet, la formule (28.24), appliquée au cas @ = D), montre que le seeond
membre de & ne dépend du champ [X - 8] que par sa connexion en X,
done que la définition ¢ de 0 est cohérente ; la vérification des axlomes
{12.1) des racines est Immédiate ; en appliquant (28.44), on trouve la formule

QAN THDAYXHINDANKIE)) = DIANRNTYHE))
— DHANRNYNWZ)

{A : changeur de carfe; X edef (A); Y, Z e R, qui mentre que
O(ANXNT) = T st D{ANX) = 1y, DHANX) = 0,

en particulier done si A est une translation ou i A = My (définition (19.28)) ;

03 est done une racine canonlgque (19.22) d'ordre 2 {19.27). C.Q.F.D

— La fibrestype de la racine des connexions est un espace vecto-
riel d'opérateurs linéaires ; mais cefte strucfure veclorielle w'est pas
inparianie ; la formule (28.46) montre en effet que S{AJRHD)
n'est pas nul dés que DHANEND) == 0. On voit par conlre gue la
slructure affine de cette fibre est invariante ; ee qui résulte aussi
de la formule

QUANXNTT) — QAYNX)IL) = Tm (AYXN(I" —T)

Im étant la racine des lensewrs (1) de variance [;],

{1y Om rappelle que la tnnve_nl_hl; {25.7'9.‘} {dentifle I'opératour I — I' avec le IEII:!ELH‘-&
tel que O(CHYI(E) = Ci[” — CI(Y)E)-




(28.49)

(28.50) ‘

(28.51)

(28.52)
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on dit parfois que « la différence de deux connexions a la variance
d'un tenseur o,

Théoréme 2

[torsion de I' en X =T] =

[torsion de QUAWXNT) en A(X) = Im(A)XNT)]
Ces deux derniers théorémes se déduisent de la formule

CRANXHIT] r

8 [DANXNZ)] == D{D(AYXINZNBZ)
elle-méme transcription de (28.24).
— (28.4%) posséde le corollaire évident :

La racine des connexions posséde la sous-racine des connexions
spmélrigues.

Définition, théoréme :

— UOn appellera connexion d'one carfe 17 an point X = Fiz) la
connexion du champ de bases [X ~ ID(F)x)] ; ¢'est une connexion
symétrique.

— Une connexion en un point X sera dite nafurelle si elle coin-
cide avee la connexion d'une carte en ce point.

Les connexions naturelles forment une sows-racine irréduc-
fible de la racine des connexions symélriques.

La symétrie d'une connexion naturelle résulte de (25,25 ¢) ; on constate que
les connexions naturelles constituent la sous-racine engendrée par la
connexion Iy (28.43), qui est done irréductible (th. (16.7)).

C.OFD.

(28.53)

(28.54)
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Théoréme 2

Soit I' une connexion au point X,
(a) Tl existe une connexion symétrique I', et une seule, telle que
I' — 1" soit antisymétrique. I s"appelle connexion symétrisée de T".

T
(B} I'— 1™ est égal & 7 T étant la torsion de I,

(¢} Soient {}la racine des connexions ; £, la racine des connexions
symétriques (28.51) ; © la racine des opérateurs bilinéaires anti-
symétriques sur Dy, & valeurs dans Dy,

. W b . v ;
Alors Uopératenr Fy '~ [T] est un fsomerphisme de la racine 0

4 la racine produit direct de'ﬂ;m par 8.

Symboles de Christoffel.

Soit Foune carte ; X = Iz} un point de val (F) ; 8 la base nalurelle
D{F)x); I' une connexion au point X,

I est repérée dans la carte par I'image réciproque v — L(F-1)(X)() :
v esl une conmexion au point x, done un opérateur bilindaire
sur ", 4 valeurs dans Rim,

On appelle symboles de Chrisfoffel de la connexion T' les nombres

<& I‘L = jh"”a}(l i,

Des résultats précédents, on déduit les régles suivantes :

— Si I' est la connexion du champ [X ~S'] au point X, on a
o T =35-1.8".0,{5"1.5,] = — 0,[{§-1.58].81.§,

5 désignanl la base définie en (28.54).




(28.56)

(28.58)

(28.59)
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& 1 en résulte que des nombres T sont foujours les symboles de
Christoffel d'une connexion.

On a
;E = [[' — Tx{dX}.5 = S.vy{dx)
si 'y est la connexion de la carte F au point X ;
les I, sont donc les composantes du tenseur I' — I'y dans la

base 3.

¢ Soit T la torsion d'une comnexion I'. Les composantes de T dans

la base 5 sont
T{: = I} — P{\

pour gue I' soit symétrique, il est donc nécessaire el suffisant
que Tf, = Tj.

Si I et I sont denx connexions an peint X, les composantes duo
tenseur [ — T dans la base 5 sont

e

On peut uliliser les symbaoles de Christoffel pour caleuler Tes déri-
vies covariantes des champs tensoriels :

r
Nature de 7 Composantes de 8,7 dans la base 5 (28.54)
- = :
Veeteur . ....... [8,Z]* = 2,[Z%] + T%Z¥
R RS e SN . -
Covecteur ... ... [0,2]y = (2] — IhZ,
e - SRR e
Tenseur . ....... foZle k. =y [Zhl]
-+ 11;k-3$.'.'.'i + .-+ Iﬂjaz:-l.
— DRyt — o — 5200

i

(28.62)
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Si la densité Z est représentée dans la carte F par le nomhbre z,
s
la densité 22 est représentée par le nombre

bfr s r?“.

Champs de Connexions.

Seit V une variété différentiable C* (resp. C», p = 2).

La formule {28.46) montre que, pour tout changeur de carte A,
I'opérateur [()I() -~ ﬂ{ﬁ}(){}{[‘}] est confinu (resp. [p-2] fois diffé-
rentiable) ; la racine des connexions {) est done continue {resp.
[p-2] fois différentiable) (20,30, 37).

MNous savons done définir la famille des champs contlinus (resp.
[p-2] fois différentiable) de copnexions; c’est une famille inva-
riante {20,351,

Lexistence de champs globaux dans cette famille résulte d'un
théoréme que nous démontrerons ullérieurement (30.15),

— La dérivée de Lie d'une connexion I' pour un glissement infini-
Lésimal § est un fensewr &, dont on pent caleuler les composanles
dans une carte en appliquant directement la définition (23.6) 4
la formule {28.46) ; il vient :

8.0 = 3114
w2, [30] T, + 2,[32]% + ,[82'] L,
+ 2,0,[821].

Geodésiques,

Soit [X - I'] un champ eontinu de connexions, défing sur un ouvert
E d'une variété V; soit [s — X] une application deux fois diffé-
rentiable d'un ouvert de R dans V, définissant une eourbe fracde
sur V.



(28.64)

(28.65)

(28.66)

(28.67)
(28.68)
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; dX
Appelons pvifesse le vecteur U = e accélération  géoddsique le
&

I

duJ
vecleur d_l ; en utilisant une carte (notations (28.54)) on trouve
s

immédiatement
r
dx dU dix dz\ [dx
v=sg & =s[Ee(a)a)

ou, si I'on préfére

R

a‘u]’ I

ds|  ds? “ds ds

— On appellera géodésique du champ de connexion [X - I'] toute
application [s - X] dont I'accélération géodésique est nulle,

D'aprés (28.64), les géodesiques sont définies par le systéme

:S(m] ( {”J(”?]

v dépendant de x; e'est une équation différentielle du type stan-
dard (22.2) sur l'espace fibré différentiable V™ des vecteurs tan-
gents 4 V.

— Les géodésiques du champ [X —~ [] sont les mémes que celles
du champ [X - ], I étant la connexion symélrisée de T' (28.53);
ceci résulte de (28.65) et de la formule

s 8 El[r;,-pr,,,]

— Pour qu'une application [¢ — X] devienne géodésique par chan-
gement de parﬂmétre [s ). il faut et il suffit qu'il existe pour

dx dx
toul o un nombre » tel que du[du’] = }'E

une solution de 'équation dilférenticlle & variables séparées — = A,
E

i le paramilre s est

L}

e
o
Hgr

E

-3

§ 28 DERIVATION COVARIANTE 261

Courbure,

Théoréme:

Soit [X - I'l un champ différentiable de connexions, défini sur
un auvert E d'une variéte C2,

() 11 existe en tout point X de E un opérateur tri-linéaire R,
appelé courbure du champ de connerions au poind X, défini par

rr rr r
@ d[3U] — 3[dU] = [d, 8].U + R{dX)(3X)(U)

quels que soient les champs de vecteurs différentiables [X — dX],
[¥ -+ 8X], [X - U]

(b)
[ ] [puur tout X, de E, il existe un champ de base f,
R =

différentiable, tel que X, edef(f), et que
[X edef ()] =[I' = connexion de f au point X]

1) Utillsons une carte f‘ (notations {28.54)); en posant U = 5.1, on
trouve gFﬁce ) (28 ) 3U = S[8u + y(8xi(u)] ;
formule dSLT MU, et en remarquant (21.29 &) que

caleulant par cette

[d, LU = S[déu — Bdu + (diz — Bdx)(u)]

on trouve la formule (), avec

R(@X)(3X)(U)
= S.[dv(30) — By(da) + Y(dz).¢(3z) — v(3x).7(dx)].S1.U

2) 51 X =5 est un champ deux fols différentiable de bases. la formule

55
af BT = 5. 48]5" 1 U1] donne immédiatement Uimplication (#), dans le sens

== ; dans le eas ol 3' et sa connexion sont différentiables, & 537 est deux lols
différentiable.



(28.71)
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3 Soit F une carte telle que F{0)} = X, ; prenons les notations (2B.54), ot
définissons dans 'espace vectoriel des couples {[A-II) (reR®; M = malrice
carrée d'ordre r les dérlvations d; en posant

% {:IJ = {{:'IJ} = {— Tgfr;}.m}

On trouve immeédiatement

s () — sty () = ([— (1) + dev(l) + T?lt}.ﬂl,h Al v M) 5

si B s 0y (28.70) montre que les d, commutent deux i deux ; le théoréme
(22.31) montre qu'il existe alors un wvoisinage K de origine dans R tel
que [£ e K] = [¢&% commute avee ¢£'9] ; si 'on pose

) acf O T
= g, gl gfin —
a®) = n.ewn . w0 ) = (¥),
on a done
o dyE) 2 ls
—~g = {0 = _ mr_}_m}
par suite £ =z, oM = — y([,).M; 3" = 5. M est une base (pour T assez
r r
volsin de 0) qui wérifie 2,8' = [0,5.M + 5.5,M] = 0, d'oi, pour toul vec-
i &

teur U = 8", 0,0 =500 =5.9,[5-L. U] = o,l], ee qui monfre que
le champ f:[X —+ 5T vérifie (F).
C.OLFID.

— Soit I une connexion 4 courbure nulle délinie sur un onvert E.

Nous venons de montrer qu'on peut trouver des champs différen-

&, r
tiables de bases f,, fels |J def {f,) = E, [X edef (f)] =82 = §7]
a

(en posant 5, = f,(X)).

S5i X edef {f,) Mdef (f), il existe une matrice constante M telle
que 5, = 5, M dans un voisinage de X (th. (28.31)) ; les ensembles
[* M, p]. définis par

[X &% M, p]] = [f(X) = [(X).M]
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sont done des ouverls; & ils vérilient les égalités (10,16 ©7) ; ils
définissent done un repélement de E, ayant un groupe principal
isomorphe au groupe linéaire d’ordre n (th, (10.17)).

5i E posséde un revélement universel {donc si E est connexe),
le revétement ainsi construit se décompose en composantes
connexes, ayant pour groupe principal une représenlation [inéaire
d'ordre 0 du groupe de Poincaré de E, appelé groupe d holonomie
de la connexion (th. {10.28)); si ce groupe est trivial, en parti-
culier si E est simplemeni connere, il existe un champ global
[¥ - 5] admettant T’ comme connexion en tout point.

— Dans le cas ol la connexion I' a simultanément une courbore
et une forsion nulles sur E, les théorémes (28.69) et {25.25) montrent
qu'il existe des cartes F, (pour la strocture de classe C2 de E}, ayant
I' comme connexion (28.52), et dont les ensembles de valeurs
recouvrent E; & les changeurs de cartes F,7'.F, appartiennent
Iocalement ao groupe affine de R» (19.4). E posséde done une
structure de pariéfé affine (19.12).

— Si[X ~ C] est un champ deux fois différentiable de covecteurs,
on a:

d[3C] — 3{dC] — [d, 8]:C — C. R(X)(EX)

des formules analogues peuvent s'établir pour les champs de ten-
SLUTS.

— L'opérateur R esl associé par algorithme (25.79) 4 un tenseur
de variance [;], appelé fenseur de Riemann-Chrisloffel, ou fen-

seur de courbure.

En prenant une carte ({notations de {28.54)), on oblient les compo-
santes de ce tenseur dans la base 3, soit

Rl w = 1870 R(S:)(S)(S.)




(28.76)

(28.77)

(28.78) }

(28.79) I

(28.80) |

(28.81) |
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au moyen de la formule (28.70), il vient (% :

R}, = 8T — 8T, + IL. T}, — rm.j

—- Il est clair que
[R(X)(3X) + REXNdX)(U) =0
ce qui s'éerit sussi
Rim+Rl.=0

— Soient d,, dy, d, trois dérivations qui commutent deux i deux
(par exemple d,, By, a,).

Considérons la quantité
DR r rrr r L. I I

r | il
O dlddU — dydU] + dlddU — ddyU] + dyddyU — dd,U]
rr rr r rr I rr rcr r
& =[dd, — dA]EU] + [ddy — dANLU] + (o, — dd (U]

en développant les deux expressions ¢ et & au moyen de la for-
mule (28.69 ), on trouve une identits, dite identité de Bianchi,
qui s'éerit

r T I
[ R XNy X) + [dBI(d, XN, X) + [dyR](d,X)(d,X) =0
si la connexion est syméfrique ;
elle peul aussi s'éerire
r I T
[2B], + 2RI, + 2R, =0
— Par une méthode analogue, on trouve I'identité
B&, + Hf,_j +RE, =0

valable si la connexion est symétrique.

(Y L'usage de mettre una.{rirgnle apris les -ﬂel]x_pr&mi:[s j;mtlca_a-egt Y
de 1a formule (25.78). T cher

iRt

S it ﬁﬁ‘ 2 :

o

=
=
e

¥
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— Le tenseur de Biemann-Christoffel permet de construire d'autres
tenseurs par confraction ; on obtient ainsi la 2-forme w«, de compo-

santes )
Wiy == H{r.; = aipf; = E":Fij

qui vérifie visiblement
Wi == )

et, localement, grice a (28.60) :

il existe une densité positive
=] = telleque&=0
ax
Le fenseur de Hicei, dont les composantes sont par définition
R,, =R}, =T}, —aT}, + [} T}, — [i0y,
En multipliant par 4|, le premier membre de (28.81), on en tire:
Byi—HB, 4w, =0 sila connexion est symétrique ;

on voit done que le tenseur de Ricei est symétrique si la connexion
est symétrique et 2'il existe une densité positive de dérivée cova-
riante nulle,

§29 Espaces euclidiens (paragraphe de résultats)')
Définition :

On appellera espace euclidien un espace vecloriel réel E de dimen-
sion finie, sur lequel on aura défini un tenseur covariant d’ordre 2,
noté gg, tel que

ge est régulier: [ge(U) = 0] = [U =0

gy est symétrique: g(UNV) = g(VI{U).
Le nombre gg(U)V) s'appellera produif scalaire des veeteurs [T et V.

(1} Le lecteur trouvers les démonstrations dans Sowriav, « Caleal Linéaire », tome 11
{Preszes Univ. de France).



(29.2)

{29.3)
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— Boit n la dimension de E; g, est une application réguliere de
E dans le dual E* ; comme la dimension de E* est aunssi égale 4 mn,
wval {g) = E*; gx™' est une application régulitre de E* sur E.

Théordme :

Seit A un opérateur linéaire, appliquant un espace euclidien I
dans un espace euelidien E'.

— Mous appellerons fransposé de A ('), et nous noterons A, 1'opé-
rateur lindaire appliquant E' dans E, défini par

(a) Fe(AUNV) = go(UNA(V))
pour tout U e E, tout Ve E’.

— La transposition vérifie les régles suivantes :

(b A+rB=A+B
{c) sA =3sA pour s réel
(d) AB=B.A

(e) Iz== 14

(f) A=A

(g) rang (A) = rang (A)

(h) 51 E et E ont méme dimension :
[A régulier] -= [A régulier] = [A=% = [A]7]

— Nous conviendrons de donner & B une structure euclidienne,
en posant
gu=1s

ce qui peut s'écrire (ef. (17.7)):

g =2y si xyeR

(") Cet opdrateur colncide avec opérateor A* (25.80) si 'on fait identifleation (20.11)

V

S
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Liidentification des vecteurs d'un espace euclidien E avec des
applications linéaires de R dans E (17.6) nous donne alors les
formules

V—guV) si VeE
C=ggHC) sl CcE*

soit, en particulier,

r=ax 5 x est réel

{29.6) nous donne une nouvelle notation pour le produit scalaire
de deux wecteurs, soit

g(UNV) = 0.V

— la symétrie du produit scalaire, écrit sous cette forme, résulle
des regles de la transposition :

U.v=0.V (20.7
=V.U (2934
=V.U (29.3f).

Changement de variance des tenseurs.
— Seit T un tenseur covarianl d’ordre p sur Pespace enclidien E.

On peut évidemment associer 4 T les tenseurs T AT asiide

variances respectives [p l 1], [P i 2]. ..., définis par

T(CHUY) ... (Upg) =TECHL) .- Uy
THCHCHUY - .. (Upg) = TEHCHUY - .- (Uy)
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On passe inversement de T, T", ... 4 T par les formules

T(U,) ... (U,) =
THTNHU, ... =
(29.10) :IUI}{ _aJ (Uy)
TUNUHUY) ... (U,) =
(29.11) — Il est d'usage d'identifier les divers tenseurs T, T, T, ...,
ou, comme on dit, d'utiliser la strueture euclidienne pour « changer
In variance des lenseurs o,
— Ceci s'applique en particulier au tenseur g lni-méme (nous
omettrons ici d’écrire gg); en utilisant une hase S, on trouve
i = g = G55 = 8.5,
(29.12) g =
gi* = g4 =351, g-1(k5-1) — j§-1 &1
on voit notamment que le fenseur contravariant de composantes
@ coincide avec le tenseur g1 (notations (25.78)).
— Les formules (29.9), (29.10), s'écrivent 4 ['aide @"une base :
(29.13) Th..u= ?'fJT‘11J“k:.. mi T = T ] LR G
Tonoom = 57Tl ow = T T = . ..
On a done en particulier
(29.14) | P =2;
(29.15)  si C est un covecteur, les nombres C; et Cf (= g/*C}) s’appellent

respectivement composandes covariantes et composantes confri-
varianies du covecteur C (ou du vecteur G).

i K

Bl et L

PR e A A e

e e

i Rl

s et

o

(29.16)

{20.17)

&
(29.18)
o
&=

B
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Transposition des matrices.

Régle :

Sl B ' B 5 By

Mous donnerons 4 E une siructure euclidienne en posant
([ X

Théoréme 2

w* B, un produil direel d’espaces euclidiens.

)([ I) = g (XYY + ... + ge (XY

(X, Y cE)

Grice 4 la convention {20.16), on a
=134 =1:;

les transposées d'une colonne, d'une ligne, d'une matrice sont

données par les régles:

A S
X L '
=[fAZ AR A A, A= Ay :
by I“.
11\1—‘41,] r‘a . TR
I.HP"]. "Jﬂkn IA“ HA"

— Ces régles s'appliquent en particulier & espace euclidien B
((20.5), (28.16)) et aux matrices de nombres; compte tenu de
(29.7), on voit que la transposition d'une matrice réelle coineide
avee P'opération appelée parfois symélrie, on échange des lignes
ef des eolonnes.



(29.19)

{29.20)

(20.21)
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Définition :
Soit S5 une base d'un espace euclidien.

On appelle matrice de Gram de 5 la matrice 5.5,

S5i on pose G=3§.5, on a:

G=G=58.5; G =G = 5151,

B G5Bl BT 5.6

S =5§-1.G; §' = G1.§;

g5 = Gy i ¢ =[G,
Orthogonalité.

Soit E un espace euclidien de dimension n.

(@) Deux vecteurs U et V de E sont dit orfhogonaux si leur produit
scalaire T.V est nul

(b} On appelle orthogonal d’une partie E, de E I'ensemble orth (E,)
des vecteurs orthogonaux 4 tous les ééments de E;; ¢'est un
sous-espace vectoriel de E ; orth (orth (E)) est l'espace vectoriel
engendré par E,.

{c) 81 E, est un sous-espace vectoriel de dimension p, orth (E;)
est un sous-espace vectoriel de dimension n— p, orth (orth E)) = E,.

{d) Sil'opérateur linéaire A applique un espace euclidien dans un
espace eunclidien, on a

noyau (&) = orth {val (A)).
Soit 5 une base d'un sous-espace vectoriel E; d'un espace eucli-
dien E. Les conditions (a), (b), (c) sont équivalentes :
{a) E, est euclidien {pour le produit scalaire induit de celui de E) ;
() orth (E,) N E; = {0}
ic) 5.5 est régulier.

(20.22)
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— Dans ce cas, il existe un projecteur P sur E, paralltlement a
orth (E,) ; il est donné par la formule P = 5.[5.5]7.5 ; on l'appelle
projecienr orthogonal sur E,.

— Pour qu'un affineur de E, P, soit un projecteur orthogonal,
il faut et il suffit qu’il vérifie P = P.P.

Formes d’un espace euclidien.

Théoréme :

Soit E un espace euclidien ; 0 I'espace vectoriel des formes (non
homogénes) sur E.

1) @ posséde une sfructure euclidienne, caractérisée par

gole)lie) = ww’ si @ et o sont des O-formes (scalaires)
Tnt (V) = Ext (V) pour tout V & E.

2) Pour cette structure:

— deux formes homogénes de degré différents sont erthogonales ;
— sl @ et «' sont des p-formes, on a

1 :
Golwie’) = I? g ey,
+ 1 T | _— 29,13
= Emj”_‘m [notations (29.13)],

les composantes étant prises dans une base arbitraire.

— T.es formes étant des opérateurs, on ne peut pas [aire l'identi-
fication (17.6), ni emplover la notation w.w’ pour désigner le
produit scalaire ggla){a’).

En appliquant (29.22 &), on voit en parliculier que:




1

b

(29.24)

(29.25)
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5i @ est une forme de degré maximum n,

T
gladw) = 5o (5S)

Corollaire :

Soil I un espace euclidien de dimension n.

(@) Si 5 est une base de E, le signe de det (S.S) est indépendant
du choix de S ; on I'appellera multiplicatenr de E.

(8} On appellera jouge euclidienne une n-forme w vérifiant
|gale)w@)] = 1
E posséde deux jauges euclidiennes opposées ; le choix de 1'une

d’elles, que I'on notera voly, s’appellera orienfalion de I'espace ;
on aura alors

galvolghvolg) = & , e(= 4+ 1) étant le multiplicateur de E.
{c) Nous orienterons 1'espace euclidien B* en posant
volg[(]2) - .. (|2} = +1

(d) Un opérateur linéaire A, appliquant un espace euclidien orienté
E dans un espace euclidien orienté E' de méme dimension n,
posséde un déterminant det (A), défini par

voly' (AXy) ... (AX,) = det(A) vol (X)) .. (X)[X, ... X, €E]

le déterminant d'un produit est égal au produit des déterminants
des facteurs.

{#) Si 5 est une base de E, on a
det (S) = edet(S) , |det(S)| =y/[det (5.9
= étant le multiplicateur de K,

(f) Tout espace euclidien posséde une densilé positive p, dite den-
sifé euclidienne, définie par :

e(S) = '-,a'fldq{ﬁT}j pour toute base S,
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Théoréme :

Soil E un espace euclidien orienié de dimension n.

On appellera forme adjoinfe d'une forme = la forme 3% («) délinie
par

o Jalvolg(x Aw) = gol #(x)}(w) pour toute forme c.
— L'opération 3% est linéaire et régulitre (voir 7).
— Quel que soit le vecteur V,

a =z A V) = H(a)(V) -
¥(x(V)) =[— 1" %] AV (Y

— 3i = est une p-forme, #(«) est une [n — p]-forme; on a
7 [#%(x)] =[—1]o"*es, = étant le multiplicateur de E

& [%@lh.m = o V0w

— Ln particulier

% (1) = vol
% (V) = vol (V)

Fvol) = ¢
% (vol (V)) = [— 1]V

Indiquons enfin la formule

Jal %#(2))(#(B)) = egul=)(B) . soit X.% =<l

Groupe orthogonal.

Théoréme :
Soit A un aflineur d'un espace enclidien E. Alors:
Tr(A) = Tr (A); det {A) = det (A); spectre (&) = spectre (A) ;

Adj (A) = Adj (A); exp (A) = exp (A): Log (A) = Log (A)-

{*} Dans ces deux formules, ﬂ[ﬁ est mis powr Tnt (Vi) : il faut lire (V) =05 6
est une O-forme.




(20.30)

(29.31)

(29.32)

274 GEOMETRIE ET RELATIVITE
D¥éfinition :
On dit qu'un affinenr A d'un espace euclidien E est :

symétrique si A = A ;
antisymélrigue si A = — A ;
orthogonal si A = A~' ou, ce qui est équivalent, si A.A = 1p

Théoréme :

1) L'ensemble O(E) des affineurs orthogonaux de E est un groupe,
appelé groupe orthogonal de E.

2) S5i A eE), det(A) =+ 1; on dira que A est une rofation
si det (A) = 4 1, un refournement si det (A) = — 1; 'ensemble
SO{E) des rotations est un sous-groupe distingué de O(E), appelé
groupe spéeial orthogonal de E.

3) Soient 5 et 5" deux bases de sous-espaces de E, telles que
5.5 = 58.5"; il existe alors un élément A du groupe orthogonal
tel que 8" = A5,

Théoréme :

Diésignons par L{E) I'espace vectoriel des affineurs antisymétriques
de E.

1) Le groupe orthogonal O{E) posséde une structurs canoniguc
nin —1)

de variété de classe C= (1), de dimension 3

. plongée dans
I'espace vectoriel des aflineurs de E.
2} 85i A € O{E), on-a

[#A tangent 4 O(E)] <= [A1.5A e L(E)] = [§A.A! e L{IE)]

(1} EL méme analytigque.
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H-exp(H)  H-[1 4 H[l— 1}
sont des applications C~ d'ouverts de L(E) dans SO(E).
4) Les restrictions & O(E) des opérateurs

A ~Log (A) A-~[A 4 1[A—1]

sont des applications C= d'ouverts de O(E) dans L(E), inverses-
a-droite des précédentes,

3) L'opérateur
[g] ~A.B1 (A, BeOE)
est une application C= de O(E)? sur O{E).

Indice d’inertie.
Définition :

Soit E; un sous-espace d'un espace euclidien E.
E, sera dit isolrope si [U g E] = [¢(UNU) = 0] ;

semi-posifif (vesp. semi-négatif) si (U e E,] = [fgm}%ﬁﬂﬂ} .
positif (resp. négatif) si [UeE, U # 0] = [f}e[:fful}uﬂ
Définition, théoréme :

On appelle indice d'inerlie d'un espace euclidien E la dimension
maximum d'un sous-espace positif,

Soit X un espace euclidien de dimension n, d'indice d'inertie p.
1) La dimension maximum d’un sous-espace semi-positifestp

— — négatif est n — p
semi-négatil estn —p
- - isotrope est inf(p, n—p).
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— 8in= 41 (resp. — 1), & A transforme les vecteurs de temps
en vecteurs de temps de la méme classe (resp. de Naulre classe) ;
on dit que A cst orthochrone (resp. antichrone),

(20.41) ¢ 5) Si U et V sont des vecteurs d'avenir, s un nombre positif,
sU0, U 4 WV sont des vecleurs d'avenir; 1'ensemble des vectenrs
d’avenir est un ouverf conveze.

& Le groupe orthogonal de E est la réunion de 4 ouverts connexes
disjoints (rotalions orthochrones, rotations anlichrones, retour-

Isufr-npes nements orthochrones, retournements antichrones).

N ST
£

E posséde les sous-groupes distingués suivants:

— Le groupe SO(E);
— Le groupe orfhechrone ;

Espace Espace
— Le groupe pair (rotalions orthochrones et retournements anti-
chrones) ; .

— Le groupe connere on restreint (rotations orthochrones) (4.

Isotropes B 4
E § 30 Variétés riemanniennes
' . Wl
— Soit E un espace hyperbolique normal de dimension n; S x—‘ &5 Définition :
une base de E, telle que (29.34, 2) : % i
1! 0 . ; Soit V une variété différentiable ; X une variable qui parcourt V.
5.5 = l """"""""""" l gj MNous dirons que V est une variété riemannienne (d'indice d'inertie k)
0§ —lge.. ’EI _.52.{30.1} si nmous avons défing, sur chague espace vectoriel tangent, une
Alors O tout affineur orthogonal A de E se met sous la forme _’%_! i structure d'espace euclidien (d'indice d'inertie k), et si le champ
SMS-L, avec : *i : de tenseurs [X - go,] est continu.
M = exp (q;. {[; UD [T.'l 0 i :'_%{31}.2} Par exemple, tout espace euclidien E est une variété riemannienne,
(29.42) 0}/°{0 B ¥§ @ puisque Dy = E; go, est constant.
peR; UeRl; TU=1; y=2%1; BeORY); E . T
& 3 (30.3) — On dira que V est une pariélé riemannienre posifive 51 les espaces

vectoriels tangents 4 V sont positifs; on définit de méme les
variéfés hyperboligues, hyperboligues normales.

on a

det (A) = det (M) = = det (B) ;

(20.43) - {q, [3 E]) —[ce . P:_t:i{chq,_ 0.7

"} Dans e cas n == 4 (transformations de Lorentz), les groupes 0E), 501(E), ortho-
chrone et connexe sont désignés habltuelloment par les notations respectives L, Lo,

L




(30.4)

(30.5) |

(30.6)

(30.7)

(30.8)
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— Sur toute wvariété riemannienne, se trouve défini le champ
X - p, p étant la densifé riemannienne (¢'est-d-dire la densité eucli-
dienne de l'espace tangent, définie en (29.25f)); si 'on prend
une carte F (X = F(x)), I'image de ce champ de densité par F-1
est {voir (24.38)):

2 ~ViE G
5 étant la base D(F)(x} (*); ce champ est donc confimu.
Théaréme :
Soit [X —f] un champ continu o orientations défini sur une variéleé

riemannienne YV (V est done supposée orienfable (24.32)).

On peut définir sur chaque espace vectoriel tangent une jauge
euclidienne (29.25), caractérisée par la condition

<& f(8) = signe (det (5)) pour toute base S de Dy.

le champ [X - volp,] eorrespondant est econfing.

Choisissons une base § an point X ; la condition ¢ et (29.25 ¢) donnent

det (5) = f(5) v/ |det (5.5)]
d'oll (20.25 )

volo, (Up) ... (U,) = f(SW|det (5.8)] vel (S-2.U) ... (S-.U,)

Inversement, & l'opérateur volpy définl par cette équation est hien une
jauge enclidienne ; toute base 3* wérifie la condition .

En prenant pour $ la base nalurelle D{F)z), 0 vient
vol, , = z\/[det (3.5)]

le mombre = — 4 1 étant l'image (continue) de Uorientation par F-*; ia
composante voly, . est done continue, ainsi que les antres composantes,

gui s'en déduizent trivialement.
C.OFD._

(¥ Onrappelle gue 5.5z = i le nombre dv}t{é,S} est souvent désigné par la lettre g.
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Théoréme :
Soit V une variété difiérentiable C# (p = 1, 2, ... =), dénombrable
4 'infini.

On peut définir sur V une structure de variété riemannienne posi-
tive, telle que le champ [X — go,] soit [p-1] fois différentiable.

Soient en eflet F; les cartes d'un atlas de ¥V g une partition de Punité
subordonnée an recouvrement val {F)) (th. (19.21)). & il suflit de poser

JoodX)EX) = 3 ,(X). gra(dF;(XN(BF, (X))
i

I3 = 0]
C.0.F.D.

— On peut montrer qu'il n'existe pas de slructure riemannienne
hyperbolique normale sur une sphére de l'espace R*; il ne faut
done pas négliger la condition de positivité dans 1'énoncé (30.9).

Connexion riemannienne.

Théoréme :

Soit V une variété riemannienne C? (positive ou non), telle que le
champ [X - g] soit différentiable ().

Il existe sur V un seul champ de connexions [X - I'], tel gue

g I' est symétrique pour tout X ;
r

¢ (ﬂ_f_

aX

' s'appelle connexion riemannienne de V; le champ [X ~ '] est
contint,

(1} Mous éerirons désermals g, en sous-entendant Pindice Dy,




(30.12)

(30.13)

(30.14)

(30.15)

282 GEOMETRIE ET RELATIVITE

Prenons une carte F; les formules (28.57), (28.59) permett "dori
H )y B L i
dans Vensemble de valeurs de ¥, sons la forme e o

+ [Sh=Th, ,
80— Tt —Thgy =0
ces [ormules entrainent {compte tenu de g,, = g,.)
B+ Vit — g = 2qr, I,
d'od, grice 4 (20.14):

. |
F;_! —_ iy"[b*gd + B — argu]

inversement, & ces valeurs de I, vérifient o, done O dans val (F), ce
qui montre Fexistence ot Municité de la connexion riemantnienne dans {:nuf,
ouvert de val (F}; & les champs correspondant aux diverses cartes sont
denc compatibles, leur borne supérieurs répond & la question. Enfin (30 12)
montre que ce champ est contino, )
COF T,

Notation :

Nous désignerons désormais par ~ la connexion riemannienne d'une
3z
i s - - aX
pour .Ia dérivation covariante ; mais nous resterons fidéles i la
notation traditionnelle I'}; pour les symboles de Christoffel.

variété V, ce qui nous permettra d'utiliser les notations §&

— Exemple : dans le cas d'un espace euclidien, toute base S est
une carte dans laquelle les g,, sont constants ; par suite on a pour

.y 5
toule dérivation & : 82 =372 = 37,
Corollaire :

Sur _l,oute variété C* dénombrable a Uinfini, il existe un champ
continu de connexions symétriques.

11 suffit d’appliquer (30.9) ot (30.11), C.O.F.D.
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11 est évident que tous les champs définis 4 partir de g par homo-

morphisme de racine onl une dérivée covariante nulle {28.16) ; on

trouve ainsi
E[g—l] =0 , soit [Ejg]“ =1
d'oi
§[E].=[§Z] pour tout champ différentiable de wvecteurs on de
covecteurs [X - Z]

par conséquent,

Le changement de variance des tenseurs commute avee la déri-
vation covarianie ; par exemple :

[T =07 Thaal =BT 5 =g Flpi]

L'opérateur g, définissant le produit sealaire de deux formes (20.22)
verifie

g.'.'r'ﬂ =1,
d'oi Bgglwln] = gﬂ{gm](m'} + I}'n{:m}{gm’},

~— Donnons-nous une orientation continue [X ~ f] de ¥V {on d'un
ouvert de V) ; nous en déduisons un champ de jauges euclidiennes
[® —~wol] (30.6), qui est différentiable (d'apres (30.8)) et qui
vérifie (25.25 b) :

g (vol){vol) = ¢ (e étunt le multiplicatenr de Dy)

par dérivation covariante, on trouve done
Svol =10, wvol étant une jauge euclidienne ;
on voib de méme que

Ep =, p étant la densité riemannienne ;
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en prenant une carte, (28.60) et (30.5) montrent que cette formule
s'éerit

B —
(30.22) I, = ?f" avec z =/ [det (S.5)|

~— Endérivant la formule de définition de 'opération 3 (29.26 &) .
Fa(vol)(e A e) = galH#{=))(w)
compte tenu de (30.19) el de (28.23), il vient
(30.23) | B ()] = - %(5a)

— Soit [X ~3X] un glissement infinitésimal de V; en caleulant
la dérivée de Lie 8.9 par la formule (25.42), et en tenant comple
de {28.25 &), il vient

[BLgl(dX)NdeX) = g(d, X)(dyX) + gldyX)(dy 5X)

(30.24) = A(d, XN, X} + A(d,X)dX),
avee A = E:[Ex_}

aX
s —_— - . O[8X] :
sera donc un vecfeur de Killing de g (23.15) si ol o5l antisy-
o

métrique, en particulier si cct opératenr est nul.

— Soil [s—+X] une géodésigue de la connexion ricmannienne (28.66) ;

’ dx
U étant le vecteur vitesse R on a évidemment
5

Isr{m{un -w(——) (U) + ¢(U) (d”) 0;

par conséquent :

.[‘3[1.26} i

{30.27)
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Sur une géodésique connexe [s ~ X], on a g (dd}:)(%) = Cte; en

particulier, si le vecteur tangent & la géodésique est isolrope en
un point, il est partout {on dit que la géodésique est isolrope).

Divergence,
Définition :

Soit [X ~T] un champ différentiable de lenseurs covariants
dordre p.

Mous appellerons divergence du lenseur T le tenseur (noté div T),
d'ordre p— 1, dont les composantes dans une carle sont

[div T]i...m = 0*[3,T]ss...
Cette définition est indépendante du choix de la carte ; en ellet,
e 2T

div T est un tenseur contraclé de g=' @ X

Exemple :
Soit [X - U] un ¢hamp de vecfeurs ; il vient
div [U] = ¢*[3,0), = [3,U) = 3,{U7] + P4U* (28.59) ;

d'ol, grice a (30.22)
div [U] = Tr( U] = [b U = - El 1207, avec z =\/|det(S.S)

div (U) s'appelle aussi di;r:rgen{,be du vecfeur U, et se note aussi
div U,
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Dans le cas ol U est un glissement infinitésimal 5%, la comparai-
son avee (24.37) fournit la formule

(30.28) | 3.0 =div[5X].p , & élant la densité riemannienne.

— Dans le cas d'une forme w, on trouve

(30.29) div [o] = Int (ST)d.w) [s EE{]
ox
formule qui définira la divergence d'une forme non homogéne, A
condition de convenir que
{30.30) | div[s] =0 si s est un scalaire {(0-forme).

— Soit « une forme de degré p; alors :

9a(div % (§)(w) = go (It (5B, % («))(w)
= fa (3% Q)(Ext ((SY(w)) (29.22 O) et (30.23)
= o (vol)(da A 151 f ) (29.26 O) et (26.41)
=[—1]P go (% (Vo)  (2642) et (28.38)

don Ia formule ;

(30.31) | div[¥#(=)] =[—1]" % (V=) si « est une p-forme;
en remplagant « par % (z), et en appliquant les formules (29.26),
on trouve

(30.32) | V% («)] =[—1]** % (dive) si « est une p-forme.
d'on, en faisant succeaafvement x =3, dans (30.31), « =T dans
30.32),

(30.33) } div [s vol] = vol (grad 5) pour s scalaire

| 30.38)

(30.39)
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en posant, suivant 1'usage :
grad s = s
el
7 [vol (U)] = div [U] vol.

—— Soient = et @ deux formes ; il est clair qu’il exisle un vecteur U
tel que

GaloedCrw) = C.U pour tout covecteur C

on trouve par dérivation la formule
C.3U = go(3a)(C Aw) + gale)(C A Bw)

d'oi, en faisant C = 5%, & =0,

div U = gpidiv e(w) + go(e)Va), U étant le vecteur défini par
(30.36).

Courbure riemannienne,

— Supposons maintenant gque V soit une variété C% et que le
champ [X — g] seil 2 fois différentiable.

La formule (30.12) montre que la connexion riemannienne est diffé-
renfinble ; elle posséde donc une courbure, que 'on appelle cour-
bure riemannienne.

Nous savons que la densité riemannienne posséde une dérivée cova-
riante nulle (30.21); par soite (28.84, 28.87):

Sur une variétd riemannienne, la 2-forme o (28.52) est nulle, le
tenseur de Ricel (28.85) est symétrique,

— Soient d et & deux dérivations qui commutent; [X ~ U] un
champ de vecteurs deux fois différentiable. Le covecteur U véri-
fie (28.73):

i

430 — 840 = — T.REX)GXK)



(30.40) |

(30.41) |

(30.42) |

(30.43) |

(30.44) |

(30.45) |

(30.46)

288 GEOMETRIE ET RELATIVITE

comple tenu de (30.17), le premier membre de cette égalité s'écrit
d3U—3dU, soit encore R(dX)(3X)(U) (28.69 &) ; d'oit la formule

31 I'om pose

Bipoe = fu_rl{i:.-
cette formule s'éerit aussi
Ritme + Rifau =0
Avee cetle notation, les formules (28.78) et (28.81) s'écrivent
Berma + Ripma =0

et
HM,_. =+ H;m‘h + “ul—,in =

En échangeant m et n dans cette derniére identité, et en ajoutant,
il vient, comple tenu de (30.42) et (30.43) :

Hh,h- - Huu,:u = Hn.:— o Rm,u

le premier membre F, .. de cette égalité est done symétrique
par rapport aux indices k et ; il est visiblement antisymétrique
par rapport aux indices [ et n; il est donc nul (25.20) ; d'on

R?ﬁm.lﬁn = R!l.lm

— Si la courbure riemannienne est identiquement nulle, V posséde
un allas Fy, dont toutes les cartes admettent la connexion rieman-
nienne comme connexion (28.72) ; par suite la dérivée de I'image
réciproque du tenseur g par ces cartes est nulle (30.11 §), les g,
sont constants localement ; on dit que V est localement euclidienne.
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Laplacien d'une forme.

Faisons toujours les hypothéses de différentiabilité (30.38), et
considérons sur V une p-forme «, deux fois différentiable.

En orientant localement la variété, et en remplacant « par “Va
dans la formule (30.31), il vient

div [ % (Va)] =0

d’oi, en prenant la divergence des deux membres de (.31), et
en remplacant « par 3 e)
divdive =0 si « est une forme

formule qui peut d'ailleurs se vérifier directement, et qui peut
devenir fausse si on applique 4 un tenseur « non anfisymélrique.

On en conclut immédiatement la formule
[div + V% = div V& 4+ V div «
Définition :
On appellera laplacien d’une forme «, et on notera Ag, la forme (')
A = [div 4+ V)= = div Va + Vdiva

— Dans le cas d'un espace euclidien, les formules (30.29) et (28.38)
donnnent immédiatement (griee & (26.34) ou (26.36))

A = gidd,m

-

(M) De REase (réf. p. 182) ; nous adoptons fcl un signe contratre, afin de retrouver
Ie laplacien usuel dans le cas de espace euclidlen.



(30.51)

(30.52)

(30.53) |

(30.54)
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et I'on voit que chaque composante de Ax est le laplacien usuel
de Ia composante correspondante de o ; A est bien une généralisa-
tion de l'opératenr de Laplace.

— La définition 1_:3{},49} s'applique évidemment aux formes non homo-
génes ; le laplacien d'une p-forme est une p-forme ; en particulier,
dans le cas d'une O-forme s (scalaire), on trouve grice a (30.27) :

———

: 1
As = div[Vs] = g o fzgt0us], avec z = \/ |det(3S)|

— On vérifie immédiatement les formules de commutation

A 3 () = ¥ (Ax);
Adiv e = div Ax = div 7 div
AVe = Fha = 7 div Va.

— Exemple : considérons une variété riemannienne de dimension 3,

orientée. [l est d'usage de définir le rotationnel d'un vecteur U
par la formule :

7 [0] = vol (rot U)

On trouve alors, par application des résultats des paragraphes
(27) et (30), le tableau :

x Ve div e M
5 g_re;i_:l s 0 div grad s
U |[vol{rotU)| divU grad div U — e rot rot U
vol (U) | div U.vol | — erot U | vol {grad div U — erot rot Uy
5 vol 0 vol (grad 5) divgrads  wol

o = désigne le multiplicateur de la variéte.

| LD
{31.2)
(31.3)

1 (31.4)
(31.5)

e

2m
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— On peut généraliser a ce cas un grand nombre de formules
classiques de Despace euclidien, telles que div rot U =0,
rot grad 5 =0, div [sU] =5 div U + grad 5.U, ele...

§31 Intégrales multiples

Toutes les variétés de ce paragraphe seront supposées différentiables
et dénombrables 4 V'infini, donc séparées (19.21).

P-MeEsures.

Définition :
Soit V une variété,

Nous appellerons p-mesure de V tout opérateur C tel que:

(@) Sifestunchamp continu de p-formes sur W, C{f) est un nombre ;
() C est linéaire ;

(¢) 11 existe une partie compacte I de V, sur laquelle C est borné,
ce qui signifie que

« Il existe une structure riemannienne positive sur un voisinage
de K, et un nombre a, tels que, pour tout f

& IC(fY] <a sup (X1

— |f(X)] désigne la norme euclidienne de la p-forme f(X) {29.35) ;
¢eat une fonction continue sur K, done bornée.

— & si on change la structure riemannienne positive définie au
voisinage de K, la fovmule > reste valahle, & condition de changer
la constante a.

— On dit qu'une suite {, de champs de p-formes converge unifor-
mémen sur K vers [ si sup [f,(X) — f(X)| tend vers O (& cefte
XK

€
condition est indépendante du choix de la structure riemannienne
positive) ; il résulte immédiatement de (c) que:



(31.6)

(31.7)

(31.8) |

(31.9)
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5i la p-mesure C est bornée sur K, et si les champs continus de
p-formes f, convergent uniformément vers f sur K, on a

Jii'f_} [C{f)] =€)
Théoréme 2

5i C et C' sont des p-mesures de V, bornées sur K et K’ respecti-
vement, C + €' est une p-mesure, bornée sur Ky K",

KUK est compact ; choisissons une structure riemannienne positive sur
un voisinage de K U K' (ee qui est toujours possible grice au théo-
rbme (30.0)) ; on sail qu'il existe deux nombres a ot a* tels que
G = a sup |{(X)|
XeK
TN = a' sup Jf{X}|
Xe K’
d'od [[C + CHAI =[G + [CN] = [a + a') sup [KX)]; C +C, qui est
Xe KUK
évidemmenl linédaire, est Lien borné sor U :{'_

C.0. 1.
Corollaire :

& Les p-mesures sur une variété V forment un espace vectoriel.

Image d'une mesure.

Théoréme, définition :

Soit C une p-mesure d'une variélé V; A une application difTéren-
liable de V dans une variété V#

— 11 existe une p-mesure de V¥, que nous appellerons image de
C par A, que nous noterons A*C), définie par

AHC) = C.Ap,,

— 5i C est borné sur le compact K, A*(C) est borné sur le compact
ANK).

(31.10)

(31.11)

(31.12)

o
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— I résulte de la définitlon (25.47) el de (2533 &) la formule
v Apec[HXNAX) ... (doX) = FAZKIMNdACX)) . .. (dA(X))
qui montre que Ap., est un opérateur linéaire, donc aussi AHC).

— AF(K) est image continue d'un compact dans un espace séparé, done
un compact (voir Bovreaxt, « Topologie Géndrale s, chap, 1, § 9).

— & La formule £ montre qu’il existe un nombre & tel que, pour tout f
et tout X dans K

[Anecl XY == & A
d'oit [AHCH) = |ClApe(0)| = ﬂ:“l:; [Amecl DX (302 )

= ab sup |f(Y)|.
¥ 6 AYK)

C.0F.D.
Théoréme :

AHC -+ C) = AHC) + AHC);
AHaC) = a AF(C) pour a réel;
[A.B]HC) = [A+r. BT)C).

Les denx premitres formules résnltent de la lindarité de Ape.; la trolsiéme
est conséquence de [A.Blpe. = Bree. Agee (25.48).
C.0O.F.D.

Soit V une variété plongée dans une variéké V*,

A toute p-mesure C de V, on peut faire correspondre la p-mesure
de V*
C* =[14]%C)

que l'on appellera plongement de C dans V*,

— La notation €' == AHC) est ambigiie; & tous les plongements
de C' peuvent en effet se noter aussi AHC); il peut done étre
nécessaire de préciser dans quelle pariéfé on considére 'image de C
par A.




(31.13)
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Support.
Définition, théoréme :
Spit C une p-mesure d'une wariété V.

— On appelle support de C lintersection des compacts oi C est
borne.

— Le support de C est lui-méme un compact oit C est bhorné
(c’est done le plus petit d'entre eux) ; il n'est vide que si C est nul.

Soit o le support de C; o est fermé et relativement compact, done compaet.

Donnens-nous une structure riemanienne positive sur V (th. (30.9)) ; soit

K, un compact sur lequel C est bornée ; a l& nombre tel que, pour tout f,

ICint = uxs:lﬁ [f(X)]; on a, & fortiord, |C{/}| == a;u;lz:r [f{X}] si f est bornde
1 L]

sur V.
Soit f un élément de def (C); M le nombre sup |{X}]| (on prendra M = 0
Xe

4

si @ est vide) ; U l'ensemble défini par |fiX)] - 2M. & U est un ouvert ;
comme il contient a, UJ et les complémentaires des compacts oi G &5t borng
forment un recouvrement ouvert de V; on peut en extraire un recouvre-
ment finl du compact K, ; en ajoutant le complémentaire de K,, on obtient
done un recouvrement ouvert fini de V; en construisant une partition
de T'unité subordonnde & ce recouvrement (19.21), on obtient des fonctions
différentiables g4, 9, ... gy telles que

adX) =0 si XNgU;
[=1=g{X) =0 sl XeK, K, étant un compact o@t C est borné:

N
pour tout X et tout j, gX) = 0; 3 gX) =1
J=0

On a done f = Zf,, avee X} = g {XM(X); si j = 1, Cif)) = 0 {puisque
i

fAX) est nul sur un compact o C est borné); done Cif) = C{fy), d'oi,
sl o n'est pas vide
|C{A = a sup [fo(X)]| = asup (X} = asup (X)] = 2aM = 2asup (X))
Hev Xl Xell e
ce qui montre gue G est borné sur o 5i o est vide, 17 est vide, 2, est nul,
done Cfy = 0.
C.Q.F.D.

1
1
}

(31.15)
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Des théordmes (31, 7, 9 on en tire immédialement :

support (C + C')< support (C) U support (C')
support (aC) = support (C) sl a 0
support (AH(C)) = A+ (support (C))

Bord.

Lemrne :

Spient V une variété C*; f un champ de p-formes continu sur V;
K un compact de V.

Il existe alors une suite de champs différentiables qui converge
uniformément sur K vers .,

{a) $i V = A=, c'est une eonséquence immddiate du théoréme de Stone-
Weierstrass (on pect prendre une suite de champs dont les composantes
sont des polyndmes).

(b} 4 la proposition s'en déduit si V est Pensemble de valeurs d'une carte.

{c) Dans le cas général, il existe un nombre fini de cartes Fy tels que les
ouverts 17, = val (F,) soient relativement compacts et recouvrent T
{compacité) ; solt Uy, le complémentaire de K il existe une partition
de I'unité s, subordonnée au recouvrement U, de V (19.21); pour k = 1,
2, ... W, le support H, de g, (plus petit ensemble fermé ol tp,.‘(}{]lln'csl
pas nul), est compact ; il existe done des suiles fy; de champs différentiables
sur val (F,), qui convergent uniformément vers f sur H, (I); & les gy,

e~ P00 % X ] et ot s v
N

s XKD 1 la snite g; — > gy converge uniformément vers
k=1

[1 — pap{ KHAXD

gur ¥, done vers f{X) sur K.
COF.D.




(31.16)

(31.17)

(31.18)

(31.19)

(31.20)
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Corollaire :

Soit € une p-mesure ; si C{g) = 0 pour tout champ différentiable
g de p-formes, C = Q.

Corollaire, définition :

Seit V une variété C*; C une p-mesure de V {p =1; voir e

i = 13 voir ci-dessous
(31.24)). ¢
5'il existe une [p-1]-mesure C’ telle que

CV) = C'(f) pour tout champ diflérentiable f de [p-1]-formes
C’ est unigue,

Nous dirons alors que C' est le bord de C, et nous poserons C'= 77,
de sorte que

l < [EVIH = C(Vh
En eflel, si on a aussi C"(h = (T, o G — = i
tiable, d'oit C° — ' =0 {31.1é1,ﬂ e ) O dsbacwc
C.OED,
Z — Il existe des p-mesures qui n'ont pas de bord.

De Ia linéarité du symbole v, il résulte ;

511 C et C' sont des p-mesures qui possédent un bord, C 4 C,
aCl {a ¢ R) possédent un bord, et

[C+ClV=CV+CV
[2C]% = a[C7].
Théoréme :

{ Soit A une application deux fois différentiable d’une variété V
dans une variété V¥, Si C posséde un bord, A*(C) posséde le bord -

[AHC)IV = AHCW)
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En effet, pour tout f différentiable, AHCHT = ClARe VM

= C{V[ARe 1T (th. 27170

= [CT AR = AHCTN/). C.Q.F.D.

Définition :
Une p-mesure C est dite fermée si CV =0.

— Il résulte de (31.19, 20) que les p-mesures fermées forment un
espare vecloriel, et que 1'image deux fois différentiable d'une mesure

fermée est fermée.

Théoréme :

Soit V un morcean deux fois différentiable de dimension n; C
une [n-1]-mesure fermée de V.

Tl existe alors pne seule n-mesure admettant C pour bord ; nous
lappellerons inférieur de G, el nous la neterons G :

[C)V]7 =C

1) Supposons que V oesk un ouvert convexe de R, contenant Vorigine.
5i f est un champ centing de n-formes de ¥V, posons

¢ DfHXR) = j di 1= fUR)K)

1l existe par hypolhése un compact IS de Vo f est borné (formule (31.2 $)) ;
& il existe un compae! conveze K7 tel que 0 e K, KCK'CY (Il suffit da
prendre I'homothélique, dans un rapport convenable, de l'adhérence de
BNV, B élant une boule contenant K).

& On tire de (20.37) Vindgalité
[X e K] = |[PfHX)] = J‘ df -t XX = r ;srl.lgr [F0Y]
] (4

r étant le rayon d'une boeule de centre 0 contenant K'; on a done

[[C. PU] = a sup [DHX)] = ar sup [{(T)]; C. @ est done une n-mesure,
Xek Yek

bornée sur K'.

— Supposens que g soit un champ de [n— 1]-formes, et que g et Vg
soient différentiables.




(31.24)

(31.25)
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Alors V[W{(Vg)] = Ty (formule o de la démonstration de (27.250; 0l
existe done un champ différentiable b de [r— 2)-formes tel que '

WV —g = Th

{réclproque du théoréme de Polnecaré ; an suppose i = 2) ;O étant fer
; 3 £,
on a dene [CONTg — Clg) = GITH) = 0. =

S0 f est un champ différentiakle de [A -— 1]-formes, il existe une sulte g,
de champs 2 fols différentiables telle que gy, et les dérivées partielles » ;
convergent uniformément sur I{° vers f et iyl {on peut prendre pnurjy:
des régutlerisées de £ (1)) ; C et C.® étanl bornés sur K, on a done
C.®(Vf) —C(f) = lim [C. B(Tg,) — Clg,)] = 0, d'on
E
F 3 [C.a)F =C
— Tout champ différentiable f de n-formes virifie Vi =0 {car les {n + 1]-

formes sont nulles) d'oit f = Wk (réciproque du théoréme de Foincaré) ;
par suite sl C° wérifie aussi O = ©, on a :

[C' — €. ®)(f) = [C'— C. BVL) 0,
d'ott G' = C. ¢ (31.16), ex qui prouve U'unicité de Pintérteur,

2} Dans le eas o0 V est un moreean gueleonique, il existe une carte I' de
Votelle que def (F) = ouverl convexe de B® wval{(F) =V (définition
(27.26)) ; & la seule solution de 'V = © esl O - FH[F-1HC) 7).

Lo théoréme est done établi pour n = 2; & il reste valable pour
n =1 si I'on adopte la convention suivante :

51 C est une O-mesure, on appellera bord de C, et on notera C7,
le nombre

C(Iry
i étant la fonction constante [X ~ 1].

Théordme :

Si C et C" sont des [n-1]-mesures fermées d’'un morcean de dimen-
sion n, on a

[C+ OV =07 + Ty
[2Cl/V = a[C/V] (pour a réel).

(" Voir L. Scowanrrz, « Théorie des Distributions :.-mrm-. 1T {Hermann éd.), :'."1, 4, 5.

{31.26) {

|

(31.27)
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Chaines.

Définition :

On appellera O-chaine d'une variété V tout opérateur C tel que
G = mfiXy) + ..+ myf(Xy)

pour toute fonction 4 wvaleurs réclles f continue sur V

(X, ... XyeV;m, ... myeZ ensemble des entiers = 0)

1l est clair que Uopératenr © est une (kmesure, et que son bord
est my - ... 4 My
Exemple :
Pour tout X de V, la mesure de Dirae §(X) :
SR = [(X)

est une O-chaine, de bord 1.

Définition :

Soit V une variété €&

Une p-mesure C de V s’appellera p-chalne si
M

o C = 3 AMCIV)
i=

avec A, = application deux fois différentiable d'un ouvert convexe
de Be dans 'V ;

C; = [p-1]-chatne fermée de def (A}

Nous définissons done les p-chaines par récurrence sur p.
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Théaréme :

Fy ; Si G, G ... Cy sont des p-chaines de V,

BL2} | G, + Gy £ - .. + myCy eat une p-chaine (my, m,, ... my € Z)

Z le fait que les coefficients m; soient enfiers est essentiel ; les P
chaines de V ne forment pas un espace vectoriel (si elles ne sont
pas tootes nulles).

Théoréame :

5i C est une p-chaine de V, et si A est deux fois différentiable,

31340
( ) A*(C) est une p-chaine de V* (notations de (31.9)).

B

En effet, il résulte de (31.28 ) que AH(C) = 3 [A.A;](C,/V) (th. (31.10).
i
C.Q.F.D.
Théoréme :

Toute p-chaine posséde un bord, qui est une [p-1}-chaine fermée :

4:3131}‘
[CV]7 =0

En eflet, de (31.28 ), on tire CV = > A,4(C,) (31.19,23) : CV est donc
]
une chaine {31.30,20); et [CV]V = > ASCT) = 0, puisque les C, sont
i

fermés par hypothése,
C.Q.F.D,

(31.32) — Ce théoréme reste vrai pour p =0, si I'on convieni de consi-
dérer foul nombre enfier comme une [— 1])-chaine fermée,

Théordme :

-

(31.33) Si V est un morceau de dimension n, et C une [n-1]-chaine fermée
de ¥V, Cf/ est une n-chaine.

| (31.39)

(31.35)

(31.36)

&
(31.37)
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Soit en effet F une carte appliquant un ouvert convexe de H® sur WV (défi-

nition d'un morceau) ; & on trouve )Y = FHF-HC)T), ce qui est de
la forme (31.28 ). C.O.F.D

Des théorémes précédents, & il résulte que

L’ensemble des chaines est le plus petit ensemble de mesures qui
contienne les mesures de Dirae, et qui soit stable pour les opéra-

tions somme, différence, image deuz fois différentiable, inférieur,

Homaologie.

Soit V une variété C%;

! {a) Deux p-chaines de V seront dires homologues si leur différence

est le bord d'une [p 4 1]-chaine,

(b) & Cette relation (appelée homologie) est une équivalence entre
; p-chaines.

(¢} O La classe d’homologie de © 4+ €' ne dépend que des classes
d*homologie de C et C'; on I'appelle somme des classes de C et de
' : cette addition définit sur les classes d’homologie une strueture

i de groupe abélien.

Définition :

| On appelle p-cyele toute p-chaine fermée.

Théoréme, définition :

— SiC est un p-cycle, et si O’ est homologue 4 C, € est un p-cycle.
— Les classes d’homologie de p-cycles de V forment un SOus-
groupe du groupe (31.35 ¢), appelé p-éme groupe o homologie
de V.



(31.38) ]

(31.39) E

(31.40) |

(31.41) [

(31.42)
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Intégrales multiples.

— Soit C une p-chaine; { un champ continu de p-formes,

La démonstration de (31.23) montre que le caleul de C(f) peat se
ramener a4 des caleuls successifs d'intégrales ; c'est pourquoi Je

nombre C{f) s'appelle une intégrale multiple ; on use habituelle-
ment de la notation

C{ﬂzfuw v sl =f(X);

ce nombre s'appelle infégrale de la forme w sur la chaine C.

—— Avec cette nolation, la définition (31.9) s"écrit

j w¥* == J. il
A [+]
R

AX) = X*, o(3X) ... (3,X) = o*(5X*) ... (3,X%)

ces formules (31.39, 40) s'appellent formules de changement de
variable dans les intégrales multiples.

D méme, la définition (31.17) du bord s'éerit

fooe- .
o ov

et prend alors le nom de formule de Stokes.
Dérivation des intégrales.

— So0it C une p-chaine d’une variété v f un champ continu de
p-formes de V.

Supposons que [ dépende d'un paramétre réel {, et que la [orme
w, = f(X) soit, pour tout X, différentiable en f: la formule de
dérivation sous le signe f :

ﬁJ‘ s
- Wy = PR
of Jo o of
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1 D,
s'appliquera, pourvu que la convergence de i [ 45 — w0 Vers =y

soit uniforme sur le support de la chaine C (puisque C est linéaire
et bornée, of. (31.6)).

— Soit en particulier g: [X ~38X] un glissement infinitésimal de
WV ; f un champ différentiable de p-formes.

Par définition (31.9), l'image [e**]*(C) de la chaine C par le glisse-
ment ¢ est telle que ;

[eIHCHT) = Cle' el )
1l résulte de (25.47), (25.36), (15.3) que

[e*lneN(X) = e ]imlHX) 5

on a done

(e THOM) = Cle™ gl ;

& la formule de dérivation sous le signe j {31.42) est appli-
cable ; on a done

bl i
> 0D = € (5 1)
d’oi, par définition de la dérinde de Lie du champ [ (23.6) :

{.?J‘ m] = j By
ot Jpeg Je=a o

en remplacant { par { + «, il vient aussi:

2 J J‘
S == Eﬂm
‘ B Jpaepiey L Jich

1l en résulte évidemment le théoréme :

(X = g(X)]



(31.45)

(31.46)

(31.47)

(31.48)
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Si la p-forme w et le glissement infinitésimal g : [X -+ §%] véri-
fient

Bpw =10

et si L est une p-chaine, I'intégrale

[
[&*]+C]

est indépendanie de ¢ ; on dit que la forme « est un ineariand infé-
{ grol du champ de vecleur X ~ 5%,

On rappelle la formule (27.13 §) -
] o = V[e@EX)] + [Val(3X)

qui permet d’utiliser la dérivation extérieure pour rechercher les
invariants intégraux, et qui permel d’écrire (31.43) sous la forme

] E: Gl ”1 oo =‘fc[?ﬂ]{3xj -|-Lv @(3X)

puisque toute chaine posséde un bord (31.17, 31.31).

— On peut aussi caleuler la dérivée par rapport 4 un paramétre f
d'une intégrale f w lorsque w et C varient simultanément, C
étant de la furmaliﬁ*]’f{ﬂo}. A, étant un glissement dépendant de
{. Cy une chaine fixe.

En considérant [e couple [;(J qui parcourt la wariété 13 x W,
et en appliqguant (31.47}, & on trouve :

I =Law + [ValdX) + J'w (8X) |J
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aver les notalions suivantes :

{on a posé C = ANC)

=i

X = {—; [A,.A,.‘i(xﬂ}

gette formule (31.48) joue un réle important en caleul des varia-
tinns,

Pavés,

Soient :
— (0, une p-chaine d'une variété V, (pareourue par un point
variable X ;

— A, une application de V, dans une variété V, fonction d’un
parameétre { (f € [a, B]) ;

— w une [p + 1}-forme de V;

Pos0ns I

X o= AX):




(31.51)

(31.52)

(31.53)

(31.54)
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2X  »
o = oA Xalx, ~ev (on suppose que I'application [}EJ -X

est dilférentiable) ;
Ce = AH(Go)s
par récurrence sur p, on vérifie qu'il existe une [p 4 1]-chaine I,

définie par
i=b
J & == j df m[ﬁ)
r fi [ af

et que le bord de T est donné par la formule

O Le suppor! de I' est contenu dans 'image par F de ce parallé-
lépipdde ;

& Le bord d'un p-pavé I est une somme de [p-1]-pavés (au nombre
de 2p); il vient en cffet

e Ll - G
[ f e [ oG )

gl

J- » H o J- B + j d-: JA ( | -|— ................................................
ry Ce . o | By By X h bp=byp
-. 4 rim e Mo [ o) ()
Ces formules servent couramment & calenler des intégrales mul- g = ! I T
tiples par balayage. ]
F en désignant, selon l'usage, par la notation [E}j=% la différence
— En appliquant p fois ce procédé 4 partir d'une O-chaine, on : des valeurs [£],, —[El-s

construit un type particulier de p-chaine T, appelé p-pavé, défini ]

par
Py
J‘m=J’ rf!lf d, . J dt, ( ){ax)
r iy ay ?-"f] bfg

& partir d’une application deux fois différentiable F :

: Dans le cas p = 1, 'intégrale -f w s'appelle une inlégrale curpi-
| i ligne ; on a simplement r

ey |
al, E | .[_‘31,53}| J‘ o= j -— d't [to = covecteur]

ce qui permet d'employer la notation usuelle

e L s

t
Iy i !
. X | 3159 | _[ w.dX

icaa X | r

I"
du produit d'intervalles [a, b] % ... x [a,, b,] dans une variété : { dans ce ecas, 'expression (31.57) du bord se réduit a:

1

Ll_] ﬂn peut dans cette formule chauge bitrai tl dre d ﬂ | 5431, — [ul=t i Eknlae
ne faisons pas d'hypothése sor le mgn: ;;sldm;::,u;l;s &::ﬂ'_r:” “ 'TE':_:M A | { ﬁﬂ} ‘ J‘I"F 0 [ ]i-nw [ ]




(31.61) — Soit [X ~ ] un champ continu nen nul de p-formes d'une

(31.62)

(31.63)
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variété V; il résulte évidemment de (31.54) qu'il existe un p-pavé
I' tel que
J. w =0
r

on dit que les p-pavés (donc 4 fortiori les p-chaines) forment un
ensemble séparant d’opérateurs linéaires sur I'espace vectoriel des
champs continus de p-formes ; cette remarque permet de prolon-
ger Uopération de dérivation extérienre en posant

[V =a] « [f @ = J 8 pour toute p-chaine C]
c cy

cette opération 37 prolongée est lindaire ; 'existence de 70 entraine
Uexistence et la nullité de 7778,

Intégrale d'une densité,

— Considérons une variété V de dimension n, et un n-pavé T
(ef. (31.54)) :

o " b=
J- W= J. dxt f drd ... dz» m(ﬁ) S (b__}(]
r G o o= auxt bl

tel que P'application 2 - 3 (1) soit la restriction d'une carfe F au
parallélépipéde [ay, Iy] > ... x [a, b,]; nous dirons alors que I
est un poeé nalurel.

& le support K de T est alors I'image de ce parallélogramme par F.

(*} On pose

e

(31.65)

(31.66) i

(31.67) i
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— Nous pouvons définir, au voisinage de K, un champ conlinu
d'orienfations (cf. (24.30)), en posant

f

' '.{51.64}
?snitf{%) =—1;
]-. i o

alors, 4 tout champ continu de densités (cf. (24.34)) :
X-p

on peut faire correspondre un champ continu de n-formes X -+ w,
tel que

(S5 - - (8,) = [(8)p(8)

pour toute base nafurelle S; Uintégrale

foo

ne dépend évidemment que de I, du champ [X - p], et du
champ [X ~f]; on peut éliminer I'arbitraire de f en postulant la
condition

[p positif ()] = [ Lm ::-0];

on constate en effet que celle condition revienl 4 résoudre le
dilernme (31.64) par fa formule

1 () =steme (0t —@* —a ... (b — )

(¥} On rappelle que la densité g est dite posilive sl a(S) = 0 pour toule base naturelle 5.



(31.68)

(31.69)

(31.70)

(31.71)

310 GEOMETRIE ET RELATIVITE

—— Moyennant cette condition (31.66), U'intégrale Im ne dépend

que de ' et du champ de densités [X - p]; on Vappellera infé-
grale de la densilé p sur le pavé naturel T, et on Ia notera

e

— Soit maintenant [X ] un champ continu de densités, tel
que p =10 si X n'appartient pas & un certain compact {1); en
utilisant une partition de 'unité, & on peut trouver une décom-
position finie

p=ptpt ... +opx

telle que chaque champ [X - p;] soit continu sur V et nul en dehors
du support d'un pavé naturel [';; & la somme

J- F1+J- T R '|'J‘ P
8 Ty I

ne dépend pas du choix des p; et des I';; on Uappellera infégrale

de la densité g (4 support compact) sur la varidté V, et on la notera

Jor

Théoréme :

Si A est un glissement global (3.4) de la variété V, et si on désigne
par [X - p*] I'image par A du champ de densités 4 support compact

[X ~g], ona:
fo= Lo

(1) 11 existe alors un pluz pefil compaet ayant celte propriété ; on Pappelle support
du champ [X - g, ¢t on dit que p est une « densité & support compact »

|
|
|
(31.72) i
|

|
(31.73) ‘

(31.74) 1
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Ce théoréme contient comme cas particulier la formule de change-

meni de variable dans les intégrales mulliples, CDTII'lpl,ﬂ tenu de la
formule (24.35) qui donne la variance des densités :

Fom
‘I‘ it

J‘ e @, - 2)

- J”'" dyt ... Ij dy® f(zh, ... 2%) X ‘ d“t(:?&'i) ‘

—=

2 I
avec X=[...] . Y:[...] T = A(X)
" "

A = glissement global de R~
__ On vérifie immédiatement la régle :
ol =10
[p =0 pour tout X] = J.v e
ou p =0

qui permet de normer I'espace vectoriel des champs continus de
densités @ support compact en posant

m=me

Par complétion, on définit aisément les champs sommables de
densités sur une variété V.




