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CHAPITRE III

Théorie de la variance

§11 Germes

(11.1)
— Soit E un espace topologique ;
X un point de E.

— (Considérons l'ensemble des
opérateurs A tels que

def (A) C E

— Définissons sur cel ensemble
la relation ~ :

[A ~B] =

nant X, tel que

il existe un ouvert £2, ﬂnntc-]
Al =B.1,

& la relation ~ est une équiva-
lence.

— Nous appellerons germe de
A au point X la classe de A
suivant ~

(11.2)

— Soit E un espace topologique ;
X un point de E.

— Considérons 'ensemble des
;upératﬂurs A tels que

val(A)c £

— Définissons sur cel ensemble
la relation w :

(A wB] <

nant X, tel gue

[i] existe un ouvert £}, conte-
lg.A=1,.B

O la relation vv est une équiva-
lence.

— Nous appellerons co-germe de
A au point X la classe de A
suivant e,




(11.3)
(11.4)

(11.5)

(11 6)
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Puisque la refation ~ (resp. « ) est une équivalence, on a

[A £ germey(B)] = [germey(A) = germeg(B))
[A & cogermex(B)] = [cogerme(A) = cogermeg(B)]

— Soient A et B des opérateurs réguliers; il est clair que
Al =B.1, est équivalent 4 1, At =1, B~!; donc:

51 A et B sont réguliers

[germex(A) = germex(B)] < [cogermeg(A-—1) = cogermex(B-1)]
Théoréme :

Soit A un opérateur qui applique un voisinage de X, dans un
espace topologique; alors:

[A continu en X;] - [cogerme, x ,(A) © germey (A)]

— Soit & un ouvert contenant A{M,); 1..A appartient au cogerme de
A IE existe donc, sl le cogerme de A en A(N,) est contenu dans le germe
en Xy, un ouvert v, contenant X, tel que 1..A.1, = A1, ; si X appar-
tient & Vintersection de v el de def (A) {qui est un voisinage de X,), A(X)
appartient & =; A est done conling en X, :

— H}écipmquemnl, si A est contlnu en 2, et si B e COgerme g x4,
il existe un ouvert e, confenant AKX, tel que 1. = 1__A, et par suite
un ouvert n contenant Mo, tel que 1,.A4.%, = A.1, d'od

Al =1,.B.1, < B.1;
del (A) étant un voisinage de X, Il existe un ouvert o fel que
Koo Cdel {A);

on oa AL L1, s Bol. 1, or def (B.1 A0S Nec def (A1 1) dod
n* &) F; 5 3 1]
A, 1, =B.1,.1,, B ¢ germex(A). | e
C.OF.T,

— Soient A et B deux homéomorphismes locaux, tels que
AX) =B(X) =Y. S5i cogermey{A) = cogerme,(B), on a

i
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B = co-germey (A}, done D = germeg (A) (th. (11.6)), done
germey (B) = germey (A).

Si germex (B) = germeg (A), on a cogerme, (B-1) =
cogermey (A™Y) (th. (11.5)); le résuliat précédent montre que
germey (B-1) = germey (A~") ; d'ol cogermey (B) = cogermey (A),
et le théoréme :

Soient A et B deux homéomorphismes locaux  tels que
A(XYy=B(X)=Y; alors:

[germey (A) = germey (B)] = [cogerme, (A) = cogermey (B)]
Théoréme :

Soit E un espace topologique; Cx lensemble des opérateurs
appliquant une partie de E dans E, conservant le point X, conti-
nus en X.

Les germes en X des éléments de Cy ont une loi de composition
associative ¢, définie par

germey (A} x germeyg (B) = germey (A.B)

— 11 est clair que Ia formule (11.8) définit bien une loi de composition
associative, sous la seule réserve gu’elle soit cohérente, eest-f-dire que

[germe (A) = germe (A"}, germe (B} = germe (B')]
= [germe (A.B) = germe (A°.B).

Supposons done qu'il existe des ouverts ¥, G, contenant X, tels que
Adp=A"1, Bilz=8.1;

B étant ‘conting en X, il existe un ouvert H, contenant X, tel que

1p.B.lg = B.1g
(voir la démonstration de (11.6)); on a done
A.B.lg.lg = A.15.B.lg.i; = A" 15.B.lg.1; = A".B.1.1;

= A".B.1g.1g = A'.B".15.15;

comme 1g.1; est Popérateur identigue sur 'ouvert HNAG, on wvoit que
germe (A.B) = germe(A'.B"). C.O.F.D.
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Théoréme :

Soit X un point de 'espace E.

Les germes des glissements conservant X forment un groupe pour
la loi {11.8); on lappellera groupe des germes de glissements au
point K.

Il guffit de vérifier qu'il ¥ a un élément neutre (le germe de 1), et que tout
élément germoy (A) posséde un inverse (c'est le germe de A,

C.0ED,

Remarques :

— On trouverait le méme groupe en se limitant aux germes des
glissements d'un pré-recueil engendrant le recueil des glissements
de E.

~— 0On peul aussi définir la composition des cogermes de glisse-
ments an point X ; on obtient ainsi le méme groupe (th. (11.7)).

— L'ensemble R des glissements conservanl le point X est un
recueil ;oce n'est un groupe que sioles éléments de I ont méme
ensemble de définition, soit E; E est alors le senl onver! conte-
nant X.

Drans ce cas, R est évidemment isomorphe au groupe des germes
en X (car [germex (A) = germeg (B)] = [A = B]).

Théoréme :

Soit I¥ un isomorphisme local de E 4 E,

51 X' = F(X), il existe un isomorphisme @ du groupe des germes
de glissements de E en X sur le groupe des germes de glissements
en X', défini par

@ (germey (A)) = germey (F. A F-Y)

£ 11 GERMES &3

Adnsi, la struclure du groupe des germes de glissements de E en
X ne dépend que de la structure locale en ce point; en particulier,
elle est la méme en tous les points d'un univers (th. 4.10).

— Considérons un point X de lespace I2; soit Gy, le groupe des germes
de glissements en X,

Les automorphismes locaux de E constituent un pré-recueil, contenant le
recueil des glissements ; les germes d'avtomorphismes locanx conservant X
eonstituent done un groupe Gy, qui admet Gy comme sous-groupe.

Soit F un automorphisme local conservant X ; on sait (th. (11,100 qu'il
Ini eorrespond un isomorphisme @ de Gy défini par

@ (germe (A)) = germe (F.A.F-1) =
germe (F) = germe (A) = germe (F)=!;

on voit que les éléments de Gyype transmutent les éléments de Gges £n
éléments de Gy, done que Ggie est un sous-groupe distingué de G ;
Il eoincide évidemmenlt avee Ggue 51 E est parfail.

— Soit T un univers ; X un point de U o0 Gtlss = Ganto s F un automor-
phisme local non impuissant de 17; Y un point de def (F).

LI étant un univers, il existe des glissements A et B tels que A(X) = Y,
B(X) = F(Y); A, B, I appartenant an pré-recueil des automorphismes,
i1 en est de méme de B-L.F.A, qui conserve visiblement X ; par hypo-
théga, B-1.F. A a mime germe en 3 qu'on glissement ; 1 existe done un
ouvert ¥, contenant X, tel que C = B-',FF.A.ly soit un glissement. Par
sulte B.C.A-' = B.B-',F.A. 1. A" est un glissement; or c'est la res-
triction de F & un volsinage ouvert de Y ; done F, qui est régulier et qui
est borne supérleurs de glissements, est un glissement; U est parfait.

Do le théoréme

Soit X un point de Uespace E; Ggis le groupe des germes de
glissements en X Gaue le groupe des germes d'automorphismes
locaux en X,

E Gaiis €5t un sous-groupe distingué de Guuw; nous appellerons

groupe d'imperfection le groupe quotient Guue/Gguss; pour que E
soit parfail, il est nécessaire que ce groupe se réduise & un élément ;
c'est suffisant si £ est un univers.
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§12 Racines

Définition :
Soit E un espace,
Nous appellerons racine de E tout opérateur @ tel que :
(a) Si A est un glissement de E, et si X edef (A)
PLAYNK) est un opérateur ;
{b) Si Q est un ouvert de E, et si X 0,
DINX) = (1K) = opérateur régnlier ;

(c) 51 A et B sont des glissements, et si X edef (A.B),

DA BYX) = B(A)B(X)). D(BNX)

Théovréme :

T élant une racine de 'espace I :

(@) B(1ghX) est V'opérateur identique sur un ensemble, que nous
appellerons fibre de la racine © au poeint X, et que nous noterons
Oy

(b} Si X edef (A), ®(A)(X) est un opérateur régulier, qui applique
la fibre @y sur la fibre Oy,

(e} [PANXY]? = OA-THA(X)).
Dmonstration :

(a) = En faisant dans la formule (12.1, c) A =B =1p, on voit que ${1g)(X)
est égal & son carréd; comme il est régulier, ¢'est un opérateur identigue.

(b, €) — Soit A un glissement défini en X ; posons Y =A(X), = WANX)
Q = ®ANY). En appliquant plusienrs lois 1a formule (12.1, ¢), il vient :
Plg, =P; 1g,.P = P (d'od def(P)C @y, val(P)SBy); Q.P = 1y,
P.Q =1y, {doit dxCdel(P), ¥, Cval(F)); on a done def (P) = @y,

§ 12 naciNes &5

val (P} = @y; de méme del () = By, val (Q) = ®y; et les formules
P = 1gg et QP = 15, montrent que P et O sont inverses, done régu-
liers.

C.Q.F.D.

Remargue :
— Il est évidemment loisible dinclure quelques-uns des résul-

tats du théoréme (12.2) dans axiomatique (12.1), sans en changer
la waleur logique.

Exemples de racines :

Exemple L. — Scit E un espace, H un ensemble. Posons, pour
tout glissement A de E et tout X dans def (A)

DANX) = 1g
1l est clair que :

L'opérateur @ défini par (12.3) est une racine de 15, dont la fibre
est H en toul point X de E; on appellera racine triviale (de

| fibre H).

Exemple II. — Soit E' un espace fibré sans jauge (définition
{8.11)), de projection P, de base E.

A élanl un glissement de E, il existe un seul glissement A’ de E',
tel que P*(A") = A X étant un point de def (A), désignons par
DAY X) larticle A’ 15 x;; on sait que D(ANX) est un opéra-
teur régulier, qui applique la fibre P~(X) sur la fibre P-(A(X));
la formule P*A'. 1) <= PHA".P¥B") (th. (6.17)) montre que
DA BYX) = DANBE)). OBH2X); enfin il est clair que si Q
est un ouvert de I, lp g est le seul relévement de 1y, donc que
DINKY = lpxy s les axiomes (12.1) sont vérifics, @ est une
racing de E; la fibre $y (terminologic de (12.2)) est égale 4 la
fibre P=(X) (terminologie des espaces fibrés), ce qui explique le
double emploi du mot.
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Mais les diverses fibres d'une racine ne sont pas nécessairement
disjointes denx 4 deux (exemple 12.4), alors que les fibres d'un
espace fibré le sont (th. (5.4)).

Ceci ne nous empéehera pas de donner une sorte de réciprogue
de la construction précédente, 4 savoir le théordéme :

Soit @ une racine de U'espace E; R le recueil des glissements de E;
E® 'ensemble des couples @:) (7 & dg).

— Si AeR, si X edef(A), el si Z &y, on posera

¢ 2z = (o

Alors les A® forment un recueil R®, d'espace E®.
— Si l'on pose

. ((z)) = *

P est une projection de I'espace E¥; le recueil R® et Ia projection
P font de E® un espace fibré de base B, sans jauge.

— En elfet, il résulte de Uaxiome (12.1, ¢) des racines qne
A® 3% — [ABJ°
du théordme (12.2, ¢) que
| (AP = 8%
comme les A® sont visiblement permis par P, et comme

PHA®) = A

s

.

._u
=2
—

N

s

3

G

i

"

|
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on voit que les A ne peuvent étre compatibles que si les A,
le sont (th. 6.21)) ; on vérifie que

sup [4,] régulier
[sup [A]]® = sup [A,%]
ce qui montre, avee (12.8) et (12.9), que les AT forment un recueil
R®: la formule {12.10) montre que la projection du recueil R®
est R, et que tout élément A de R admet un seul relevement,
A savoir A®: E® est done un espace fibré sans jauge (th. {8.11)).

C.Q.F.D.

[A,;® compatibles, sup [A,;®] régulier] =

— Puisque toute racine @ définie sur un espace E donne naissance
i un espace fibré E® de base E, nous pourrons appliquer aux
racines les résultats du chapitre IT relatifs aux espaces fibrés;
on justifiera ainsi les résultats (12.12) 4 (13.3) ci-dessous, qui
peuvent bien entendu se vérifier directement, 4 partir des axiomes
des racines (et du théoréme (12.2)).

— Les opérateurs O(A)X) s'appelleront les ariicles de la racine @,

— X étant un point de Uespace E, ® une racine de E, Fensemble
des articles
DEANX),

ot A est un glissement qui conserve X,

est un groupe de permutations de la fibre @x; on Uappellera
groupe struclural de cetle fibre.

Si A est un glissement de E, et si X e def (A), l'article ®(A)(X)
transmute le groupe structural de @y en le groupe structural de

@y

— On voit en particulier que si E est un univers, les groupes
structuraux des fibres @y sont fous isomorphes (en tant que groupes
d'opératenrs).
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Définition :

On appellera structure invarianfe d'une racine @ la donnée
d’une structure (d'espace, d'espace vectoriel, d'espace topologique,
ete...) sur chague fibre @y, Lelle que les articles ©(A)X) en soient
des isomorphismes.

Théoréme :

Soit E un univers ; @ une racine de E.

Si l'on a défini, sur une fibre @y, une structure d'espace, (resp.
d'espace topologique, d'espace vectoriel, ete...) telle que les élé-
ments du groupe structural de cette fibre en soient des automor-
phismes (resp. continus, linéaires, ete...) on peut prolonger, d’une
seule fagon, cette structure de la fibre @ par une structure inva-
rigante de la racine,

(CE (3.6).)

§ 13 VYariance

Nous avons défini ((7.10), (7.9)) les homomorphismes et isomor-
phismes d'espaces fibrés de base E; en appliquant ces résultats
au cas de 'espace fibré E® construit 4 partir d'une racine @
(th. (12.7)}), on arrive aux énonecés suivants :

Soit @ une racine de l'espace [,

— Nous appellerons homomorphisme de la racine @ toute famille
Fy d'opérateurs, associés & chaque point X de E, telle que

(o) del (Fx) = ®y;’

(b) 5i A est un glissement de E, et si X e def (A),
Fomy PA)NX) est divisible par Fy.
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— Alors Vopérateur ¥, défini par

O F(ANX) = [Fag . PANX)]/Fx

est une racine de E, dont la fibre ¥y est égale 4 val (Fy); on
dira alors que Fy est un homomorphisme de @ 4 ¥

Remarques :

— L’homomorphisme F de I'espace fibré E® qui correspond a Fy
est donné par la formule

*(Z) = (e

Fa{x: s @{A]{X] = ‘{’{h}{}{} Fy

On a:

Fag- ®(A)NX) est non seulement divisible par Fy, mais mul-
tiple de Fy (voir (6.7} et (6.10)).

— La condition de divisibilité (13.1, b) est donnée par (6.7):
[Fx(Z) = Fx(Z)] = [Fagm( ®(ANXNZ)) = Faem( HANXNZD]
L'énoncé (13.1) juslifie en particulier :

Soit @ une racine de 'espace E.
Nous appellerons isomorphisme de la racine @ toute famille Fx
d’opérateurs réguliers, tels que
| [X € E] = [def (Fx) = O]
Alors l'opérateur ¥ défini par
o) F(A)X) = Fymx,- PANX) .F5'

-

est une racine de E; on dira que Fy est un isomorphisme de @
a T
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Définition, théordme :

Deux racines @ et ¥ d'un méme espace E seront dites isomorphes
s'il existe un isomorphisme Fx de ® & 'F; cette relation est une
équivalence enlre racines de E; la classe d'une racine ® s'appellera
variance de @,

Exemnples :

Exemple I. — Soit @ une racine de U'espace £; X étant un point
de E, Z un point de la fibre @y, posons

Fxfz} = (}E)
Fyx élant régulier, est un isomorphisme de @ 4 une racine ¥ ;
Xy A(X)
" YOM®(7) = (@)

toute racine ¢ est done isomorphe @ une racine ¥ 4 fibres disjointes ;
on voit que la réunion des fibres de ¥ constitue I'espace fibré
E?® défini en (12.7), et que ¥{ANX) est un article du relévement
AT de A,

Exemple II. Cet exemple, fourni par 'énoncé (13.10), est précédé
de la définition suivante :

Nous appellerons unipers-groupe tout ensemble muni simulta-
nément d'une slructure d'espace et d’une structure de groupe,
les translations 4 gauche () T(X) étant des glissements, Cest
nécessairement un univers.

Théoréme :

Soil @ une racine délinie sur un univers-groupe G; H sa fibre
en l'élément neutre e de G.

{*) Nous avons d:liﬂll[ T(X) au § 2 (nous derlvions TAX))
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Il existe alors une racine ', et une seule, qui vérifie ;
() F{AMe) = ®A)e) si le glissement A conserve e
(b) W{ANX) =1y si A est une translation & ganche.
Cetle racine ‘¥ est isomorphe 4 ®, l'isomorphisme Fy étant égal 4
DT(A)THX) 5
toutes les fibres de " sont égales & H.

Démonstration :

1) Unicité : Soit A un glissement; X un point de def (A); ¥ le point
A(X). 1 est elair que Vopéralear B = T{Y}-1, A, T(X) est un glissement
qui conserve e (puisque T(Z) cst la translation qui transforme e en %) ;
que A = T(Y)LB.T{X)-; si done une racine ¥ wvérifle {a} ct {b), on a
WANK)

e FUTUY M) TB) ) 0T X)) (double application de (12,1, )}

= PiKe) (15.10, a et &)

= W{T{Y)HY). PCANK). BTN} (par délnition de B)

= Fyep. DANK). Fg

2) Existence : 5i U'on pose inversemcnt
TIANK) = Fyp . DANX). Fg

" est une racine isomorphe & @ (th, (135, $0; & T vérifle bien les condi-
Lions (13.10, a et b).
C.0.F.D.

Théoréme :

Soient @ une racine d'un univers U, X, un point de U, F¥ un opéra-
teur défini sur la fibre by,

Les condilions suivantes sont équivalentes

(a) Les éléments du groupe structural de @ sont permis par F.

() N existe une racine ¥, et un homomorphisme Fy de @ a 7",
tels que Fy = F.
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Démonstration :

— & () = (a).

— i (@) est vérifiée, choisissons pour chaque X de U un glissement By
tel que By(X) < Xy on prendra notamment Bx, = 1. Soit A un glisse-
ment queleondgue de U; X un point de def (A). 1 est clalr que Byxr- Byt
est un glissement qui conserve X, ; la condition {a) montre que 'on peut
poser

FANK) = FH OBy A B0 (notation (6.11))

Un ealeul simple montre que, st Pon pose
Fg = F. ®BL (X}
on a FAWKY = [Faegs - BANK))Fx.
F est bien un homomorphisme de @ 3 la racine ¥ (th. {(13.1)); onaFx, = F.
C.QLE.D,

Théoréme :

Soient @ et ¥ deux racines d'un univers U; X, un point de U.
Pour qu'il existe un homomorphisme {resp. un isomorphisme) de
O 4, il est nécessaire et suffisant qu’il existe un opérateur {resp.
un opérateur régulier) F tel que

& T(AHK,) = [F. HANKF {resp. F.®(ANX,).FY)

pour tout glissement A conservant 3.

Il est clair que si Fy est un homomorphisme de © & ¥, (13.12, 3) est
vérifiée en prenant F = Fx,.
— Partons réciproquement de (13.12, $); soit X un point de U, B un
glissement tel que B{X;) = X. & L'opérateur W{BHX,). F. TBHX) - ne
dépend que de X (el pas du choix de B); si on Pappelle Fy, et 81 C est un
glissement défini en X, & FCHX) = [Fom - PO Fg; Fy est bien
un homomorphisme de @ & ¥,
Le cas des isomorphismes se wérifie immédiatement.

: C.0.F.D.

Ce théoréme monlre en particulier que deux racines d'un univers sont
isomorphes si elles cofneident en un point [F(A) o) = BANK ).

(14.1)

{14.2)
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§ 14 Classification des racines
Théoréme :

Spit @ une racine d'un espace E; A un glissement de E; X un
point de def {A).

(o) L'article ®(ANX) ne dépend que du germe de A an point X,
() Lopérateur H défini par _
& Higermex(A)) = ¢(AWX) [pour A(X) = X]

est une représenlation du groupe des germes de glissernents en X
sur le groupe siructural de la fibre Dy,

En effet :
(T} 5i & eb A" ont méme germe en X, il existe un owvert 0 contenant X
tel que A.lp = A" 1p.
Alnrs
BLANK) = DA 1N = DANX). D{Igh(K) ~ DANX]). B(1n(X)
= WA Ag)X);
de méme, GAMWX) = DA 1G)(X); dlod BANXK) = DANK]).
{B) L'opéraleur I existe en vertu de (a); le groupe structural, par défi-
mition, est égal & wal (H);: si les glissements A et B conservent X, on a,
par définition du produit des germes :
H (germeg(A) = germey(B)) = Higerme,(A.B)) = BA.BHX)
- DANXK). HBHX) = H {germey (A)). H (germey (B)).
C.QLF.D.

Ce théoréme possiéde l'importante réciproque suivante :

Spit E un wnivers, X, un point de E, H une représentation du
groupe des germes de glissements en X,

1l existe alors une racine ® de E telle que

¢ Higermeg(A)) = DAY X pour tout gliufment A conser-
vant X,

i b est unigue, 4 un isomorphisme prés.
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{2) Unicité de la wvariance,

5i deux racines @ el 'V veérifient (14.2, &), on a D{AN N = F(ANX,)
pour tout glissement A conservant X,; @ et ¥ sont [somorphes daprés
(13.12).

() Existence de @,

Considérons les couples (‘é]. ot A est un glissement défini en X, et Z

un point de l'espace de la représentation H, Définissons 1a relation ~ en

posant
[0~ (3] = - 2
i z' r=H {gﬂ'mﬂx_. (AL AYZ)

& cette relation ~ est une équivalence; & si un glissement B est défini
g = A Af B.A B_AS
au point A(X,), et sl (Z) H(Z'J‘ on a ( 7 ) m( 7 }

-— ¥ élant un point de def (B), on a done le droit de poser

¥EY) (classe (*‘Zi)) e (Bé )

pour tout glissement A tel que A(X,) = Y.
& W est une racine de E; sa fibre ¥y au point ¥ est Vensemble des classes

A
des couples (Z)' A élant un glissement tel que A(X,) = Y.

— Z étant un élément de l'espace de représentalion de H, posans

Fi{Z) =— classe (lz“‘); il est immédiat que F est un opérateur régulier,

qui applique l'espace de reprézentation de H dans la fibre ¥x, : en fait,

val (F) est égal 4 W'x, parce que, sl le plissement A conserve X, on a
A ’

o classe (Z) = F (Higermex, (A)(Z))

51 on pose Fy = 1wy pour Y £ X, et Fx, = F, l'opérateur Fg' est
définl, pour tout Y, sur la fibre ¥y, el opérateur & :

WBIY) = Fghy . F(B)Y).Fy
esl une racine immurph_a_: A4 Y (the 13.5) ; sl A conserve X, on a
DANK,) = FLP(AN).F = H (germex,(A)) (formule o).

C.Q.F.D.

(14.3)

(14.4)

(14.5)
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Définition :

On appellera nogau de la racine @ au point X D'ensemble des
glissements A tels que

AX) =X , ®ANX) = le,

Lemme :

Soient A et B deux glissemenls tels que A{X) = B(X}; T une
racine ; alors

[D(ANX) = O(B)(X)] < [A2.B e[noyau de @ au point X]]
— On en conelul immédiatement que le noyau de @ au point X
est un recueil, et que les plissements conservant X en sont des
automorphismes locaue.

Théoréme :

Soit E un univers : X un point de E ; N un ensemble de glissements
conservant X. Alors les conditions (g} et (b) sont équivalentes :

{a) 1l existe une racine ® admettant N comme noyau en X;

() 1l existe un sous-groupe distingué ' du groupe des germes
de glissements en X tel que :

[A & N] =[germex(A) e T

1) Supposons {(a). H étanl la représentation définie en (14.1}, on voit
que [A & NJ = |germegiA) & H-{1g.)]; on sait que Vimage réclproque de
Vélément neutre d'un groupe par une représentation est un sous-groupe
distingué.

%} Supposons (B). On sail gu'll existe un homomorphisme I, du groupe G
des germes de glissements en X ayant T' comme noyau (homomorphisme
canonique G - /I ; une représentation T du groupe GfT' (translations
4 gauche) ; H = T.H, est donc une représentation du groupe des germes
ayant T' comme noyau; la racine @ que i fait correspondre le théoréme

(14.2) wérifie (a). C.Q.F.D.



(14.6)

(14.7)

(14.8)
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Exemnples :

Il est clair que le noyau en X de toute racine friviale (12.4)
est I'ensemble des glissements conservanl X, donc que le souns-

groupe I' esl confondu aves G (notations de (14.5)); réciprogue-
ment :

Pour que le noyau d'une racine @ (d'un univers E, au point X)
soit 'ensemble des glissements conservant X, il faul et il suffit
que O soit isomerphe 4 une racine tripiale.

— Une racine triviale a done le plus grond noyau possible: de
méme, le théoréme (14.5) montre qu'il existe, sur un univers E,

une racine P ayant fe plus pefil noyau possible, ¢’est-a-dire telle
que

[A conserve X, D(ANX) = lg,] ==[germey (A) = germey (15)]

Mous allons conslruire, sur un espace gquelcongue E, une racine
ayanl celte propriété (14.7) en fou! poind X,

Soit en effet A un glissement de E, X un point de def (A); I,
et F, deux opérateurs 4 valeurs dans E, ayant méme cogerme
en X.

& A F, et A F, ont méme cogerme en A(X); on peut done définir
un opératenr par

D(A)X)(cogermes (F)) = cogerme,x,(A . F)
pour tout opérateur F 4 valeurs dans E.

& @ est une racine ; si A conserve X et si ®(A)(X) = 1q,, il vient,
en prenant F = 1g:

cogermey (A) = cogermey (1)

doi, A et 1y étant des isomorphismes locaux (th. (11.7)),
germey (A) = germey (1) ; done :

(14.9) ]

| (14.10)
|
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La racine @ définie par (14.8) vérifie (14.7); elle posséde en chaque
point X le plus petit noyau,

Théoréme :

Soient @ et ¥ deux racines d'un méme espace E; X un point
de E.

1}y Tes deux conditions (a) et (B) sont équivalentes ;

(o) { noyaug (@} noyaug ('F);

| il existe une représentation H du groupe structural de @
en X sur le groupe structural de 1" en X telle que, pour
toul glissemenl A conservanl X,

FANX) = H{O(AHX))

(b)

Mous exprimerons (a) ou (b) en disant que ¥ est subardonnées 4 &
au point X,

2) 5i E est un univers, cette condition est indépendante du point
3 ; nous dirons simplement que ¥ est subordonnde & ®.

Démonstration :

1) & (b) = {a).

— Supposons (2); soient H; et H, les denx représentations du groupe
des germes telles que, pour tout glissement A conservant X,

DIANK) = H, (germey, (A)r . TANX) = H; (germey (A))
(th. 14.1)).

La eondition {a) exprime que le noyau de I, est conlenu dans le noyau
de Hy; & il en résulte que H, est mulfiple de F, (définition (6.10)), et que
H = H./H, est un hemomorphisme (), done une représentation du groupe
structural de @ sur le groupe structural de ¥ ; I'dgalité H, = H.H, exprime
la condition (&).

2y Supposons que E solt un unlvers, que (o) soit vérifiée an point X, et
gqua le glissement A" appartienne an noyau de & an point X',

Il existe un glissement B tel que B(X) = X’; un caleul simple montre que
B, A BN X) = lgy, clest-d-dire que B- A" B appartient au noyau de

(*) Voir 1a note [d la fin de ouvrage.
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@ en X, done au noyau de ¥ en X ; en développant Ia relation
WiB-L AL BIX) = 1wy, 1l vient WA')WX') = 1wy la condition (2) est
wvérifide en X' C.OF.D.

Il est clair que la relation de subordination est fransitive ; elle
ordonne les noyaux, mais pas les racines.

Supposons en eflfet que les racines @ el " aient méme noyau
en X ; puisqu'elles sont subordonnées I'une 4 'avtre, la représen-
tation H (14.10, b) est régulitre, les groupes structuraux de @
et ¥ sont isomorphes comme groupe absfraifs; ceci sera réalisé
4 fortiori 'ils sont isomorphes comme groupes d'opéraleurs, ¢ est-
a-dire si @ et ¥ sont des racines isomorphes. Mais on peut cons-
truire des exemples de racines qui onl méme noyau sans élre
isomorphes (par exemple des racines triviales dont les fibres
nont pas le méme nombre d'éléments),

MNous avons ainsi oblenu une classificalion des racines d'un uni-
vers 12 les racines se classent par wvariances, les variances se
classent par noyaux; les noyvaux correspondent biunivogquement
aux sous-groupes distingués du groupe des germes de glissements
en un point.

Terminons par quelques remarques

— 5'il existe un homomorphisme IFy d'une racine @ & une racine
¥ (13.1), @ est subordonnée a W ; I'énoneé réciproque est faux.
— Les racines triviales sonl subordonnées 4 toutes les aulres
{puisque leur noyan est le plus grand) ; de méme, toute racine
est subordonnée & la racine des cogermes, définie en (14.8).

§15 Champs

Soit @ une racine d'un espace E.

Nous appellerons @-champ toul opératenr f, défini dans un ouvert
de E, tel que =
[[X e def (/)] =[{(X) € Px]

D

R ——
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Soit f un ®-champ défini dans un ouvert de E. Le graphe v de f,

c'est-d-dire l'ensemble des couples ( ]1Xcd&f{ﬂ], est une

X
f(X)
partie de l'espace fibré E? (définition (12.7)), qui se projette sui-
vant un ouverl, ¢f qui ne rencontre les fibres de E® gqu'en un
point au plus; on dit que v esl une seclion locale de Vespace
fibré E®.

Inversement, loute seclion locale de E™ est évidemment le graphe
d'un P-champ.

Soit A un glissement quelconque de E; on sail que A se reléve,
d'une seule fagon, par un glissement de E®, noté AT (th, (12.10)
et 8.113); l'image v" du graphe v par A? est 'ensemble des couples

( A(X)
DANXNAX))
un ouvert de E; A® étant régulier, ' ne rencontre les fibres de
E? qu'en un point au plus; ' est une section locale, done le graphe
d'un ®-champ; d'oi '"énoneé :

) : sa projection est U'image de del () par A, donc
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Soit E un espace, @ une racine, [ un d-champ défini dans un ouvert
de E, A un glissement de E.

Mous appellerons image de f par A, et nous noterons A, le
@-champ défini par

@ AglA(K)) = BIANX)((X))
L'enscmble de définition de Ay(f) est I'image par A de def (f);
le graphe de Ay(f) est I'image par A® du graphe de .
Remarques :
En remplagant X par A-3(X) dans (15.2, &), il vient une formule
équivalente :

Al = ANATENHA XD

en particulier,

Si la racine @ est triviale,
Aolf) = f.AL
— Oun connait les formules [A . B]®= A® B? (12.8), [P. Q]+ =P+.Q+
{6.2); en les appliguant au graphe de f, il vient
[As-Bglif) = [A.Bla(f)

ce qui s'éeril encore

Ay By =[A.B]y
Mais V'opérateur Ay n'est pes nécessairement réqulier ; en effet, si

£ est un ouvert de E, le théoréme (12.2) montre que

[ln]m{ﬁ' - frlu

quelle que soif la racing @ ; si E comporte au moins deux ouverts
non vides disjoints £ et £, tous les champs f dont Uensemble
de définition est contenu dans &' ont pour image par 1, le champ
impuissant.

(15.9)

{15.10)

(15.11)

(15.12)
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Théoréme :

Siodes ®-champs f; sont compatibles, el si A est un glissement,
les Ag(f) sont compafibles, et vérifient

sup [a.,m}] = ﬁ.,(Sfp If;])

Définition :
Une famille 7 de @-champs sera dite siable si

[f=F, A est un glissement] = [Ayf) & F)
Elle sera dite invarianle si elle est stable eb si

[f; € F, J; compatibles] = [sup[/,] € F]
¥
Théoréme :

Soil ¥y une famille de ®-champs; R le recueil des glissements.
Diéfinissons les familles ¥, et F, par:

[feFil = [f=A4f) AcR, fo & F

[feF) = If= sup [Adelfs, AseR, [ efF]

Fy {resp. Fg) est la plus petite famille stable (resp. invariante)
contenant .

Remargue : 51 F est une famille stable (en particulier invariante),
les restrictions 4 un cuvert d'éléments de 7 font partie de F (a4
cause de (15.7)).

Définition, théoréme :

Soit f un ®<champ. Nous dirons que le glissement A invarie le
champ f si

def (A)c def (f), val(A)c def(f), Al <}

Les glissements gui invarient f forment un recueil, dont I'espace
est def ().
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Soit H l'ensemble des glissements qui invarient f

— &i A et B appartiennent 4 It, on a
[4.Blal) = Aa(Balf¥) < Aalft =< f; donc A.BeR.
— 5i AR, Il est clair que
def ([AYg(fH = A~ (def (f]) = val (A~Y) = def (A);
on a d'antre part

I ldercan = [Mastewle OF) = [A-4 Alg () = [A™e (Ag () = [A7 Y (f) qui,
comparé, & ce qui précéde, donne [AYol(f} = [ lget (g =< fi doll A7 e R,

— Supposons que les A; appartiennent a B, et que sup [A,] soit régulier ;
alors sup [A,] est un glissement A, et Von peut éerire A; = 1p,. A,
LJ (@) = val (A). Les relations [Ade (f) < § s"écrivent

3

lin)e- Aalf) = Aglf). 1, < f;

par suite Ta borne supérleure des Agp{f).1g, est < f; or elle s'écrit

Aglir-Tvalig = Meatcalo - Aol = Aglf); done A s R.
C.OF.D,

Si le recueil des glissemenls qui invarient f opére transitivement
sur def (f), nous dirons que le champ | est homogine (c'est dans
ce sens, par exemple, que Pon parle de Uhomogénéité d'un liquide
ou d'un ecristal, méme anisotrope).

— Si tous les glissements invarient un champ f, nous dirons que
le champ f est inoarian! ; il revient an méme de dire que I'ensemble
des .1, (£ ouvert) est une famille invariante ; (¢est cette propricté
qui caractériss, en géométrie enclidienne, les milienx o homogénes
el isofropes v). Un champ invariant est défini sur foud Pespace;
mais il est loisible de considérer les champs invariants sur chague
sous-espace ouvert,

Théaréme :

Soit @ une racine d'un univers U, X un point de U, Z un élément
de @y ; alors les deux condilions suivantes sont équivalentes :

(2} Z est ipvariant par le groupe structural de ®g.
(B 1 existe un ®-champ invariand, f, défini sur U, tel que f(X) = Z.

— Si elles sont vérifices, le champ f défini par (b) est unique.

B e tniry

S

(15.16)

{15.17)
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1) & (b) == {a).

%y Supposons (a). Pour tout ¥ dans T, 11 existe un glissement A tel que
A(X) = ¥; soit A" un auntre tel glissement ; alors

DANXNZ) = SANXN DA ANXNZY) = DANXHZ); SANXNZ)

ne dépend done gque de Y (et pas du choix de A); &l on 'appells f(Y), &
le champ [ est invarlant, fiX) = Z.

3} Si f* est awssl un champ invariant tel que X)) = %, il est clair qua
pour tout glissement A défini en X, FHA(X)) = ANXI (X)) = FIAXD)-
C.Q.F.D,

— Oun voit, en particulier, que tout champ invariant défini sur
un ouvert non vide d'un univers est prolongeable, d'une seule
facon invariante, & tout I'univers.

Un exemple de champ homogéne est fourni par le théoréme :

Spit G un univers-groupe, & une racine de G, Z, un point de la
fibre de I'élément neutre e de G.

1l existe un seul ®-champ f, défini sur G, invarian! par les trans-

lations @ gauche, et tel que fle) = Zy

& Le champ répondant & la question est donng par la formule
f(X) = ®(TX))ENZo)

T(X) étant la translation qui transforme e en X,
C.Q.FD,

Remarques :

— On voit que les champs invariants par les translations 4 gauche
(on dit parfois invariants @ gatiche) correspondent biunivoquement
i leurs valeurs 4 l'origine, qui parcourent la fibre @, ; il en est
de méme, d'ailleurs, pour les champs invariants & droite,

— On sait que 'on peut remplacer © par une racine ¥, isomorphe
4 @, ayant méme fibre en e, et telle que PUANK) = 1g, 51 A ost
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une translation & gauche (th. 13.10); la formule (1517} qui donne
le champ invariant se simplifie alors en

HX) = Z,

Considérons maintenant un espace E; une racine ©; un point X de E;
deux d-champs [ et g,

Si f et g ont méme germe en X, il existe un ouvert £, contenant X, tel
que f.lg — g.1g; quel que soit le glissement A défind en X, Pimages A#{(})
est un ouvert, {¥, contenant A(X), tel que 1p A = A.1n;: on a done
Ap(f g = Mple - Aall) = [ Alplf) = [A. 1glell) = Aglf.1g); de méme
Mgl Iy = Agly.1n}; par suite Ag(f).-Tge = Ag(g). 1gy, les champs Agif)
et Ag(g) ont méme germe au point A(X) On pent done définir un opé-
rateur & par la relation

(AN XN germex (f)) = germe.x(Aglf))
Théoréme :
Soit @ une racine; Uopératenr @, défini par (15.19) (ol Au(f)
est l'image par le glissement A d'un @-champ f), est une racine;
nous l'appellerons racine des germes de ®-champs.

— I ne faul pas croire que la racine & soit isomorphe & O, ni
méme qu'elle ait méme noyau; en fait, c’est la racine @& qui est
subordonnés 4 @ ; on le vérifie aisément, en ufilisant axiome
du choix.

— Un cas particulier imporlant est celui ol l'espace E ne comporte
que deux ouverts, E et @ (voir le théoréme (2.6)); les champs
non impuissants sont délinis sur E; deux champs qui ont méme

germe en X coincident; on peut donc identifier les germes de
champs aux champs. D'od 'énoneé :

Soit E un ensemble, muni de la structure d'espace définie par

un groupe G de permutations de E.

@O &tanl une racine de E, on définit une racine 9 en posant
PANKN) = Aqglf)

pour tout A G, tout X £ E, et tout ®-champ /[

i
P
£
i
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1l est clair dans ce cas que ¥{A)(X) ne dépend pas de X, et que
toutes les fibres de 1 sont égales.

§ 16 Constructions de racines

Mous avons déja rencontré un certain nombre de procédés de
construction de racines, doni woici la liste :

— Les racines friviales (12.4).

— Les racines obtenues 4 partir d'un espace fibré sans jauge
(12.5).

__ Les racines construites 4 parlir d'une racine donnée par homo-
morphisme (13.1) ou isomorphisme (13.5); le théoreme {13.10) en
donne un cas particulier important (cas des univers-groupes).
— Les racines déduiles {sur un univers}) d'une représentation
du groupe des germes de glissements en un point (14.2); on sai.t
que toutes les racines d'un univers s'obtiennent par ce procédé,
4 un isomorphisme prés (14.1).

— Comme cas partienlier, les représentations du groupe struc-
tural d'une racine @ [en un point d’un univers] définiront (& un iso-
morphisme prés) toutes les racines subordonndes 4 @ (14.10).
— Nous avons vu que les cogermes d'opérafeurs & valeurs dans un
espace définissent une racine 4 laquelle toutes les autres sont
subordonnées (14.9).

— A toute racine @, nous savons associer canoniquement une
nouvelle racine, la racine des germes de ®-champs, 4 laquelle @
est subordonnée (15.20).

Voici maintenant la liste des auires méthodes de conskraction
que nous allons étudier dans ee paragraphe :

— Restriction du recueil (16.2).
— Prolongement de 'univers (16.3).
— Sous-racines (16.4), (16.7), (16.10), {16.11).
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== Juxtaposition (16.15).

— Produit direct (16.17).

- Racines d'opérateurs (16.20), (16.25).
— HRacines principales (16.27).

Changement de recueil :

Soit E un espace; R le recucil de ses glissements, B’ un recueil
contenu dans R,

Il est clair que I'espace de R’ est une partie ouverte E’ de IE.
Seoit @ une racine de l'espace E; désignons par @ la restriclion
de @ & R, définie par

D(ANX) = B(ANX) pour tout A eR".
1] est clair que @ vérifie les axiomes des racines ; donc :

@ étant une racine d'un espace E, R’, un recueil de glissements
de E, la restriction ®' de @ 4 R’, définie par (16.1), est une racine
de l'espace E' de R

— 11 est clair que si X = E', la fibre de @' en X est la méme que
la fibre de @; que le groupe structural de @' est un sous-groupe
du groupe structural de @ sur la méme fibre ; que tout @&'-champ
f est aussi un P-champ,

— Deux racines @ et ¥ de E, distinctes, peuvent avoir la méme
restriction 4 E’, ou bien avoir des restrictions isomorphes alors
qu'elles ne I'étaient pas; leurs restrictions peuvent avoir méme
noyau, sans que ce soit le cas pour ® et ¥ [nous en rencontrerons
plus loin des exemples, en particulier dans le passage de la Rela-
tivité Générale 4 la Relativité Restreinte]. On voit que la restrie-
tion du recueil peut faire confluer des variances ou des novaux;
le probléme inverse est done en général indélermine,

Considérons cependant le cas parficulier ot E est un univers,

et olt E’ est pourvu de sa structure de sous-espace de E (le recueil
R’ est alors constitué, on le sait, des 1p. A 15, A eR (2.10)).

¥

{16.3)

0 (6.9
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Il n'y a évidemment plus confluence de noyaux ou de varianee;
I'existence de la solution du probléme inverse résulte du Chéo-

réme suoivant :

. v ] , #
Soit E’ un sous-univers ouvert, non vide, de l'univers E; @
une racine de E',

Alars il existe une racine @ de E, dont la restriction & E’ coin-
iE cide avec ®'; elle est unique, & un isomorphisme pris.

On peut démontrer ce théordme i partir des théordémes de représentation ;
% étant un point de E', A un glissement de E' conservant X, on peut
déflnir wune représentation H du  groupe des germes en pusanr:
H (germey (A)) = $'(ANX) (th. 14.1); or les glissements de E ou de E
qui conservent X ont mémes germes ; on a done définl une représen?ntl.an’
H du groupe des germes de E; il lul correspond (th.r(‘l-i,z}} une rs}cm:c Y
de E, dont la restriction ¥ & E' est isomorphe 4 @ ; appelons F'y l'iso-
marphisme correspondant, et posons
Fy =F'y si Y eE
[FY=1-r, si YeE TY¢gE.
Alors & le transformé @ de ¥ par I'lsomorphisme Fy répond & la question.
C.OF.D.

Sous-racines
Définition, théordéme :

i Soient @ et ¥ deux racines d'un espace E.
— Nous dirons que ¥ esl une sons-racine de @ si, pour tout
glissement A et pour tout X dans def (A)

FANX) < SANX)
— Dans ce cas, la fibre ¥y est une parfie de g ; &y est stable i
par le groupe structural de @ en X
__ Soit inversement @© une racine d'un univers E; X un point

de E; H une partie de la fibre ®x non vide el stable par le groupe
structural en X ; & il existe alors une seule sous-racine ¥ telle

que ¥y = H.

'l_l.r; ensemble H est dit stable par une famille d’opératears si les images de H par
ces opérateurs sont contenues dans H.
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Cet énoncé justifie évidemment le suivant :

— Une racine sera dite irréductible si elle n’admet pas d'autre
sous-racine qu'elle-méme. .

— Pour qu'une racine d’un univers E soit irréductible, il faut

et il suffit qu'en un (resp. tout) point X de E, le groupe structural
soit transitif sur la fibre.

— Si les fibres d'une racine ® possédent une sfruclure invariante
d'espace pecloriel (12.15), on dira que ¥ est une sous-racine linéaire
de @ si ¥ est une sous-racine, et si la fibre de ¥ est un Sous-espace
vecloriel ; & cette structure vectorielle induite sur les fibres de ¥
est invariante.

— On dira que @ est linéairement irréductible si elle ne posside
pas d'autre sous-racine linéaire que

1) elle-méme;

2) sa restriction 4 1"élément nul.

Il importe de ne pas confondre Pirréductibilité linéaire avec
lirréductibilité au sens (16.5).

Théoréme :

Soit @ une racine d'un univers E; Z, un point de la fibre de @
en un point X,

— Il existe une seule sous-racine irréductible @ de @, telle que
Zg € @'y ; on dira que @ est la sous-racine irréductible engendrie

par le couple {X“).
Zy

— Quel que soit X dans E, la fibre ©'x est I'ensemble des

DANKNZy), A parcourant l'ensemble des glissements tels que
A(X,) = X.

(16.10)
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— Sur un univers, les sous-racines irréductibles correspondent
done aux classes de transitivité du groupe structural en un point.

— Soit @ une racine irréductible ; si on réduit le recueil des glis-
sements, on réduit avssi 4 un sous-groupe le groupe structural
d'une fibre; par suite le nombre de classes de fransilivité peut
augmenter; wne racine irréduclible peuf cesser de Uéire lorsgu’on
restreint le recueil des glissements.

— 11 est clair, si le glissement A conserve X, et si ¥ est une sous-
racine de @, que la correspondance

DANX) = FANX) [ = DAYX). 1v]
est un homomorphisme de groupe; done que (th. 14.10) :

Toute sous-racine ¥ d'une racine © est subordonnée a @,

Exemples de sous-racines :

Exemple [. — Considérons une racine & de 'espace E ; une famille
inparianfe ¥ de d-champs (def. (15.9)); désignons par L}y l'en-
semble des germes en X d'éléments de F,

Soit Z un élément de Qf: Z = germey(f), f=F. @ désignant
la racine des germes de @-champs (15.20), on a évidemment

AANX)NZ) = ANX) (germex (f)) = germe o (Aqg(f)) € Qupx, 3
done @

Soit @ une racine d'un espace E; @ la racine des germes de @-
champs. A toute famille invariante 5 de ®-champs correspond
une sous-racine de @, obtenue par restriction de @{A)X) aux
germes en X d'éléments de F.

Exemple 1I. — Soit X un_point d'un espace E; Gz I'ensemble
des cogermes en X de glissements de 155 Z un élément de Gy :
7 = cogermex(B), B = glissement de E.



(16.11)

(16.12)
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110 ; GEOMETRIE ET RELATIVITE

La définition (14.8) de la racine @ des cogermes donne
DANXKNZ) = P(A)(X) (cogermey (B)) = cogerme, x, (A .B) =Gy,

pour tout glissement A défini en X ; done :

La racine @ des cogermes d'un espace F (14.8) admel une sous-
racine qui s'obtient en restreignant ®(A)(X) aux cogermes en X
de glissements,

— O Celte racine des cogermes de glissemenls est ircédictible ; elle
admet, comme la racine @, le plus petit noyau ; foules les rocines
de I lui sont done subordonndes.

— Considérons maintenant une racine quelcongue @ d'un espace
I\ : une sous-racine 1 de E.

Seit f un W-champ ; quel que soit X dans def (f), f(X) est un élé-
ment de ¥y, done de @, Si A est un glissement de E, on a

Ag(INACX)) = TANXNX)) = BANK)(X)) = Al HAX));

d'oi ;

Si W est une sous-racine d'une racine @, lon a pour toul glis-
sement A
Mg < Ag:

I'ensemble des W-champs est une famille invariante de ©-champs,

— Application ; supposons qu'en un point X, d'un univers U,
il existe un élément Z, de la fibre de @, invariant par le groupe
structural. Il existe alors (th. (16.4)) une sous-racine ‘I" de @,
admettant Z, tout seul comme fibre en X,; & sa fibre en tout
point X de E se réduit 4 un seul point, que l'on peut appeler
Xy, 11 est clair que [ est un champ invariant (15.14). Inverse-
ient , &si f est un ®-champ invariant, j(X) est invariant par le
groupe structural de @ [en toul point X].

{16.15}

(16.16)

(16.17)

& 16 CONSTRUCTIONS DE RACINES 111
Juxtaposition
Théoréme, définition :

Soient ‘D des racines d'un méme espace I, dont les fibres en tout
point X de E sont deux 4 deux disjointes; désignons par ®x la
réunion de ces fibres.

Si 'on pose, £ appartenant & @y
DAY XNZ) = "DAYXNZL)

lindice j é¢tant choisi pour que le second membre ait un sens,

{ & on définit ainsi une racine @, dont la fibre en X est @y, et qui

admet les 0 comme sous-racines. On dira que @ est la juxtapo-
sition des racines ‘.

i -— & Sur un univers, toute racine est égale 4 la juxtaposition de

ses sous-racines irréductibles,

Remarque : si on se donne des racines ‘@ quelcongues, on pourra
toujours construire des racines isomorphes @', dont les fibres
sont disjointes en toul point X de E; par exemple en posant

B AN (}r) - [vm{h;{{}(}(z})

el ensuile construire, comme en {16.15), la juxtaposition des ‘@,

Produit direct

Considérons deux racines '® et *® d'un espace L; il est clair
que si 'Z et *Z appartiennent & leurs fibres en X, et si le glissement
A est défini en X, 'D(A)X)(1Z) et *®(A)X)(*Z) appartiendront
& leurs fibres en A(X); si 'on pose

s () - (SNR965)



(16.18)

z
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0 on définit ainsi une racine ® dont la fibre en un point X est le
produit divect (ensemble des couples) des fibres de L of *d. Plus
géndéralement :

Soient @ des racines d'un méme espace E. 11 existe une racine @
dont la fibre en X est le produit direct des [/®]y, et qui est définie

1
par (1) BAWKNZ)] = BAWXKIZT)

@ s'appellera produit direct des racines /o,

— Ne pas confondre avec la juxtaposition des racines '@, dont
la fibre est la réunion des [F0].

— Il est clair qu'un Q-champ définil un ‘d-champ pour chague
valeur de j.

Racines d’opérateurs

Seient @ et " deux racines d'un méme espace E; désignons par
By l'ensemble des opérateurs qui appliquent une partie de @
dans Wx. Supposons que F € O, ¥ e def (F). Alors Z = F(Y) e ¥,

LR KHE)

X - X=AX)

(1} MNous désignerons généralement par /Y Félément du prodult divect ¥ dont 1lndiee
est j; solt, dans fe cas d'un produit fini ;

Yy

By
%)

Yy

(16.19)

iy

(16.21)

(16.22)

(16.20) i
i
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Effectuons un glissement A; X devient X' = A(X); Y et 7
deviennent respectivement Y = ®{ANK)(Y) et Z'="P(ANXNZL);
I'opérateur F' qui fait passer de ¥' 4 Z°, et que nous pouvons appe-
ler & AYX)EF), est done défini par

O(A)X)(F)(DANXNY)) = FANK)(F(Y))
O encor:
BANXNF) = F(AN(X).F.[DAYX)]
& l'opérateur @ ainsi défini est une racine; d’oit I'énoncé :

Soient & et 1" deux racines d'un espace E.

51 X e E et sil'on appelle @4 U'ensemble des opérateurs qui appli-
quent une partie de la fibre &5 dans la fibre ¥y, il existe une racine
i, dont la fibre en X est @y el qui est définie par (16.19), Nous
dirons que @ est la racine des opérafeurs de @ 4 P, :
— Il est clair que @ admet beaucoup de sous-racines : on en
obtient en se restreignant aux éléments de By qui sont définis
sur @y, on bien donl I'ensemble de valeurs est g fouf enfier,
4 ceux qui sont réguliers, ete.

— On peut bien entendu prendre @ =%. Un autre cas impor-
tant est celui ol I'on considére des opérateurs F définis (resp.
prenant leurs valeurs) dans un ensemble fixe H; cecl revient 4
prendre @ (resp. ¥ drivial; la formule (16.1%) devient évidem-
ment :

SANXNE) = W(ANX).F
resp.
BANX)NF) = F.[@ANX)]?

(sl @ et 'V sont tous deux triviaux, @ Uest aussi),



(16.23)
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Théoréme ¢

Soient @ et ¥ deux racines d'un espace E; f un champ d'opéra-
teurs de @ 4 ¥, délini sur E. Alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

{a) f est un champ invariant ;

{b) f est un homomorphisme d'une sous-racine de © 4 une sous-
racine de ¥,

1} Supposons que [ so0it un homomorphisme de @ & F (le cas des sous-
racines s'y ramenant immédiatement); solt @ la racine des opérateurs
de @ 4 % ; on a, par définition de @ 3

Aa(fHACK]) = OUAMNXMAXY = TANXK). A [ DANXY
(définitions (15.2) et 16.19))

= f{A({X)) (définition (13.1}) des homomorphismes, avee la notation f{X)
an lieu de Fyg)

d'oit Agif) < f; [ est bien un champ invariant (définitions (15.14), (15.12)).

2) SoiL [ un G-champ invariant; le méme calenl conduit & Pidentité
AR X)) = fA{X)). BANX)
o V'on peut remplacer ¥ {AJ(X) par FA) () = FIAN(K). Leatgipx
DANK) par OAHXK) = Lgeppacon - PANX). & la formule
FHANKY FIXK) = fIAXD). O (ANX)
maontre que ¥ el 4 sont des sous-racines de T el @, el donne évidemment

WANK) = [ACKD). @UANXNNXK), ce qui est bien la définition (13.1)
des homomorphismes de @ & ¥, C.OF.D

— Considérons trois racines 0, *@ et T d'un méme espace L.
Nous savons qu'il existe une racine ©; des opérateurs de 20 4 ¥
il existe aussi une racine @ des opérateurs de b 4 @, On wvoit
que

— X étant un point de E, la fibre @y est composée des opéra-
teurs I tels que
F(Z)(Z') & ¥y

pour certaing couples Z, 2" (Z e ['®]x, Z' =[*d]).

|
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— A étant un glissement, on a
BAYENFN OAYXNZNCRANXNZT)) = FANXNFEZNZD 5

nous dirons que @ est une racine d'opérafeurs doubles ; par itéra-
tion, on construira les racines d'opérafenrs multiples.

— Considérons deux racines @ et 9 d'un espace B, dont les
fibres sont pourvues d'une sirecliure veclorielle invariante [ce qui
signific que les articles P(ANX) et T(ANX) sont toujours des
opérateurs linéaires|.

Considérons la racine @ des opérateurs de @ 4 ¥ (16.20); soit F
un élément de ®5. La formule (16.19) montre que la struclure
vectorielle de 'ensemble des opérateurs qui appliguent @y dans
Yy esl une struciure invariante ; gque les opérateurs linéaires de
. d g formen! une sous-racine de @, pourvue elle auvssi d'une
structure vectorielle invariante.

Théoréme :
Soit U un univers ; & une racine de U; 0 un point de U
1} Il existe une racine ¥ définie par
TANBONHDBND) = B(A.B)D)
pour tous les glissements A et B de U tels que O edel (AB);

2} les éléments de la fibre "y sont les opéraleurs S qui se mettent
sous la forme M{B)Y0), B étant un glissement tel que B{0) = X.
51 5%, on a

WANKYS) = [PANX)].S
3) La fibre Y, est le groupe sfruclural de la fibre .
4) W est irréductible.

5) Les racines 9" et & ont méme noyau en tout point de U,
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6) 5i l'on pose, pour tous o, X, S (e, XU, S e¥y)

;(}é) B (s .}:-1)

la correspondance o - o est une représeniation réguliére du groupe
¥, sur l'espace fibré UY;

7) UY posséde une structure d'univers fibré principal, ayant pour
groupe principal I'ensemble des o définis en ).
8) Si l'on pose, pour tout opérateur f défini sur ¥'g et pour tout
glissement A de U

BANX) = [ [TANX)

on définit une racine @,

9) Soit R une représentation du groupe ¥,; H I'ensemble sur
lequel elle opére.

On oblient une sous-racine @' de © en restreignant G(A)(X) aux
opérateurs [ tels que

val (f) = H, [(5.07) = R{a)(/(S))
{pour tous S ey, o €'y

10) Soit @ une racine subordonnée & @.

1l existe, pour tout X de U, un opérateur Fy tel que
Fx(D(BYONZ)HND(BYO)) = Z

pour tout Z £ @', et tout glissement B tel que B(0) = X,

11) Fx est un isomorphisme de la racine @' 4 la racine @° définie
en ¥), & étant la représentation telle que

DYAW0) = R{D(A)(0)) pour lout glissement A conservant 0,

On wvoit que l'on peut associer & toule racine @ une racine &
telle que les racines subordonnées & @ soient isomorphes & une
sous-racine de &; en prenant en particulier pour @ la racine des
cogermes de glissements (16.12), on construit done une racine @
dont les sous-racines ont lowles les pariances.
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