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CHAPITRE I

: 'Eépaces

§1 Recueils

Nous appellerons opérafeur toute application d'un ensemble ser
un ensemble ; nous supposerons que la donnée d'un opérateur A
entraine celle de son ensemble de définition, que nous appelle-
rons def (A), et de son ensemble de valeurs, que nous appellerons
val (A).

Il sera utile notamment de considérer 'opédrafenr impuissant,

dont I'ensemble de définition est wide; Uopérateur identigue sur
un ensemble B, que nous noterons 1g. 11 est clair que 'opérateur
impuissant peut se noter 1., @ désignant ensemble vide,

Etant donné deux opérateurs A et B, nous noterons A.B le
produit (de composition) de ces opérateurs, défini par

[A.BJ(X) = A(B(X))

chaque fois que le second membre existe,
Le produit de deux opérateurs est foujours un opérateur, méme
5'il est impuissant.

La multiplicalion des opérateurs est associafive; quels que soient
les ensembles de définition de A, B, C, on a toujours

[A.B].C = A.[B.C|
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3 GEOMETRIE ET RELATIVITE

On en déduit les régles de caleul des puissances entidres positives
d'un opérateur. La muliiplication n'est pas commutative; on
dira que A et B commutent si A.B = B.A.

Exemples : Les puissances entiéres positives d’un opérateur A com-
mutent; E étant un ensemble, les opérateurs qui commutent avee 1y
sont ceux qui donnent de E une image et une image réciprogue contenues
dans E.

Nous dirons qu'un opérateur A est régulier si

[A(x) = Aly)] = [z = ]

cest-d-dire si A élablit une correspondance biunivoque entre
def (A) et val {A):; A étant régulier, 'opérateur inperse A—! est
défini par

[A-42) = y] =[x = A@)]
On wérifie immédiatement que A1 est régulier, et que

[A] L= A; def (A" = val (A); wval (A1) = def (A),
AT A = laay;: AA = Ly

que si A et B sont réguliers, A B est régulier et que I'on a
[A.B]"*=B1 A1

mais cetle formule tombe en défaut si le produit A.B est régulier
sans que A (ou B} le soit.

On 'étend & l'inverse du produit de n opérateurs réguliers, et on
en déduit le caleul des puissances entidres négatives.

Nous dirons qu'un ensemble R est un pré-recueil si :

{a) les éléments de B sont des opéraleurs réguliers, dont l'inverse
appartient aussi 4, I,

{B) le produit de deux éléments de K est un élément de. R.

de fagon bréve @ [A,BeR] =AY A B eR].
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Exemples :

Soit E un ensemble quelconque d'opératenrs réguliers ; les produits
finis déléments de E et d'inverses d'éléments de E forment un
pré-recueil (régles 1.2, 1.5, 1.6) ; c'est évidemment le plus petit
pré-recucil contenant I,

— 11 est clair que tout groupe de permutations est un pré-recueil ;
inversement, un pré-recueil ne constitue un groupe que si A7 A
est indépendant de A, donc si les éléments du pré-recueil sont
tous des permutations d'un méme ensemble,

| Soit R un pré-recueil ; nous appellerons espace de I la réunion E

des ensembles de définition des éléments de H.

(’est aussi la réunion des ensembles de valeurs des éléments de R
(régles 1.7 a; 1.5); en d’autres termes, E est le plus petit cn_sf,mhle
tel que les éléments de R soient des applications d'une partie de E
dans E.

Considérons deux points x et y de lespace E d’un pré-recueil R.
11 est clair que la relation

wil existe A dans B tel que Afz) =y»

est symétrique {car = = A~Yy)), transitive (car si z = Biy), on
a aussi z =[B.A](z)) et réflexive (car si x € E, il existe unrﬁ
dans R tel que = e def (A), done que x = [A~*. A](z)); par suite
E se partage en classes d'équivalence suivant cette relalion;
nous les appellerons classes de fransitivité du pré-recueil.

Nous dirons que le pré-recueil R opére fransitivement s'il existe
une seule classe; done si, et y appartenant a l'espace de R,
il existe toujours un élément A de R tel que A(x) = y.
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— Soient A et B deux opérateurs ; nous dirons que B est un pro-
longement de A, ou que A est une resfriclion de B, et nous écrirons
A =B s

def (A} © def (B) ; [z e def (A)] = [Afx) = B(z)]
Il est clair que cette relation = est une relafion d'ordre :
[A<B,B<A]l=[A=B];[A<B B<(]=[A<(]

Nous dirons qu'une famille d'opérateurs A, (j parcourant un quel-

conque ensemble d'indices) est compalible si elle est majorée pour |

la relation =, c'est-d-dire s'il existe un opérateur A tels que

quel que soit j, del (A;) < def (A);
[xedef (A)] = [Adx) = A=)]

Il est clair que si la famille A; est compalible, on a
[z & def (A)) n def (A,)] = [Aqx) = Ay(2)].

Inversement, si une famille A, vérific cette condition (1.13),
posons E = Udef (Aj); = étant un éléement de LI, il existe au

I
moins un j tel que x edel (A); la valeur A x) ne dépend pas
du choix de j; appelons-la A(z). I est claiv que A est la borne
supérienre exacte de la [amille A, ; ainsi :

Pour qu'une famille d'opérateurs A; soil majorée pour la rela-

tion =, il faut et il sullit qu'elle vérifie la relation (1.13); elle

admet alors une borne supérieure exacle (notée sup [A]), qui est
3

le plus petit prolongement commun 4 tous les A,

Ftudions les rapports de la relation < avec les opérations définies
sur les opérateurs.

'{Llﬁ)l

(1.16)]

(117}
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On vérifie immédiatement que
[A <A, B<B]=[AB<AB];

que si les familles A; et B, sont chacune compatible, la famille
A;.B, est compatible, et que l'on a

: sup (A;.B,) = sup (A;).sup {B,)
ik i k

De méme
[A < A, A’ régulier] = [A régulier, Al < AT

et

A compatibles,

A; compatibles,
sup [A;7Y] = [sup (AD]™*
i i

A, véguliers,
sup (A) régulierl
p

mais les prolongements d'un opérateur régulier ne sfum_: pas tous
réguliers ; si des opérateurs réguliers forment une famille compa-
tible, leur borne supérieure n'est pas nécessairement réguliere,
leurs inverses ne sont pas nécessairement compatibles.

Mous dirons qu'un ensemble R d'opérateurs est un recueil s'il
vérifie les axiomes des pré-recueils :

{(a) [A e R] = |A régulier, A-teR];
(b) [A et BeR] = [A.BeR]
plus l'axiome suivant :

&) A, = partie compatible de R, sup (A;) régulier]
2/ . [sup (A} € B].

A2 . - 5
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Considérons un pré-recueil R,; appelons R 'ensemble des opé-
rateurs A qui vérifient

A est régulier;
Il existe une famille compatible A, d'élémenis de R, telle que
A = sup (A))

la formule (1.18) montre que A-' = sup (A,;~%); les A;~' apparte-
nant & R, A~! appartient 4 R; de méme si B € R, soit : B régu-
lier, B = sup B,, B, € R;, la formule (1.16) montre que 'opéra-
teur régulier A.B est égal 4 sup A;.B,, done que A.B e R, puisque

A By e By; ainsl, B oest un pré-recueil.

Par ailleurs, soit A, une famille compatible d'éléments de R, tels
que A = sup(A,) soit régulier; on peut écrire A, = sup (A,),

|
les A, étant des éléments de R,; tous les A, sont compatibles,
puisque A, < A, << A; leur borne supérieure est évidemment A,
qui est régulier; donc A e R; ainsi R wérific 'axiome (1.19 ¢);
B est un recueil,

Notons aussi que si A & Ry, la partie de R, qui se réduit 4 A est
évidemment compatible, et que sa borne supérieure est A, qui
est réguliere; donc A € R : le recueil R contient R,

Supposons enfin qu'un recueil R° contienne K;; A étant un élé-
ment de R, on peut éerire A = sup (A}, A, € By; A est une borne
supérieure régulitre d'éléments de R, done de R'; R’ wérifiant

(1.19 ¢) par hypothése, A appartient donec 4 R'; ainsi R R'.
En résumé :

R, élant un pré-recueil, les opérateurs A qui vérifient la condition
{1.20) forment un recueil ; ¢'est le plus petit recueil contenant R, ;
nous dirons que c'est le recueil engendreé par R,

Exemple : on sait qu'un groupe G de permutations d'un ensemble
E est un pré-recueil ; le recueil engendré se compose de G et de
I'opérateur impuissant (borne supéricure de la partie vide de G).
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— Remarquons que le recueil R engendré par un pré-recueil H..,,
a méme espace E que R, (les éléments de R, appliquant une partic
de E dans E, il en est de méme de toutes leurs bornes supérieures) ;
que les classes de transitivité de R, et de R sont les mémes.

§2 Espaces et univers

Soit I un ensemble. On dira que E est muni d'une strucfure d’es-
pace lorsqu'on aura choisi un recueil R admettant E comme
espace. Les éléments de R s'appelleront alors les glissements de
I'espace. Si le recueil des glissements de E opére transitivement
sur I, nous dirons que E posséde une structure d'univers.

Soit R, un pré-recueil, d’espace E; on sait que le recueil engendré
par R, admet aussi I'espace E, et y définit donc une « structure
d'espace »; nous dirons sans ambiguité qu'il s'agit de la structure
d'espace définie par Ry

— Par abus de langage, nous appellerons simplement espace tout
ensemble muni d'une structure d'espace; c'est le cas notamment
pour les « espaces vectoriels » (struclure définie par le groupe
linéaire), les « espaces topologiques » (voir ci-dessous) et les espaces
des diverses théories physiques.

Lemme @

Soit E un espace, R le recueil de ses glissements. Alors :
(a) V'opérateur impuissant appartient 4 R;

(b) si 1; et 1, appartiennent a4 R, | P 1

{¢) si les parties F; de E sont telles que Iy, € R, 1}:?, eR;
(d) 1z eR.

En effet :

{a) l'opératenr impulssant est régulier, et il est la borne supérieure de Ia
partie vide de H; il apparticnt donc & R (axiome 1.19¢);
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(b} st 1p et 1, appartiennent R, il en est de méme de leur produit
Ipdg =1gq Qs

(e} il est évident que 1 uw, 8L la borne supdrieurs des lg,; comme cet

7
opérateur est régulier, il appartient aussi & R;
(d) A étant un glissement, ensemble Ey = def (A) est tel que 15, e R
A EH,

puisque 1g, = A-'. A ; il résulte de {c i s
définition, E - {ELJ-' (€) que I:LHBLI eR ; or, par
LY

C.Q.F.D.
Il est clair que (2.2) peut s'énoncer de la fagon suivante :

Soit E un espace; R le recueil de ses glissements,

Une partie F de E sera dite ouverfe si 1z eR; on définit ainsi

sur E une fopologie (Y). Nous I'appellerons topologie nalurelle de
I'espace E.

Théoréme :

Les glissements d'un espace E sont, pour sa topologie naturelle,
des Ifluméumnrphf&mes locaur, cest-i-dire des applications bi-
continues d'un ouvert de E sur un ouvert de .

Soit A un élément du recusil B des glissements de E. () it 1°
- Qel que soit "ouy
1 de E, 15 appartient & R ; done aussi At 1AL 3 o

Or A= 15. A cs_t visiblement 'opérateur identique sur I'image réciproque
de [1 par A, qui est qunu un ouvert. Ainsl A est continu (voir Bourbaki) ;
son ensemble de définition, que 1"on obtient en faisant £ = E, estun ouvert,

:ic;:-llme A jouit des mémes propriétés, A est biem un homéomorphisme
] C.Q.F.D,
— So0it E un espace; nous appliquerons directement & E la ter-

minologie de sa topologie naturelle : E peut tre, ou non, séparé
compact, nermal, connexe, ete, '

Supposons inversement donnée une topologie T d'un ensemble
E; on peut se demander s’il existe une structure d'esface sur

() Voir Bovanak, Topologie Générale, Livee ITT, Chapitre I
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admettant T comme topologic naturelle. La réponse est donnée
par I'énoned suivant, que le lecteur wérifiera aisément ;

Soit T une topologie de I'ensemble E.

Les homéomorphismes locanx de E forment un recueil; c'est le
plus grand recueil admettant T pour topologie naturelle.

Le plus pelit recueil ayant cetle propriété est constitué par l'en-
semble des 1, £ étant ouvert dans E.

Exemples : Considérons la structure d'espace définie sur un
ensemble E par un groupe de permutations de E; on vérifie
immédiatement que la topologie naturelle est non séparée : les
senls ouverts de E sont E et I'ensemble vide,

Inversement, soit E un espace dont les seuls ouverts soient E
et l'ensemble vide; si un glissement A de E n’est pas impuissant,
som ensemble de définition et son ensemble de wvaleurs ne sont
pas vides; ecomme ce sont des ouverts, il coincident avee E;
A étant régulier, est une permutation de E; l'ensemble G de ces
glissements est clos pour la multiplication et linversion; d'oi
le théoréme :

Soit E un espace ; les deux conditions suivantes sonl équivalentes :
{a) Les sculs ouverts de E sont E et & ;

{0 Le recueil des glissements de E se compose d'un groupe de
permutations de E et de 'opérateur impuissant.

— Considérons un groupe « abstrait » G; on sail que 'on appelle
homomorphisme de G une application H de G dans un groupe (',
telle que H(X | Y) = H{X) T H(Y), en désignant respeclivement
par | et T les lois de composition de G et G'. Il est clair que H
transforme 'élément neutre de G en "élément neutre de G', que
H{X-") = [H{X)]*; que val (H) est un sous-groupe de G'; on
sait que 'image réciprogque par H de I'élément neuntre de G° est
un sous-groupe distingué de G, appelé noyaun de H, et que le
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groupe val (H) est isomorphe au groupe quotient de G par ce
noyai.

Si G' est le groupe des permutations d’un ensemble F, nous dirons
que H est une représentation du groupe G. En d’autres termes,

Une représentation H est un opérateur défini sur un groupe G,
tel que

[{X) = permutation de I'ensemble F

X, YeG] =
H(X 1Y) = H(X).H(Y)

Nous dirons que I est 'espace de la représentation.

Exemple : 5i on pose, dans un groupe gueleonque G,
T (NY)=X1Y.

T, est une représentation de G, ayant (G pour espace; les opéra-
teurs T,(X) s'appellent franslations d gauche ; on définit de méme
les translations d droite T,{X) par la formule T, (X}Y) =Y | X-;
T, est aussi une représentation de G sur 'espace G.

En comparant avee (2.6), on voit done que toule représentation
H d'un groupe G sur un ensemble E donne & E une structure
d'espace (les glissements de E étant les éléments de val (H) et
I'opérateur impuissant); en particulier, fout groupe G posséde une
structure d'univers, définie per le pré-recueil des ifranslations d
gauche (resp. @ droife).

— Soit E un ensemble muni d'une topologie T et d'un groupe
G de permutations eontinues pour la topologie T.

1l est clair que les produits A.1;, oil A est un élément de G et 2
un ouvert, forment un pré-recueil ; on donne ainsi 4 E une structure
d’espace; on peut vérifier que la topologie naturelle de E “cofn-
cide avec la topologie donnée T, et que les éléments du groupe G
sont des glissements de E; le recueil ainsi construit est d’aillears
le plus petit qui ait ees deux propriétés.

238) |
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— Considérons un espace E; le recueil R de ses glissements;
une partie quelconque F de E. Définissons I'ensemble By en posant :

[B e Rg] < [il existe A, dans R, tel que B=1z.4=A4.14]

Il est immédiat que les produits et inverses d'é¢léments de Ry
sont encore des éléments de Ry, done que Ry est un pré-recueil ;
que les ensembles de définition des éléments de Ry sont des parties
de F, et que 1; € Ry (il suffit de prendre A = 1g) : ainsi F est
I'espace du pré-recueil Ry :

1l résulte immédiatement de (2.8) que l'ensemble de définition
d'un élément de Ry est l'intersection de F et d'un ouvert de E;
il en est de méme pour les bornes supéricures d'éléments de Ry,
donc pour le recueil R’y engendré par le pré-recueil R (voir
(1.21)).

Inversement, si £ est un ouvert de E, IR, et la formule
lany = 1g.1g = 1y.1, montre que 1g a g € By, donc que anF
est ouvert pour la topologie naturelle déduite du recueil Ry
En résumdé :

Soit E un espace, It le recueil de ses glissements. Nous appelle-
rons sous-espace de E toute partie F de E, munie de la structure
d'espace définie par le pré-recueil Ry (formule (2.8)).

— La topologie naturclle de F est induite par celle de E; ce qui
signifie que les ouverts de I sont les intersections de IY el des
ouverts de E.

Exemples de sous-espaces :

— Soit U un univers; toute partie F de U posséde une structure
de sous-espace ; mais F n'est pas nécessairement un sous-univers.
Ainsi, si U est I'espace ordinaire, muni du pré-recueil (x des dépla-
cements, les sous-univers de U sont I'ensemble vide et les classes
de transitivité des sous-groupes de G (exemples : les sommets
d'un polygone ou d'un polyédre régulier; une droite ; un plan;
un cercle; une sphére; un cylindre; une hélice; etc.).
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— Le cas d'un sous-espace ouvert mérite une mention particulidre

Seit F un ouwver! de I'espace E, considéré comme sous-espace da I2.

— Les glissements de F sont les glisscments A de E qui vériflent
def (A)cF  wal(A)cF

— Le recueil des glissements de F est aussi 'ensemble des 15,4 15,
A désignant un glissement queleonque de E,

— Les ouverts de F sont les ouverts de E contenus dans F.

— 8i E est un univers, F est aussi un univers (1) .
Théoréme :

Soit E un espace; R le recueil de ses glissements; P; une famille
dopérateurs tels que

def (P,) cE ; [val (PHOE = @3

appelons E' la réunion des val (P;); posons § = E U E’,

1) Alors les conditions &, ), % ci-dessous sont équivalentes :

(2} les P; sont réguliers;
(& PP, e R quels que soient j ot k.

Il existe un recueil & tel que
{a) Uespace de R est &,
< 4 (b) les P, appartiennent 4 #;

{¢) E {muni du recueil R) est un sous-espace ouver! de &
\ (muni du recueil R).

{4 Le signe & significra « le lecteur vériflera alsément que s,
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L'ensemble 7 des opérateurs qui se meltent sous 'une des
quatre formes suivantes
v A, P,A , AP/ , PLA.P,'[AcR]

. forme un pré-recueil, d’espace &.

2) 5i ces conditions sont vérifiées, on a :

! {a) Tl existe un seul recuecil M wérifiant  ; c’est le recueil
engendré par T ;

(b ce recucil donne & & une structure d'espace telle que E',
comme E, est un sous-espace ouver! de §;

& ¢ () pour qu'un opérateur régulier B, appliquant une partie
de E' dans E', soit un glissement de E, il faul et il suffit
que

P,7*.B.P, e R quels que soient j et k, ou que
B =supfP,.AL. P , ApeR
ik

Démonstration :

o=

Si les P; apparliennent an recueil ®, ils sont réguliers et Pyl Py ef;
comme del (P71 P,) et val (P;~'. ;) sont contenos dans E, les Py~ Ty sont
des glissements du sous-espace ouvert I (th. {2.10)), donc des éléments
de B, &)

C.OLF.D.

e = U0

Puisque les val (P} NE sont vides, les opérateurs AF; et Py7LA sont
impuissants (s A € R); on pent alors constroire la toble de Pythagors de

Ty :

(1} A et B désignent des éléments de 7 ; Vopératenr Impulssant est noté — on a posd
Cpw = Py~t Py les facteurs mis entre crochets sont done des éléments de B.
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A P,.A AP P, AP,

B B.A - [B.A].P; =
 PLB ;._[ET] B P
"B.P~ | — | [BCwAl | — | (B.Gy.ALP
P8P — |P.B.CoAll — Py.[B.Cyy. AP,

qul montre que T est bien un pré-recueil (les inverses d'éléments de T
étant visiblement des éléments de §); & Uespace de T est E.

C.Q.F.D
7= O
Appelons R le recueil engendré par T (th. 1.20); alors

a) l'espace de A est égal & celul de  (fin du § 1), done & &;
by les Py, qui appartiennent visiblement & T, appartiennent 4 R ;

¢) comme 1z e T, ensemble E est ouvert dans & (2.3); le recueil des glis-
sements de E, considérd comume sous-espace ouver! de &, est constitué des
T tels que I' ¢ R, def (IDCE, val (IMCE (th. (2.10));

par définition due recueil engendré (1.21), il existe des T'; tels que
T = sup [Ty, Tyed;
on a done dﬂ{[‘,]::dft(l‘}t:;, val(I',)Cval{I)CE, et par suite
Ty 1.y lg;

en utilisant la table de Pythagore de T, on volit que I'; @ R ; T est done une
borne supérleure réguliére d'éléments du recueil R ; par suite T' e R (1.19).

— Réciproquement, Loul élément de R appartient 4 T, done & 5.
C.Q.F.D.

Démaonstration de & :

(@ a).

1} On vient de voir que le recuell R engendré par T vérifie ¢ ; soit réclpro-
quement #' un recuell wérifiant ¢ ; ( e et b) montrent que BER,
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P, e f', done que TCR'; M étant le plus petit recueil contenant T (th.
1.21), on a done RCR'".

2) Soit T un élément de R'; d'aprés ($, a), on a T = 1. T.1g; comme
1g est Ia borne supérieure de 1, et des P, P (qui peavent d'ailleurs
s'éerire Py 1y 17", T est la borne supérieure des opérateurs compatibles
suivants (th. 1.16)

g 15.0.15

Py lg. Py i1

1g. I'"Py. 1. Pyt

Pig. Pyt DL Py 1p. Pyt
Dans chacune de ces expressions, le facteur de la forme 1g - -+ 1p est un
élément de R, done de ®($, ¢); la comparaison aves %7 montre que les

opérateurs écrits appartiennent tous & T; I', qul est borne supédricure
réguligre d'éléments de T, appartient & R ; d'od R'CH.

C.O.F.D.
(&, B}

La formule 1g' = sup [Fy. P montre que 1g' € R, donc que E' est
ouverl.

(&g, €)

1) Soit B un glissement de E', done un élément de M ; alors P2 B.P,
est un élément de M dont les ensembles de définition el de valeurs sont
conlenus dans E, donc un élément de H.

2} Si B est régulier, appligue une pa.rtie de E' dans E', et si les
Ay = ]", 1. B. P, appartiennent & I3, on
B = lp.B.ly = E'IFIP PLBUP,. P v7'] = sup [Py Ap. Py
ik

HSB= sup [Py Ay P. 1], B est borne supéricure réguliére d'¢léments
de R, u:lonr. élément de R, donc glissement de E'.

— Ce qul achéve de démontrer (2.11).
Indiquons pour terminer l'important lemme suvivant :

Soit E un ensemble ; T un ensemble d'indices; Cj; une famille
d'opérateurs {j, k e I).
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Alors les conditions » et §7 suivantes sont équivalentes :

Il existe des opérateurs réguliers P; tels que def (P)) cE, et

&y que
Cyp =P, 1P, (quels que soient f, k)

quels que soient j, k, [:

{a) C;; = 1g, (E; est une partie de E)

(B) Ej-l: régulier, [C-Jlg]_i = ':1;';

L) €5 Gy < Cp

b Q=1

2) Suppoesons U7 ; appelons E* I'ensemble des couples (;),tals quefel,

X € E;. Définissons sur E* la relation ~ par

() ~(3) = x-oe

{a) montre alors que ~ est réflexive, (&) qu'elle est symétrique, (¢} qu'elle
est transitive; si 'on appelle PyX) Ia classe de (;{) suivant cette rela-
tion [d'ot déf (P} = E;], on aura donc
[PAX) = PUY)] <= [X = Cu(Y)]
d'of 'on dédoit immédiatement que les Py sont réguliers, et que
Cp = PPy

C.Q.F.D.

§ 3 Structure globale

Soit ® un opératenr régulier. Nous appellerons fransmuté par @
de l'opérateur A (resp. de la famille d’opérateurs A)) 'opérateur
@ A D (resp. la famille d'opérateurs @ A, &Y,

ISOHDRPHISHE

& 3 STRUCTURE GLOBALE a7

E et E' étant deux espaces, nous appelleronsfisomorphisme|de E
a E' tout opérateur régulier &, tel que def () = E, val (d) = E’,
et que le recueil R' des glissements de E' soit transmuté par @
du recueil R des glissements de E.

& l'opérateur 1y est un isomorphisme de E & E; si & est un iso-
morphizme de E a4 E, @' est un isomorphisme de E' 4 E; si @
et ¥ sont des isomorphismes de E &4 E' et de E' 4 E", V. est
un isomorphisme de E 4 E*; d'od I"énoncé :

Deux espaces E et E' sont dits isomorphes s'il existe un iso-
morphisme de E & E'; cette relation est une dquivalence enfre
espaces ; la classe d'un espace E suivant cette relation s'appellera
structure globale de E.

— 11 est clair que tout isomorphisme d'espace est aussi un iso-
morphisme pour la structure topologique, c'est-d-dire un opéra-
feur biconfimu; on le vérifie directement en remarquant que le
transmuté par @ de 15 est l'opérateur identique sur l'image
de 0 par @, et que par suite P translorme (comme son inverse)
les ouverts en ouverls,

— MNous appellerons glissements globaux d'un espace E les glisse-
ments A de E tels que def (A) = val(A) = E; ce sont des per-
mutations de E, qui forment un groupe (axiomes de pré-recueils).

Si B est un glissement queleongue, A un glissement global, A B A
et A-1.B.A sont des glissements (axiomes des pré-recueils); done
A transmute en lui-méme le recueil B des glissements de E :

Les glissements globaux de 'espace E sont des isomorphismes de
E & E (on dit aussi des awlomorphismes de E).

Les automorphismes d'un espace E forment un groupe de permu-
tations de E; les glissements globaux en forment un sous-groupe
distingué.
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Soit E un espace; © un opérateur régulier tel que def (®) = F.
& le transmuté par @ du recueil R des glissements de E est un
recueil, d'espace E'; par suite :

5i @ est un opérateur régulier, appliquant un espace E sur un
ensemble E', on peut donner 4 E' une structure d'espace telle
que @ soit un isomorphisme de E 4 E".

§ 4  Structure locale

Soient I et E’ denx espaces; R et R’ les recueils de leurs glisse-
ments. On appellera isomorphisme local de E 4 E' tout opérateur
régulier @, appliquant une partie de E dans E', el que
{a)  transmute les éléments de R en éléments de R
(b) ©' tramsmute les éléments de R’ en éléments de R.

En particulier, on voit que @®.15.®! = 1, = R’, done que
val (@) est ouvert dans E', et de méme que def (®) est ouvert
dans E.,

En se reportant & I'énoncé (2.10) relatif aux sous-espaces ouverts,
on constate alors que @ est un isomorphisme du sous-espace ouvert
def (9) au sous-espace ouvert val (@); & la réciproque est vraie,
de sorte que :

E el E' étant deux espaces, les isomorphismes locouz de B 4 Ef
sont aussi les isomorphismes d'un sous-espace ouvert de B 4
un sous-espace ouvert de E’,

— Boit A un glissement quelconque de l'espace E; quel que soit
le glissement B, il est elair que A B A-! et A~ B_A sonl des
glissements, donc (définition 4.1) que A est un isomorphisme
local de E & E; ainsi :

On appelle aufomorphismes locaur d'un espace E les isomorphismes
locaux de E 4 E; tous les glissements de E en sont.
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Soient @ et 'V deux avtomorphismes locanx d'un espace E. Il
est clair, si A est un glissement, que ¥. A %! est un glissement,
donc aussi

DLFAN O = [DFLA[BF], et de méme [GF]LA[DW].

Ainsi ©.9" est un automorphisme local; la symétrie de 'énoncé
(4.1) en @ et &' monlre que @' esk un automorphisme local.
Compte tenu de (4.3), on peul énoncer :

Les automorphismes locaux d'un espace [£ [orment un pré-recued,
d'espace E, qui contient le recueil des glissements.

Bien entendu, le pré-recueil des automorphismes locaux engendre
un recoeil (voir 1.21), done une struclure d'espace, et une topo-
logie ; les ouverts de cette topologie sont les réunions d'ensembles
de définition d’automorphismes locaux, qui sont tous les ouverts
de I pour la topologie initiale (voir 4.2 et 4.3); done :

La topologie naturelle pour le pré-recueil des automorphismes
locaux est la méme que la topologie initiale (définie par le recueil
des glissements).

Les éléments d'un pré-recueil étant bicontinus pour leur topologie
naturelle {théoréme 2.4), on voit qoe :

Les automorphismes locaux d'un espace 12 sont bicontinus pour
la topologie naturelle de E,

ce qui peut d'ailleurs se wvérifier directement, ou se déduire du
fait que ee sont des isomorphismes (globaux) de sous-espaces
ouverts,

Exemple 1 :

Soit E un ensemble muni d'une topologie T ; on a vu (2.5) que les
opérateurs identiques sur les ouverts de E forment un recueil R;

-



e
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6 les automorphismes locaux de E sonl les opérateurs bicontinus
d'ouvert 4 ouvert (« homéomorphismes locaux #). Ils forment
donc un recueil R* (th. 2.5) qui engendre aussi la topologie T.

Exemple 2 :

Munissons maintenant E de la structure d'espace définie par le
recuell B'. On sail que les automorphismes locaux forment un
pré-recueil P, qui contient le recueil R’ (th. 4.4), ¢t que le recueil
R” engendré par P définit sur E la méme topologie T que RS
(th. 4.5). Comme B’ est le plus grand recueil définissant la topo-
logie T (th. 2.5), on a R'cPcR*cR', d'oil P =R': il n'y a pas
dans ce cas d'autre automorphisme local que les glissements.

Exemple 3 :

Considérons la droite réelle R, et l'ensemble P des operatenrs
définis sur un intervalle ouvert, et qui v coincident avec une trans-
lation. & P est un pré-recucil; & 'opérateur F [F(z) = 2z pour
x = 0] appartient au pré-recueil P' des automorphismes locaux de
la droite, ainsi que I'opérateur G [G{x) =z pour = = 0]; mais P*
n'est pas un recueil ; en effet, & sup (F, G), qui est régulier, n'est
pas un automorphizsme local,

Remarques :

Les automorphismes locaux d’un espace E, qui constituent un
prérecueil (th. 4.4) peuvent constituer un recueil (exemples 1
et 2), ou non (exemple 3). Ils peuvent opérer transitivement sans
que les glissements le fassent (exemple 1, en prenant E = R,

Nous dirons qu'un espace E est parfail s'il n'existe pas d'autre
automorphisme local que les glissements.

Nous avons rencontré des cas d'espaces parfaits {exemple 2) et
d'espaces non parfails (exemple 3.

Un autre cas intéressant d'espace non parfait est celui de I'espace
de Minkowski, si on admet la » non conservation de la parité »,

ok iaa e

e

(4.8)
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c'est-d-dire qu'une symétrie dans un miroir n’est pas un glissement.
En effet, les miroirs sont visiblement des automorphismes de cet
espace; les homothéties sont d'ailleurs, elles aussi, des aufo-
maorphismes de U'espace de Minkowslki (%)

— Considérons I'ensemble des couples (E, X), oit £ est un espace
el X un point de E, et la relation ~ définie entre ces couples par

- SPrr Il existe un isomorphisme local & de E 4 B
(B X) ~ (X)) = | . ]

tel que (X)) = X'

& cette relation est une équivalence; nous appellerons sirociure
locale de E gu point X la classe de (15, X) suivant ~; en d'autres
termes

La relation {4.8) pourra aussi sénoncer : «la structure locale
de E au point X est la méme que la structure locale de E' an
point X7 s,

Considérons maintenant deux points X et ¥ d'un univers U;
par hypotheése, il existe un glissement A tel que A(X) = Y (2.1);
A est un autorphisme local (4.3); on a donc (U, X) ~ (U, ¥) :

La structure locale d'un univers U est la méme en tous ses points;
on l'appellera sfruclure locale de T,

Remargue : un espace E pent avoir méme structure locale en
tout point sans étre un univers; (ainsi B* muni du recueil des
opérafeurs identiques sur les ouwverts): il faut et il sullit pour
cela que E soit un univers pour la structure définie par le pré-
recueil de ses automorphismes locanx.

Considérons maintenant deux univers non vides U ebf V; nous
dirons que U et V sont localemen! isomorphes s'ils ont méme strue-
ture locale en tous leurs points; il faut et il suflit pour cela qu'il
existe un isomorphisme local non impuissant de U a4 V: cette

)y WValr el-dessons (38.11).
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relation est évidemmenl une équivalence sur 'ensemble des
upivers non vides,

Exemple : soit ¥V un ouvert de 'univers U5 il est clair que 1y
est un isomorphisme local de U 4 V; done

Tout univers 4 méme structure locale que ses ouverls non vides
(considérés comme sous-univers, voir (2.10)).

= Soit maintenant X un point d'un unlvers parfait U V un univers
Incalement isomorphe & 17; @ un autemorphisme local de V; Y un point
de déf (@),

u

La strocture locale de 17 en X est la méme que celle de V oen Y ; il existe
donc un isomorphisme local de U & W, 'F, tel que T{X) = Y.

V étant un univers, il existe un glissement A de V tel que A{Y)} = I Y).

b 8 =" AL . est un automorphisme Iocal de U, conservant le
polnt X ; c'est done un glissement de U, pulsque U7 est parfait. Son trans-
muté par Uisomorphisme local 7 est un glissement de V; donc aussi son
produit par le glissement A, soit B=A V. 8. =L - 0. Lo -
AE et W étant des isomorphismes locaux, lenrs ensembles de wvaleurs
sont des ouverts; @ dtant bicontinu, B est done la restriction de @ 4 un
ouverf, qui contient wvisiblement ¥.

Ainsi, lopérateur régulier @ coincide avers un glissement dans un voisinage
de tout point Y de son ensemble de définition ; ¢'est done un glissement
{volr le § 2); & étant un automorphisme quelcongue, V est parfait :

Tout univers localement isomorphe 4 un univers parfait est par-
fait.
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On peut dire si U'on veut que la perfection d'univers est une pro-
priété locale.

§5 Passage du local au global

Probléme :

Soient U, et U, deux univers non vides; R, et B, les recueils de
leurs glissements.

1) Existe-t-il sur leur réunion U une structure d'univers telle
que U et Uy en solent des sous-univers ouverts 7

2 Le recueil B définissant une telle strueture est-il unigue 7

Le probléme se traite de fagon différente suivant que lintersec-
tion V de U, et U, est vide on non.

{a) Supposons V =1, N U, non vide.

Pour que le probléme (5.1) ait une solution, il est nécessaire et
suffisant que V soit ouvert dans U, et dans Uy et que les restric-
tions 4 V de R, et de B, soient les mémes,

La solution est alors unigue; B est le recucil engendré par le
pré-recueil des produits finis d'éléments de R, et de R,

{b) Supposons U, ¢t U, disjoints.

Si le probléme a une solution, U, et U, sont localement isomorphes, eomme
sous-pspaces onverts d'un méme univers (4.11); il existe done un isemor-
phisme local non impuissant @ de U, a U,

A étant un glissement de U, posons
P, =hA.®

P, est régulier; P, Py = @1 AL B, ¢ est un glissement de U, (4.1);
on peut appliquer le théoréme (2,11} ; il existe un recueil B, défind sur U, U,
{car la réunion des val (P,) est égale & U, U, étant un univers), qui con-
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tient les P, et qui admet £, et U, comme sous-espaces ouverts. Montrons
que la restriction de B &4 U, coincide avec R,

— Hoit € un élément de K,; on a pour tout A et B dans R,
P, L.C.Pg = P LALCRB. TR,
puisque @ est un isomorphisme local ; done C e R (211, g

— Spit C un éément de R tel que d&f{CSU,, wal (C) S U, ; alors il existe
des éléments C,y de B, tels gque

C=sup(P,.Chp. P (211, i)
Ay B
d'oll C = sup[A.®.Cyp. ®-1.B-1.
n

&,
@ étant un isomerphisme local, les @, C, g, @ appartiennent 4 R, comme

les A et les B; © est borne supérieure réguliére d'éléments de T, done
élement de Hg

Enfin, &4 R donne une structure d*univers & U = U,U Uy, Done :

Supposons les univers U, et U, disjoints.

Pour que le probléme (5.1) ait une solution, il faut et il suffit que
U, et U, sodent localement isomorphes.

— Supposons que la solation du probléme soit unique; le recueil B ne
dépend alors pas du cholx de lsomorphisme local € ; comme il contient
visiblement @, tout isomorphisme local de U, & U, appartient & K.

Soit ¥V, ensemble de définition de Pisomorphisme local @ cholsi initiale-
ment ; ¥, est un ouvert de LI, (4.2), done un sous-univers ; soit *F un aulo-
morphisme local de V. I est clair que @ est un isomorphisme local
de U, 4 Uy, done un élément de B ; par suite aussi son produit par élément
Ot de R, soit €1 0. = 1¢,.71" = T\

Alnsi tout automorphisme local ¥ de V) est un glissement ; V', est parfait,
done anssi les univers localement isomorphes U, U, U, (th. 4.12).

Supposons inversement les espaces Uy et U, localement isomorphes ef
parfaits.

Le probléme (5.1) admet wne solution (5.3}, définie par un recuell I ;
I'ezpace 17 ainsi construit est parfait (4.11, 4.12) ; les isomorphismes locaux
P; de U, & U,, notamment, appartiennent 4 H; par suite B vérifie les
conditions ¢ du théoréme {2.11); (2.11 ¢ a) permet d’énoncer :
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{Snite) — Pour que la solution du probléme {5.1) soit unique, il faut
et il suffit que U, et T, soient parfaits.

Dans ces conditions, le recueil R des glissements de U est engendré
par le pré-recueil des isomorphismes locaux de U, a U, (3, 2 & {1, 27}

__ Donnons-nous une structure locale d'univers, celle d'un uni-
vers non vide U, que nous appellerons univers-fype.

MNous allons chercher les structures globales de tous les univers
ayant méme structure locale que U; ¢'est-d-dire un algorithme
permettant d’obtenir un univers globalement isomorphe & tout
univers V localement isomorphe a U

Soit V un univers localement isomorphe & U; nous pouvons {par
un isomorphisme global, théoréme (3.6)) supposer V disjoint
de U; puis donner & W = U UV une structure d'univers, admet-
tant U et V comme sous-univers ouverts (th. 5.3).

Appelons carles les glissements de W qui appliquent une partie
de univers-type U dans V; aflas un ensemble de cartes dont les
ensembles de valeurs recouvrent V (il en existe, par exemple
I'ensemble de toutes les cartes). Désignons par P, les cartes d'un
atlas {j parcourt un ensemble d’indices bien choisi) et appelons
C; les « changeurs de cartes »

':jk = Pi_l.P?‘
Ti résulte immédiatement des théorémes (2.11) et (2.12) que :

Les C sont des glissements de U;

C;; = 1g, E, étant un ouvert de U;
Cou = Cyy3

Cp- L2 Gy

— Réplproquement, donnons-nous un ensemkble d'ouverts E,; de U7 {non
tous vides) et de glissements Cj, de U vérifiant (5.4) ; il résulte du lemme
(2.12) qu’il existe des opérateurs réguliers Py, définis sur Tes E,;, tels que
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Gy = Py L.Py; les conditions « de (2.11) sont vérifiées ; il existe done
un recueil &, admettant pour espace la réunion Wde Uet de V = | val( P}
T

tel que U et V soient ouverts dans W, et que les P; appartiennent & .
Alors & W oest un univers, U et V sont des sous-univers ouverts, loealement
isomorphes ; les Ty sonl des cartes de ¥, qui forment un atlas,

— Supposens que V et V° solent deux univers localement isomorphes &
U, et qu'ils posstdent des atlas Py et Py admettant les mémes changeurs
de cartes :

PjL.Py = PP quels que solent j et k.

Alors & les opdrateurs P P! sonl compatibles, lenr borne supérieure
est un isomorphisme global de V a4 V'; d'ol "dnoncé :

Les rvelations (5.4) sont nécessaires et sullisantes pour que les
Cj soient les changeurs de cartes P,~'. P, d'un atlas P, d'un uni-
vers localement isomorphe 4 l'univers U;

St un atlas P; d'un univers V et un atlas P'; d'un univers V' ont
les mémes changeurs de cartes Cy, V et V' sont globalement iso-
morphes.

— Nous avons bien résolu le probléme posé, appliquant "ensemble
des solutions de (5.4) sur I'ensemble des structures globales d'uni-
vers localement isomorphes & U (mais le probléme de savoir si
deux familles distinctes de changeurs de carte délinissent ou non
la méme structure globhale est difficile).

Exemple :

— Soit A un glissement de l'univers U, On vérifie les relations
(5.4) en posant Cy; = Cg = ly; Ciy = A; Gy = A1 On définit
ainsi une structure globale, que 'on peut se représenter en ima-
ginant deux univers U, et U, isomorphes & U, et en collant le
point X de U, sur le point A(X) de Uy, Si on prend A = 1, &
étant un ouverl ayant un point frontitre X, on obtiendra un uni-
vers non séparé (les. points P(X) et Py(X) sont distincts, mais
tout woisinage de 'un coupe tout voisinage de 'autre), méme
8'll est localement séparé (c'est-d-dire localement isomorphe 4 un
univers séparé U).




