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ADVERTENCIA

ESTE NO ES NI UN TRATADO, NI UN CUKSO.

ES SIMPLEMENTE LA HISTORIA DE ANSELMO LANTURLY
Y DE UNO DE SUS VIAJES AL PAIS DE LA GEOMETRIA.

LEER DE PREFERENCIA CON:

MUCHA ASPIRINA S =

UNA CUERDA

UNAS TIJERAS

CINTA ADHESIVA

UN GONIOMETRO

Y UN LINDO GLOBO

BIEN REDONDO...



[LA SOCIEDAD EUCLIDES & CIA. NACIO EN ALEJANDRIA,
EN EL TERCER SIGLO DESPUES DE CRISTO, Y DURANTE
MIL DOSCIENTOS ANOS SUS NEGOCIOS PROSPERARON.
SUS PRODUCTOS ERAN APRECIADOS POR UNA
CLIENTELA SATISFECHA Y FIEL.
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PeRro POCO A POCO LOS GUSTOS DE 108

CLIENTES CAMBIARON.

ALEUNOS DE ELLOS, SEGUIDORES

INCONDICIONALES DE LA EMPRESA, COMO

RESULTADO DE CURIOSAS EXPERIENCIAS,

COMENZARON A PREGUNTARSE:

";SERA SIEMPRE Y EN TODAS PARTES

EUCLIDES EL MEJOR?".

ES LA HISTORIA DE UNO DE ESTOS LA QUE
— VAMOS A CONTAR AQUL
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p R
[P @ @L@@ % Un dia, Ancelmo decidio extender una cuerda

entre dog estacas.

Esta cuerda representa la distancia mas corta
entre dog PUNTOS A y B

En lenguaje erudito es lo que
llamamos una GEODESICA



con tres GEODESICAS,

Con tres cuerdas extendidas, es decir \/ VC”'@

Poniendo su gonidmetro en cada vértice del

L O, ~

TRIANGULO, midi6 los 4anqulos A, B, C,
y caleuld su cuma,

: Sequn el excelso teorema de la
T sociedad Euclides & Cia, dicha

suma vale 180°.




El mundo én el que vivia Angelmo permanecia
siempre nublado, tanto asi que uno no distinguia
la punta de la propia nariz y podia llegar incluso a
sonarse con la nariz de otro.

M. rj /Qué hay i uno va LEJOS? ﬁ

¢Qué <e esconde tras ecta niebla?
Una GEODESICA es una LINEA RECTA.
/Y i caminara siempre EN LINEA RECTA
enfrente mio, lo ma¢ LEJOS pogible?

¢Si explorara el ecpacio para :ei?—J

Voy a extender bien
mi GEODESICA

Angelmo camind por largo tiempo...
Detras suyo la cuerda se desenrollaba tan
bien extendida que eliminaba cualquier
incertidumbre en su marcha a travée de la
bruma: habia fabricado una GEODESICA
impecable.

—




Bueno, no <€ i lo han notado, pero hay dias
en que todo parece marchar al revés.

iPero <1 eg
mi estacal

Puesto que ain le quedaba cuerda, Imperturbable, decidi6 continuar

Angelmo decidio aclarar extendiendo su cuerda siquiendo hacia
Z: lag cosas. adelante en LINEA RECTA, lleno de
% curiosidad.

I
Nallas = e

La RECTA de Anselmo se cerraba

Otra ves mi sobre i mismal
| Z Inl

misma estacal




el
(Ensagemos con un teorema de la caca
Euclides. Trazaré tres GEODESICAS
de iqual longitud y eso me dar2 un
TRIANGULO con tres anqulos de 60°
¢cada uno, y su suma 180"

Q esta escrito en este folleto
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Aqui estd mi sequndo
vértice B, Para encontrar
el tercero, ¢blo tengo que

> extender dog cuerdag
mag

jLos angulos son iquales, pero
miden ¢ada uno mag de

jEstoy sequro de que su suma
da mas de 180’




L
y jCon la ayuda de la regla <obre el suelo he verificado

— que las cuerdas eran realmente RECTAS!

— T

A0, con la firma Euclides?
Mire, tengo algunas dificultades con
su material

Un sequndo, voy a transferir su
llamada al servicio tecnico

¢ Problemag con nuestrog tridngulos?
Increible. jPor qué no ensaya Ud. con nuestros circulog?
Nuestrog clientes estan muy satisfechog con ellog

.. Entonces un circulo es el conjunto de puntos que se
encuentran a una misma distancia L de un punto fijo

T\

N ;Dice que el perimetro es 2nL, y el area nL??

/{‘\{\’( Listo, lo tengo

/ B
- /
o S ()) L
’)\ Siempre

a cug Ordenes
—~
[




Para medir un AREA, use el teselado Euclides. \
Para un perimetro, la malla Euclides es el mejor
material en el mercado.
La satisfaccion de nuestros clientes
es nuestra mejor carta de presentacion
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jBuen comienzo!
iMe sobran algunas

Voy a medir el perimetro con
la ayuda de su malla metalica
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By AN ) iTambién me sobra
N {v%\ malla metslical
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(A0, con Euclides & Cia.? iSi, soy yo otra vez!
iTengo un reclamo sobre su teselado y su malla
pues 2nl y nl? no funcionan como Ustedes dicen!

¢ : N 37
g:_-“'a—?‘:?""qr Por favor no grite de esa manera, sefior. ,‘
R '

S Yo <tlo <oy la secretaria. Lo voy 2 X0
Ko ”“: comunicar con el departamento técnico "“
TN i KK
NoSels: 3 : - %
R A RS IELINK,

iNo, no! jLas tabletac estan bien puestas, mi radio
esta bien recto y la malla estd bien colocada sobre la

I
\ CIRCUNFERENCIA!

Sefior, créame que seria la primera vez que eso
ocurre. Trate nuevamente y no e enoje.
Ud. sabe que nuestros teoremas estan garantizados

VYA Npg\ Angelmo continud con ¢u exploracion,
| aumentando cada vez el radio L de su circulo.

— % Pero las discrepancias <e hacian cada vez

T s Ay
RSN .
::0;0:0‘0,0.:@3:.:&! EE mag importantes.
&s?&‘.&‘of}o.g‘!—“o.%f- W
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iRayos! Tengo ahora 36% mas de

malla y 1 9% mas de tabletas y el
circulo que he trazado se ha

convertido... en una RECTA!

,'Por todos log cielos
que esta regla esta
ien RECTA!

."/ e

s

Ancelmo aumenta una vez mag el
radio L, y esta vez..

,'La curvatura de mi circulo

e ha invertido! iY ahora, cuando

el radio L, el PERIMETRO
dieminuye! {Es cosa de locos!

R
i

w&&?&h’o‘t '

-
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Después de un ultimo ensayo de pavimentacion:

XY iHe quedado
encerrado adentrol.,) —_

o\

5 QUE FUE LO QUEB PASO

Para saberlo, disipemos lag nubes.

Anselmo se da cuenta ensequida de que estd sobre
una esfera, a la que ha aplicado las reglas de la
GEOMETRIA del PLANO.

13



QF\O G@;o ¢omo hizo Anselmo para trazar RECTAS cobre
' la superficie de una esfera? jEco no tiene sentido!

Mi querido amigo, ;a qué llamas una
O’ja recta? Si es la distancia mas corta
entre dos puntog, entonces también

xmten RECTAS sobre una esfera

La nocién de geodésica
/ (la linea de distancia mag corta)

iDebe ser
una trampal

no eg exclusividad del PLANO

1ende un elastico
entre dos puntos
de una esfera

iHas obtenido una
GEODESICA!



a ¢De qué me estac hablando?
S jEsa cosa no es una RECTA!
ﬂ;s toma esta regla
\

y verificalo
td mismo!

A esto le llamas

una regla? Es una REGLA para SUPERFICIES. Mira, en

el PLANO funciona muy bien, No permite
torcerse ni a la derecha ni a la izquierda

P}qm\é

Vaya «i eg extrafia tu regla..
TOK
/;%\ {

7

¥

El hecho estd en que cuando Anselmo
traza su geodésica, ésta se cierra sobre si misma. ,Entonces las geodésicas
en una esfera no <on otra co<a que circunferencias?

TN
@ Todag lac lineas mag cortag entre dos puntos sobre
( una esfera con partes de curvas geodésicas cerradas,
) la¢ cuales son circunferenciag trazadas <obre la esfera.
@ iPero no cualquier tipo de circunferencial

15



/Pero qué demonios es toda esta historia?
Me parece que juegas con las palabras. ;Quieres decir
que sobre una esfera existen varios tipos de circunferencias?

iSanto cielo, pensaba que entendia y ahora veo que YN
no entiendo nada de nada..! J—

Un circulo no es mas que el conjunto de puntos
situados a una distancia constante L de un punto fijo N,
al que llamaremos POLO

polo N, a los que

llamaremos
PARALELOS

/[ _ -
Estog circulog \/ , <

paralelos son L/ G Entre todos ellog existe uno, mayor que los
también los puntos 2 “Z\ demas, que puede servir de ECUADOR a la esfera

iqual distancia L' del punto S,
{A;ora <i comprendo por qué un
¢irculo cobre una esfera tiene

o "polo sur", antipoda del
=
F%% DOS centros N y S|

\_._ 'polonorte" N

e

Y

— - .
. ' 7/ Llamaremos a estos "ECUADORES" CIRCULOS

MAXIMOS de la2 ESPERA, y seran ellos precicamente

A A
-@F\_ cus GEODESICAS
( Es la primera vez que veo una GEODESICA

de cerca... jmuy impresionantel

2

W
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e Cireulo Polar Norte
En el planeta TIERRA los circulos
;%8 g MADRID .
e polares y los tropicos son paralelos.

Topico de Caneer Madrid y Nueva York se encuentran
sobre el mismo paralelo. Pero es

< sabido que este arco de paralelo
Q que las une no es la linea mas

corta, mientrag que si lo eg el

S ' "Tropico de Capricornio CIRCULO MA-XIMO
T2 % \

En mig tiempos
todo esto se lamaba

ORTODROMIA

Un TRIANGULO estara formado por tres arcos g -
extraidog, inevitablemente, de treg ¢irculog maximos. ‘_’,/

Se pueden materializar estos
trianqulos con la ayuda de cinta
adhesiva o de elasticos y medir log
angulos poniendo un goniometro
en cada vértice sobre la superficie
de la esfera.

&Cuénto vale
én ese caso la
cuma A+B+(C7

Eso depende de la
superficie del triangulo:

( En distancias cortas, la superficie de la esfera
jentre 180°y 900°!

difiere poco de un PLANO. En ege caco la ¢uma..,

T
.. €8 muy cercana \
alos 180°

17




T ) | | \
He aqui un triangulo que se puede materializar,
por ejemplo, con la ayuda de tres pedazos de elastico

Triangulo que sera,
entonces, trirectangulo
y equilatero

2
Un triangulo algo particular pues
ocupa un octavo de la superficie |
de la esfera
Y la suma de sus

anqulos A, B, € vale
jTodavia no & ~ @
has visto todo! %\

Imaginemos ahora un triangulo, formado siempre
con los mismos elasticos, en el que progresivamente
alejamog log vértices. Los anqulos en estos vértices
comenzaran a crecer, lo mismo que su suma,

Al final se puede hacer que los vértices
se inscriban en un ecuador de la esfera,

jEn este caso los angulos A B y ¢ son PLANOS,
y gu suma alcanza los 540°|.,

18



Continuando con el alejamiento de log vértices en el
otro hemisferio, el trianqulo va a converger hacia el
punto S, antipoda de N. jSi se conserva la definicion

de partida de los anqulos en los vértices, resultara
entonces que cada uno de ellog valdra mas de 180’
;S& JoHPara ser precisos, cada uno medird 360°-60'= 300"

%

TOTAL : 30 c°x 3 = J60

La circunferencia
completa representa 360°

Asi en una esfera la suma
de los angulos de un triangulo
puede estar entre

1807y 900!

- N
@gun el teorema de Gauss, la suma de los

anqulos de un triangulo trazado sobre una esfera
vale:

A+B+C =180 +3—,f,%g~2—a) grados,
Uonde R eg el radio de la esfera y A el area

del triangulo

Si el triangulo tiene un area

- pequefia (comparada con la de la

A esfera), reencontramos el resultado '
de Euclides: i

(2\\+@+a=180°)

Si, por el contrario, el triangulo tiene casi
iqual superficie a la esfera (4x3,1416xR%),
volvemos a los 900", 19



TOMEN NOTA: Dog puntos de una esfera pueden unirse mediante dog

Arcos Geodeésicos que forman UN circulo méximo. jPero

si estog dog puntos N y § son ANTIPODAS, entonces por
ellos pasa una infinidad de GEODESICASL... Dos de estas
"rectas de la esfera" definen un BIANGULO, en el que log dos
angulos y los dog lados son iguales. La suma de log anqulos
en este caso vale entonces... jcualquier cosal..

jQué nota @@ﬁ La Direccion
mag pobre..
A ,
- . ratemos ahora de comprender por qué a
o Anselmo le sobraban antes tabletas y malla
) metalica
S%é
: T
=

Peisini
S

\

@es el circulo por él trazado y (¥) el circulo que CREE trazar. El calcula el 4rea con
la formula de la geometria plana: nL” (= 3,1416). El rea real es la mitad del 4rea

de 1a esfera: 2nR” L ec un cuarto del perimetro, ec decir >nR, y el cociente entre
estas dos Areas es "/ & = 1,233, El cociente de los perimetros es ZnlL/2nR,

L con /2 =1,57. ;Si estan escépticos, ensayen envolver

iNada, una esfera con un plano!
iUn plano!

ge forman
¢/ Qué plano?!

pliegues!




Hasta que Anselmo no alcanza el ecuador de la
ecfera, la CONCAVIDAD de <u circulo le parece
normal,

Este circulo es un paralelo,

una GEODESICA, es
decir un CIRCULO
MAXIMO de la esfera.

< En el ecuador, es decir cuando

= 7R, el paralelo ce confunde
con la geodésica y el circulo
parece "RECTO".

Mag alla del ecuador, la
concavidad del circulo

RS

Esta propiedad explica como se puede "entrar" o "salir" a voluntad de un circulo, sin
atravesarlo, cuando esta trazado sobre una esfera, Es necesario imaginar este circulo
como un anillo elastico que se hace deslizar sobre una bola de billar.

HIIS

21



A Ansgelmo le tomd un poco de tiempo digerir
todas estas cosas, descubiertas por el matematico
Gaugs (1777-1855). Luego decidi6 partir al
descubrimiento del mundo de las SUPERFICIES:

GEOMETRIA
ESFERICA

Bueno, tengo todo lo necesario:
regla, gonidometro, cuerda y mi
estaca. Entonces vamos...

A veces la ciencia
lleva 2 afrontar
alqunos riesgos.

Aterrizado en un mundo nuevo, Angelmo desenrolla
una nueva GEODESICA. Pero esta ves..

iRayos, al parecer
esta superficie no

.. la geodésica ya
no ge cierra,

Con la ayuda de tres cuerdas bien tensag,
Angelmo construye un trianqulo, pero en esta
ocasion la suma de los anqulos en los vértices
resulta inferior 2 180",

22,



| Puesto que un circulo es siempre el

— conjunto de puntos colocados a una
mi¢ma distancia L de un punto dado,
Anselmo constata que el circulo
trazado sobre esta nueva cuperficie
tiene un perimetro MAYOR que 2rl,
y un area MAYOR que nL’.

Disipemos ahora las nubes:

(N
1)
)f&o!qop

Esta vez la cuperficie presenta la
forma de un pago de montafia o de
una ¢illa de montar a caballo; o,
para citar objetos de uso en la vida
cotidiana, de un corno de caza o

de un taburete como éste:

Aqui estoy,
mi querido amigo,

Para conocer el final de 12 historia,

‘ pasen la pagina ”
\T
o=l

4

)
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CURVATURAS

Una superficie curva eg una superficie en la que log teoremas
euclidianos no funcionan. La curvatura puede ser positiva o
negativa,

Sobre una superficie de CURVATURA POSITIVA, la suma de
log angulog de un tridngulo es mayor que 1 80°, Si ce traza
un circulo de radio L, el area de su superficie es menor que
L% y su perimetro es menor que 2L,

Sobre una superficie de CURVATURA NEGATIVA, la suma de
log angulos de un triangulo es menor que 180°. Si e traza
un circulo de radio L, el area de su superficie es mayor que
L%y su perimetro es mayor que 2l

Poco antes Anselmo habia constatado, tratando de
RECUBRIR una esfera, superficie de curvatura positiva, con
un elemento plano, que se formaban plieques. Asi mismo, eg
imposible envolver con un plano una superficie de curvatura
negativa: se forman en ese caso especies de jirones. Esta
prueba del embalaje es 1a manera mag sencilla de establecer

g1 uha curvatura es positiva 0 negativa,
iSe rompe..|

Tal como se puede apreciar en la pagina anterior, lag
superficies pueden presentar regiones de curvatura positiva
y otras de curvatura negativa.

cUn cilindro y un cono tienen curvatura?

L4



Prueba del embalaje )

iCaray, un cilindro y un
‘cono ge dejan recubrir
con un planol

_ Nada de panico. Con la ayuda de cinta
N adhesiva fijo tres elasticos, es decir tres
‘ - geodésicas, sobre el cilindro...

- Ahora marco las geodésicas
sobre la superficie..,

.. |J extiendo el cilindro
hasta formar un PLANO

g Segﬁn nuestra definicion,
f\\ los cilindros y los conos,
A7 o que obedecen a la geometria EUCLIDIANA,
@&*\-’D: son jSUPERFICIES PLANAS!!!
J ==

25




T ”@I;ﬁjiz/ —_—
LA NOCiON P ESPACHO:
’% Hace poco las nubeg le impedian a Anselmo ver mag

alla de su propia nariz... o casi. Dificilmente habria
~< podido darse cuenta de la CURVATURA de su
ESPACIO ESFERICO. Hay otra forma de impedir que
, Lanturly observe esta CURVATURA: hacerlo yacer
sobre la superficie, formando PARTE de ésta.

26



Notese que en esta nueva situacion nada impide las mediciones de:

LONGITUDES

Aun confinado EN la superficie, Anselmo habria podido

perfectamente constatar la curvatura, definir su signo

(positiva o neqativa) y hasta medirla, a pesar de no

poder observarla, Si la suma de los anqulos de un

triangulo es 180, entonces la superficie es PLANA. Si

la suma supera 180, la curvatura es positiva y

Anselmo puede calcular el radio de curvatura R

usando la formula: 4 o B+l =180 ( 4 4 A _ ) grados,
donde A es el drea del tridngulo. 214 R

Si la suma es menor que 1 80, se puede definir un

radio de curvatura R dado por /3.\+'§+CI\= 150 (// __A )
pero este no tiene el sentido figico usual, 314 R

Notese que un PLANO puede ¢er asimilado a una cuperficie con un radio
de curvatura R infinito. En este caso se reencuentran
todog log teoremas de Euclides.

2F



Bl CONGEPTO Pk RAMENSION

El nimero de dimensiones es simplemente el namero de cantidades o de
coordenadas que es necesario suministrar, en un espacio cualquiera,

para definir un PUNTO.

Las superficies son representaciones de espacios en dos dimensiones.

Las cantidades que sirven para definirlas pueden ser longitudes, nimeros,

angulos...
! i f ) {f
é'r’ \ ]
M —
1] | _
. 1 T < Caballo en g4
e
x=3,4=6 (8,%)

Solemos decir que nuestro espacio, si hacemos Longitud, latitud

caso omiso del tiempo, tiene tres dimensiones.

Estas en un egpacio
de tres dimensiones

¢ Que estoy en
QUEE?

Angelmo observa
la mosca.

e —

T
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//

o
elevacion

_ ~ paralaje

Ancelmo posiciona los objetos en relacion a su cuerpo
y a su boveda craneana. La posicion de un objeto
puntual es conocida con la ayuda de tres ANGULOS:
su elevacion o y las desviaciones azimutales p y p,
de sug dog ojos.

La diferencia anqular p,-p, <e denomina el paralaje.
En el cerebro de Angelmo se da una decodificacion que
transforma este paralaje en distancia.

LA INMERSON:

La mosca también puede moverse sobre el globo

su posicion puede ser especificada gracias a dos
anqulos @ y ¥ (longitud y latitud).

Decimos que este espacio de dos dimensiones esta
INMERSO en nuestro espacio de tres dimensiones.

de azimut (ﬁ-Fz)

ecférico de la lampara. En este espacio bidimensional

29



Supongamos que la mosca cigue una curva (€)
trazada <obre la esfera. Se podria establecer su
posicion con una <ola coordenada (su distancia
¢ a partir de un punto de origen, calculada
algebraicamente).

Una curva es una representacion de un espacio
de UNA dimension,

Este espacio unidimensional estd inmerso én un
espacio bidimensional (esfera), el cual a su vez
esta INMERSO en un espacio tridimensional.

El espacio en el que vivimos podria estar
inmerso én un espacio de dimension superior <in
que tengamos consciencia de éllo.

jSin metafisica,

jAtencion!
por favor!

ﬁ%‘ jUn universo puede

esconder otro dentro!

S

C ¢ Sabiag, querido amigo, que nog definimos en un espacio de una )
AN dimengion?
f - @ mE @—\ : N

C iNo me agradan para nada los espacios unidireccionales! )

<

wo — )

30



— %/
Aunque la cuerda esté desparramada por todas

partes, B siempre esta entre A y C, y la longitud AC
siempre es de un metro

g

C

ne \T/
ANNIrlae %\?

Aqui tienen diferentes formas de
EMBEBER una CURVA CERRADA en
el espacio habitual. La CLAUSURA es
una propiedad independiente de la
inmersion.

Esto sugiere que ciertas propiedades pueden ser
independientes del modo en que se realiza la inmersion.

Nog hemos cuidado de no estirar o contraer la cuerda
con el fin de no modificar lag LONGITUDES entre dos

puntos consecutivos. Ahora podemos intentar
EMBEBER la¢ superficies en el habitual espacio de
tres dimensiones.

Si SUMERGIMOS un PLANO en el habitual espacio
de tres dimensiones, podemos desplazarlo o hacerlo
girar sin modificar su GEOMETRIA,

EENSTACIO ORDINARIQ
RES DIMENSIoNES



Hemos visto que el hecho de deformar un plano
envolviendo un cilindro no modificaba ni las
geodésicas ni log angulos.

Decde este punto de vista, una lamina
ondulada también tiene una geometria
PLANA, EUCLIDIANA.

Un habitante de un tal espacio
bidimensional y euclidiano no tendria
consciencia alquna de traslaciones,
rotaciones u ondulaciones, las cuales no serian otra
cosa que variaciones en el modo de inmersion én el

espacio tridimensional,

De la misma forma, es posible que nuestro espacio
tridimensional pueda él mismo estar inmerso en un
espacio con un numero mayor de dimensiones, sin que
podamos darnos cuenta de ello.

% En efecto, una inmersion de ese tipo no afectaria lag
% geodésicas de nuestro espacio, ni nuestra percepcion
basada en la luz, que <ique las geodésicas del espacio

. y

Se podria entonces concebir, entre dos
puntos, un ¢amino mas corto que €l camino

N sequido por la luz

¢Qué haces?

iSé a donde quieres llegar!
iMe quieres llevar al mundo de la
fantaciencial

V4

@loro el fondo de mi conchD

7
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Tomemos un elemento de un plano y doblémoslo:

iEl pliegue no modifica en
nada el trazado de mi
geodesica!

Sobre una hoja de papel, con la ayuda de una reqla,
tracen variag rectas geodésicas y luego hagan plieques
en la hoja. Veran ciempre lag geodésicas de la cuperficie, con o sin plieques.

@ 0jo, esta primera parte del viaje no ha sido %
mayor cosa, Pasemos ahora a la proxima etapa, los:

I K 1 =
A B i o
- Bd "" g -~ .
:’// ’-: x - o " ."; e
(_/-
Y
-

s ESPACIOS =l
iy TRiDIMENSIONALES
SEY. CURVOS s
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Soy representante de la firma \ ==~
Euclides & Cia. Nog

enteramos que tuvo Usted.. =
E ( ectee... alqunog inconvenientes M
| - . .
— EUIDES con nuestro material

Y i3

—

Traigo aqui nuevos
articulos que le daran
esta vez completa

catisfaccion

El futuro eg ]o\

tridimensional,

FLUIDQ COSMICO
TEST ESPACIAL

.. 8¢ compone de barrag rigidas que

encajan perfectamente las unag con lag
otras..,

Y le permitiran no torcerse ni a derecha, ni
a izquierda, ni hacia lo alto ni hacia lo
bajo, ¢ino ir.. SIEMPRE RECTO!




gramos por metro cuadrado

-
Para la medicion de las superficies, Para medir los volumenes,
esta pintura. Exactamente Cien llénelos con este cilindro de gas
Y

podra leer directamente el valor
en el flujometro de TEST ESPACIAL

mCuerde: superficie de la esfera: 4717,

(\N volumen: %JTL3

. P
B o, T}
~\ = >

—
-

)/ Vaya
trabajo!

L)

((Y:}ta vez Angelmo aterriza en un egpacio

tridimensional y nosotros lo sequiremos

% en <u exploracion,
S |

—




E< un buen material.
Y estas barrag tienen
exactamente un metro

Pero después de haber puesto una buena
cantidad de barras..

/51—\9 no! jOtra vez como an@/

iMi geodésica <e cierra
gobre &i mismal

@ espacio tridimensional cerrado7 /
N/ [Es el fin de cobre un asteroide para

todoI
una pequena merienda, Anselmo
decide pasar al metodo de medicion

angulos.

Tal como antes,
voy a utilizar tres
GEODESICAS
para formar un
TRIANGULO



iMis geodésicas estan construidas
adecuadamente, pero la suma de los
tres angulos es superior 2 180°!!

Voy a fabricar una para
medir su volumen
y su superficie

Una esfera de radio L es un
conjunto de puntos ¢ituados

La superficie es
menor que 45l?

iMe han fallado
de nuevo!

iY el volumen es menor ~. J
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Angselmo sigue aumentando el radio L de la esfera.

Mag¢ y mas..,
iY ahora su

concavidad ce
invierte!

jDe prisa,

encimal .
cerrar el cilindro!

jEeh... la pared se mem\(,_.‘
9

3



Adi, inflando un ¢imple globo en un
espacio de tres dimensiones, Lanturly
@ terminé encontrandose.. jADENTRO!
?.f ~y Si no hubiera cerrado el cilindro a tiempo,
habria podido ser aplastado, tal como le

ocurrio ¢cuando quedo prisionero de su
propio cercado en la pagina 13,

Incluso con la mejor voluntad del mundo, no es posible por ahora VISUALIZAR
la CURVATURA de este espacio tridimensional. Sus geodésicas se cierran
y ¢u volumen no representa mag que un namero FINITO de metros cubicos,
asi como la cuperficie de nuestro planeta, cerrada ella misma, no ofrece mas
que un nimero FINITO de metros cuadrados.
La suma de los anqulos internos de un triangulo de este espacio de tres
dimensiones e mayor que 1 80", Para"VER" su curvatura, haria falta ser capaz

@ F@ de percibir en cuatro

dimengiones.

También se puede decir que nuestro UNIVERSO en tres dimensiones es una HIPERSUPERFICIE
inmersa en un espacio de cuatro dimensiones, el cual a su vez puede estar inmer<o en un
espacio de cinco dimensiones, et¢. Pero hoy dia no queda uno bien diciendo tales cosas.

I'E] recto eg <olo... m@

¢Con ideas agi.. a donde
iremog a parar, diganme, ah?

,'Lo que existe
es lo que
PERCIBO!
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Al agrandar el radio L de su
region sobre una esfera, Lanturly
terminé hallandose en las
antipodas S del punto N, centro
de su circulo, y ademas
encerrado dentro de su propio
cercado. Lo mismo ocurre en el
espacio tridimensional ¢on
curvatura pogitiva,

En el egpacio bidimencional de la esfera, Anselmo encontraba el ECUADOR luego de
haber cercado la mitad de la superficie disponible. Al ECUADOR del egpacio

tridimensional HIPERESFERICO, en cambio, Anselmo llega cuando su globo ocupa la
mitad del volumen disponible. Sobre la esfera, el circulo del ecuador se le presentaba

como una recta; en el espacio hiperesférico, el "globo ecuatorial" le parecera, en
cambio, un PLANO.

Mag alla del ecuador la CONCAVIDAD del globo se invierte y logra automaticamente
centrarse alrededor del punto antipodal S del punto N, centro del globo.

Sobre una esfera, cada punto tenia un antipoda.

Aunque resulte dificil de comprender, lo mismo ocurre en un espacio D

hiperesférico en tres dimensiones

iNo comprendov
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#
//5&&%
N

Eee... como decir...
tengo una gran confusion en mi cabeza

¢Me recuerdas? Soy Sofia,
Lag curvaturas de todo tipo
son mi especialidad

& —
\ La navegacion en las
hiperesferas es toda una
‘sorpresa para el principiante.
Hay que evitar bloquearse
y avanzar poco a poco
~—
N

\
r



- acuerdo que se trata de una

\J\/‘ Q{@
N

¢cPero donde ecta el CENTRO Si dibujo una circunferencia
de esta hiperesfera?
//_ >\m P cobre el PLANO, estamog de

representacion de un espacio

de una dimeng<ion, cerrado e
INMERSO en un egpacio de
dog¢ dimensiones: el PLANO

Y su centro NO ESTA
sobre la circunferencia

~" | Una esfera representa un espacio
cerrado de DOS dimensiones, inmerso
\ en un espacio de tres. El centro de
dicha esfera no yace sobre la esfera,

sino en el espacio de tres
/ dimensiones

_ J

El centro de un espacio hiperesfém

de tres dimensiones podria estar en un espacio de
cuatro si suponemos que aquél esta
A o INMERSO. Y asi cucecivamente...
L también el centro de un espacio
—_ hiperesférico de cuatro dimensiones

estaria en un espacio de cinco, etc..

WE%Q e =




Mira, aqui estas en tu mundo de
P 4 dos dimensiones, pegado encima
A L\G g como una ¢alcomania
(e
\

Y comienzas 2 inflar tu
circunferencia, que no es mag que -
una esfera en una dimension

En un espacio de dos \

dimengioneg, una frontera delimita
una superficie. Mientras que en un

AN\ espacio de tres dimensiones,
Y. _/’(\ delimita un volumen
\

N

73

Ahi es cuando llego a la mitad del espacio esférico)

,fq%_, En un espacio de 4 dimensiones, una frontera tendra
ANGAL tres dimensiones, y delimitard un volumen de cuatro
§£ dimensiones

_\H

Q

Mira aqui. Tu circulo, que es un "globo de una
dimension", empieza a conténer mas de la mitad
del espacio disponible. Asi que comienza a
cerrarse sobre ti, convergiendo al punto
antipodal S

pOvE ¢
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De la misma forma, cuando en mi espacio curvo de
tres dimensiones inyecto mag de la mitad del volumen
total, el globo se cierra sobre mi, convergiendo hacia

el punto antipodal

De hecho, la esfera en este
espacio tridimensional curvo tiene
evidentemente dos centros que

son antipodales

Bueno, exactamente no sé
qué fue lo que entendi, pero
tengo la sensacion de haber
entendido algo

No, Angelmo, cuando hay mag de tres dimensiones
COMPRENDER £S5 EXTRAPOLAR

,%- = jExtrapolé
' sin saberlo!

e
<

iTienes que imaginarlo
ti miemo, usando tu cabezal

//—_.

AN T




Ahora tomo un espacio de tres dimensiones en el que
coloco esferas de dos dimensiones, unos cuantos
pequefios universos bidimensionales

[Ectos universos pueden
compenetrarse y sus puntos
comunes e repartiran a lo largo
de circunferencias, objetos de
una dimension.

As mismo, estag circunferencias, objetos de una
dimension, colocadas cobre una hoja de papel (2
dimensiones), se intersecaran en algunos PUNTOS,
(Se cuele decir que el PUNTO tiene dimensién cero).

Mna esfera puede ser considerada, entonces, como
la interseccion de dos "burbujas” tridimensionales que
<e mueven én un espacio de cuatro dimensiones.

Y asi cucesivamente: un espacio tridimensional
curvo, hiperesférico, puede él mismo <er
considerado como la interseccion de dos
burbuja¢ de jabén de cuatro dimensiones que
¢e mueven én un espacio de ¢inco dimensiones.

4



Anselmo y Sofia, después de experimentar
el vértigo de la extrapolacion, retoman la

exploracion de nuevos mundog
Las matematicas ya no
son lo que eran antes... o

tridimensionales.
/\’—_ M

)

Mira, esta es una ¢inta
adhesiva tridimensional
para lag geodésicas.
La parte con pegante
esta, naturalmente, en

la punta J

parecen cerrarse cobre <i mismas.

Y i inflo el globo con la ayuda del TEST
ESPACIAL, el volumen que resulta es
mayor que %er3 , y la superficie mayor

que 4nl?.
Ademas, la suma de los angulos de un

trianqulo es menor que 180°

Recuerda la pagina
273, estas de nuevo

en un espacio ¢on
curvatura NEGATIVA




@;os espacios de tres dimensiones, ya sabes,

pueden ocurrir muchag cogas. Lo mismo que én ﬁ
las superficies, que son espacios de dos dimensiones.
Si la suma de los anqulos de un TRIANGULO, en un espacio de tres dimensionesﬁ

es mayor que 180, diremos que la curvatura es positiva. Formando una esfera

de radio L, encontraras mediante el TEST ESPACIAL un volumeén menor que ‘%rrL3

y una superficie menor que 4mL’. Este espacio, denominado HIPERESFERICO,

ce cerrara <obre si mismo. Si la suma de los angulos de un triangulo, en un espacio
tridimensional, es menor que 180°, entonces la curvatura cera negativa. E! volumen
de una esfera de radio L serd mayor que %nLg, y su cuperficie mayor que 4nl’.
Dicho espacio tendra una extension infinita.

Pero ¢i la suma de los angulos vale 180°,
entonces el espacio es simplemente euclidiano

'Y todo e<o para
| P
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1UN ESPACHO PEBE SER
ABEERTO O CERRAPO! ...

Creo que he comprendido todo.
Cuando un egpacio tiene una
curvatura pogitiva, se cierra
sobre si mismo

Cuando la curvatura es negativa,
0 el espacio es euclidiano, el

espacio no ge cierra sino que es
INFINITO

iNO! {El mundo de la
geometria es mas rico de
de lo que crees, Angelmol
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(»Ah, ¢, Lanturly ha <ido proyectado 2 un \

espacio cilindrico de tres dimensiones.
No obstante ser euclidiano, sin curvatura
(la suma de los angulos de un triangulo es alli
iqual 2 180°),

k dicho mundo <e cierra sobre i mismo J

-
%\ // Eota bien, admitamos

mundog esféricos,

hiperbolicos, cilindricos..,
Al fin y al cabo los hemos
vicitado todog, ;no?

51



SIN APENTRE
NI AFUERA

M1 querido Anselmo: |

Aqui tienes un caracol domesticado. Véndale los

Qjos de manéra que no puéda veér ni 2 /2 derecha ni a

I izquirda. Asi te trazaré una GEODESICA perfecta,
Hasta pronto,

Sotia

e e
o) a5

TEN

De hecho, ir ¢iempre recto o
sequir el camino mas corto
entre dos puntos es lo mismo

&A donde <e fue
ese animal?!
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,‘Otra vez ge Clerra,
como anteg!

como el cilindro...

N

Suma de los éngulosﬁ
180°.
Esta cosa es euclidi‘anj

= =

J

A%i230030

En esta ocasion Anselmo ha terminado en un
ESPACIO BIDIMENSIONAL NO ORIENTABLE. La
representacion mas conocida de un espacio asi es la
cinta de Mobius (1830). La idea se le escapd a log
grieqos, quienes entonces no parecen haber

pensado en todo

@a... sacame deﬁ@
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Tracemos una circunferencia sobre una superficie y curvémosla arbitrariamente.
Imaginemos que el circulo es como una pequefia calcomania que podemos
deslizar a qusto sobre la superficie.
Si encontramos un circulo idéntico a <i mismo, diremos que la cuperficie es ORIENTABLE
(como en el caso de la esfera, el cilindro, el plano, etc...). Pero si la calcomania se mueve
sobre una cinta de Mobius, va a ser diferente:

Cada vez que hace un recorrido po]
este univergo de dog dimengiones,

la orientacion del circulo ¢cambia.

iEnsayenlo y verén!/; %;—?%
=

Por eso mismo no e posible pintar una ¢inta de
Mobiug con dog colores diferentes; ésta no tiene mag
que un solo lado, es decir es UNILATERA.

Anselmo decide ¢lavar unog clavog
para marcar el interior y
el exterior

iSe puede coser de una <ola vez!

La operacion eg un fracaso
pues la cinta..

no tiene ;\‘//
exterior % 1nter1or|

L |
St




Mis facil decirlo que hacerlo, \N
mi querido Anselmo...
%\3’ /GCémo hacer para cortarla en dos?)

Ee facil:
jcortala en tre!

Noten que,durante
| laoperacion, esta
cosa ge volvid

bilatera

"mll "‘“.““‘“ = N
- '}}E,‘ﬂ!\“lmmml|lllll\m\ll\u\\\|\\\\\\§ S
\lmp

Noten también que ahora hay una cosa
unilatera (blanca) y una bilatera (gris)
del doble de longitud que la primera

Me <iento totalmente
desorientado
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Luego de este paseo por la cinta de Mébiug, volvamos
a los espaciog euclidianos (sin curvatura) en tres dimensiones.

(YO 10 A——

mano izquierda se convierte en mi

Jdell esPaecio:

¢/ Pero por qué mi cabeza no se
invierte con respecto a mis pies..?

@o se hace para esmrj
sequro sobre cual es correcta?
p / C J’O l
(A
/AN Y
7
. =
D

La DERECHA
es la opuesta
de la 1ZQUIERDA, y viceversa

e ava

F@ una cuestion de sentido comﬁ@
(2 \\ Alb, alo,
t</ £COmo eg que estas sequro de que tu

>

-~ L\/ \

caparazon ge enrolla en el sentido correcto?

iPero qué dices! {Si no fuera adi,
entonces lo ceria en el otro sentido!

56 (") Juego de palabrac en el original: "bon geng"
go de p g
quiere decir tanto "sentido comdn" como "sentido correcto” (NdT),



Acompaﬁemos a Anselmo en su exploracion de un nuevo mundo tridimensional

euclidiano (sin curvatura),

¢/ Qué se hizo Sofia?
Teniamos una cita en
la pagina 57

para merendar

Flota en este espacio un
perfume extrafio que no

me huele 2 nada
bueno

Mientras tanto,

‘.-.. bebamog un

Ahi ectan otra vez las
nubes. Y yo que
olvidé mi aspirinal

cDonde estas? {Muéctrate, por
todos los cielog!

S#



&9 Superficie 4nl/,
%% volumen 4nl®
S T{) bien, todo en orden

A4

: Es euclidiano
(’ j¢Pero qué ocurre con este
, maldito sacacorchos?!

Por suerte,
aqui esta mi botella

;pero qué
diablos le
sucedio?
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\ Es un rogé de Provenza, de calidad
) reqular...

&Tienes un
cacacorchos?

)
Si todos los canguros del mundo
J ¢e dieran la mano ... S5}

¢No has notado algo
extrafio?

No, g0lo que tieneg
mala cara, nada mas

A

— c\top,//‘ \7
q ] crop
crop RN

\\// TN
clop \\\\

Alguien me cambia e] gacacorchos y un
canguro ebrio ge toma mi vino rogé,

i¢Qué diablog pasa aqui?! J

Y

/(»/\
N

De nuevo les pedi—:rr:(;s: que obgerven ’
7 . \\\ / / Z (‘K\

atentamente este sacacorchos
rd
J
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0

La cinta de Mobius (espacio no orientable en dos
dimensiones) tiene entonces un equivalente
tridimensional. Cuando el circulo-calcomania daba la
"vuelta" en el espacio euclidiano de la cinta de Mébius,
su orientacion cambiaba:

Ol =
@ Ver la pagina 54.

T T-T 2

Noten que estos objetos son imagenes "especulares”.

El sacacorchos, y hasta el propio Anselmo, pueden ser
congideradog como "calcomaniag en tree dimengioneg".

Cada vez que un objeto completa una "vuelta" a ese
espacio tridimensional, su orientacion se invierte.
Puesto que hemos decidido acompafiar a Lanturly en
su periplo circunspacial, es normal que encontremos,
como €l, una botella "especular" y un cacacorchos
enrollado en un sentido inusual. Una <equnda "vuelta"
a dicho universo nos volveria a la situacion inicial (a
condicion de que dejemos los objetos en su lugar).

Anselmo y el canguro (del ecpacio de log

R antipodas) habitan el mismo egpacio, pero
203 o . J
= difieren en el sentido de que lo que esta "al
Iduvod? | , ,
_9—“ derecho para el canquro" esta “al revés para
Angelmo", y viceversa,




ERNINCIGIOE

Todo esta patas arriba. Ya no hay mas ni
derecha, ni izquierda, ni derecho ni revés.
A donde lleva todo esto? ;Qué camino sequir?

Tienes que sequir las geodeésicas,
Anselmo, las geodésicas de tu vida

Nunca nadie me haré creer
que el universo es asi de

% extravagante.
) Esos no son mas que

O Wlirim de matematico

Para qué preocuparse con BN
todo eso, si es evidente que
el espacio ES euclidiano ()

,‘Cosas de lag
historietag!

oy

(") Palabras pronunciadas en 1830 por

ATADY Ostrogradsky, profesor titular de la catedra de
& matematicas en Petrogrado, luego de leer
L/\ los trabajos de Riemann y de Lobatchevsng

61




r Admitamog que el univergo no ge
parece a como es. jj,Te imaginas lo

@eria engefiar e<o en lag eSCuelas?y

Al fin de cuentas lo que cuenta es la )
vida. Y en lo que concierne a la vida de todosJ

log diag, estaras de acuerdo conmigo en que...

¢ Qué se esconde
tras todo esto?

La FISICA,
mi querido...

Gl
A
ﬁer todo eso en clar@

ST TN TR

\
Adelante hacia ¢Hay alguien ahi?
lo CONCRETO /2 \\

% \5“




. entonces el Universo tendra una
curvatura negativa y su extension
eera infinita..,

.. el Univerco sera hiperesférico y
ge cerrara <obre §i mismo

8i 1a densidad promedio de materia en el
Universo es menor que 10727 qramos por
centimetro cibico...

Pero si 12 densidad llega a ser
mayor que 10727 gramos por
centimetro cibico...

El Doctor Einstein,
supongo

Pero ¢i la dengidad resulta
iqual 2 10%° gramos/cm’,
entonces el Universo sera
euclidiano




¢Hay algin

matematico

por aca?



Saber sin Fronteras

Association Loi de 1901

http://www.savoir-sans-frontieres.com

Jean-Pierre Petit, presidente de la Asociacion

Antiguo director de investigaciones del CNRS, astrofisico y creador de un nuevo género : la
Historieta Cientifica. Creada en el afio 2005 junto con su amigo Gilles d’Agostini, la
asociacion Saber sin Fronteras tiene como finalidad distribuir gratuitamente el saber cientifico
y técnico por todo el mundo. La asociacion funciona gracias a donaciones y retribuye a sus
traductores con 150 euros por cada historieta traducida (en el 2007), asumiendo ademas los
cargos bancarios de las transferencias. Numerosos traductores en todo el mundo contribuyen a
aumentar diariamente el nimero de &lbumes traducidos, los cuales ascienden en el 2007 a 200
y son telecargables de manera gratuita en 28 idiomas, incluyendo el Laostani y el Ruandés.

El presente archivo pdf puede ser duplicado y reproducido sin restricciones, parcial o
totalmente, y utilizado por los profesores en sus cursos a condicion de que lo hagan sin &nimo
de lucro. Puede ser depositado en bibliotecas municipales, escolares y universitarias, tanto en
forma impresa como en redes de tipo Intranet.

El autor tiene previsto completar la presente coleccién de historietas con albumes mas
elementales, para chicos de 12 afios. Igualmente estan en proceso de elaboracion albumes
« hablantes » para analfabetas, asi como albumes bilingues para el aprendizaje de idiomas a
partir de las lenguas de origen.

La asociacion esta buscando continuamente nuevos traductores que puedan traducir las obras
a su propia lengua materna y que posean las competencias técnicas que los habiliten para
realizar buenas traducciones de los albumes que emprenden.



Para contactar la asociacion basta con ir a su pagina web

Para realizar una donacion:

Para otros paises = Numero de Cuenta Bancaria Internacional (IBAN) :
IBAN

FR 16 20041 01008 1822226V029 88

y =» Codigo ldentificador del Banco (BIC):
BIC
PSSTFRPPMAR

Los estatutos de la asociacion (en frances) estan disponibles en su sitio web. Asi
mismo, la contabilidad puede ser accesada en linea, en tiempo real. La
asociacion no retiene dinero alguno de las donaciones, ni siquiera los costos de
las transferencias bancarias, de modo que las sumas entregadas a los traductores
son netas.

La asociacion no paga a ninguno de sus miembros, que operan benévolamente y
asumen ellos mismos los costos de funcionamiento y de administracion del sitio
web, costos que no son por lo tanto sufragados por la asociacion.

Pueden estar seguros de que en esta especie de « obra humanitaria cultural »,
cualquiera sea la suma que ustedes donen, ésta serd consagrada integramente a
retribuir a los traductores.

En promedio, estamos poniendo en linea una decena de nuevas traducciones
cada mes.
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